Representatietheorie

1 Historische en wiskundige achtergrond

Zij G een eindige groep en k een lichaam. We zullen meestal £ = C nemen, maar
we hebben eigenlijk alleen nodig dat k een algebraisch afgesloten lichaam is van
karakteristiek 0.

Definitie 1.1. Een representatie van G (over k) is een groepshomomorfisme
p: G — GL(n,k) voor een n > 0. We noemen n de dimensie van p.

Zoals bekend is GL(n,k) = {A € M(n,k): det A € k*} = M(n, k)*.

De matrixring M (0, k) heeft één element: (), met determinant 1. Daarom geldt dat
GL(0,k) = M(0,k)* = {()} en de enige representatie van dimensie 0 is het triviale
homomorfisme. Voor dimensie 1 geldt dat GL(1,k) = k*. Dit is in het bijzonder
een abelse groep. Voor dimensie 2 en hoger geldt dat GL(n, k) niet abels is voor
elk lichaam k.

Definitie 1.2. Twee representaties p,p’ : G — GL(n, k) heten equivalent als er
een A € GL(n, k) bestaat zodanig dat voor alle o € G geldt dat p'(0) = Ap(c)A~L.

Later zullen we een andere definitie van een representatie geven: een representatie
van G over k is een k[G]-moduul van eindige k-dimensie.

Een probleem dat Richard Dedekind (1831-1916) aan Frobenius (1849-1917) stelde,
vormde een aanzet tot de representatietheorie. Dit probleem betrof het begrip
groependeterminant.

Definitie 1.3. Zij G een eindige groep. De groependeterminant van G is

det [Xor-1], rcq € C[X, 10 €G]

Voorbeeld

Voor de groep van orde 2 ziet de groependeterminant er als volgt uit:
X1 Xo
X, x|~ X7 — X35 = (X1 + Xo2)(X1 — Xo).

Voor de groep van orde 3 krijgen we:

X1 X3 Xo
Xo X1 X3 |=(X1+ Xo+ X3)( X1+ (Xo + CX3) (X1 + X+ (X3),
X3 Xo Xy
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waarbij ( = e”3

een primitieve derde eenheidswortel is.

Voor abelse groepen G vond Dedekind een uitdrukking voor de groependeterminant:

det [Xoﬂ'*l]g,reG = H Z p(0)Xo,

p oG



waarbij p loopt over de groepshomomorfismen p : G — GL(1,C) = C*. Het aantal
van deze groepshomomorfismen is gelijk aan de orde van G.

We noemen Hom(G,C*) = G de duale van G. Als G eindig en abels is, dan geldt

#G’ = #G. Er bestaat een canoniek isomorfisme tussen GenG.

De vraag aan Frobenius was nu: hoe zit het met de groependeterminant van niet-
abelse groepen? In het geval G = S3 vinden we dat det [X,,-1] het product is van
twee factoren van graad 1 en het kwadraat van een factor van graad 2. Wat is de
algemene theorie hierachter?

Zij G een eindige groep van orde n. In het algemeen geldt dat

t
det [Xpr1],.c0 = [[ 2
i=1

met P, € C[X, : 0 € G] irreducibel, homogeen van graad n; en paarsgewijs ver-
schillend.

Uit het vergelijken van de graden van het rechter- en linkerlid volgt dat n? + n3 +
n%+...+n? = n. Ook geldt dat t gelijk is aan het aantal conjugatieklassen van G.
Verder is n; voor alle ¢ een deler van n en is het aantal lineaire factoren in de groe-
pendeterminant gelijk aan # (G/[G, G]), de index van de commutatorondergroep
van G in G.

Voorbeeld

We nemen voor G de kwaternionengroep @ = {£1,+i,+j5, +k}, met n = 8. De
conjugatieklassen zijn {1}, {—1}, {£i}, {£j} en {£k}, dus t = 5. De commu-
tatorondergroep [@, @] is gelijk aan (—1), dus het aantal lineaire factoren in de
groependeterminant is § = 4. We vinden nu dat 8 = 12 + 12 4+ 12 + 12 4 22,

Laat nu G gelijk zijn aan Sy. Dan is n = 24 en t = 5. De commutatorondergroep
is A4. We vinden nu dat 24 = 12 + 12 + 22 + 32 + 32,

Het algemene geval is opgelost door Frobenius:

dim p
det [Xor1],req =] ] <det (Z p(J)XU>> ,

P geG

waarbij p loopt over de irreducibele representaties van G, op equivalentie na. (We
zullen later zien wat irreducibiliteit van een representatie betekent.)

Merk op dat p(o) een element is van GL(n,C). Daarom is ) .. p(0)X, een
element van M (dim p, C[X, : 0 € G]).

2 Oplosbare groepen

We gaan nu een stelling uit de groepentheorie formuleren die met behulp van re-
presentatietheorie bewezen wordt. Ter voorbereiding geven we een aantal definities
en stellingen.



Definitie 2.1. Fen groep G heet oplosbaar als er een keten van ondergroepen
{1}:GOCG1C...CGt_1CGt:G

met t € Zx>o bestaat zodat voor elke 0 < i <t geldt dat G;—1 normaal is in G; met
G;/Gi—1 abels.

De voorwaarden dat G;_1 normaal is in G; en dat G1/G;—1 abels is, zijn equivalent
met de voorwaarde dat G; D G;—1 D [Gi, Gi].

Voorbeeld
De permutatiegroep Sy is oplosbaar: {(1)} C V4 C Ay C Ss. Merk op dat deze keten
niet uniek is: hij kan nog verfijnd worden tot {(1)} C ((12)(34)) C Va C Ay C Ss4.

Met behulp van het volgende procédé kunnen we nagaan of een groep G oplosbaar is
en, als dat het geval is, construeert het tegelijk een keten. Een groep G is oplosbaar
dan en slechts dan als de keten

... C [Gt717Gt71] =Gi_o C [Gt,Gt] =Gi1CG =G

in een eindig aantal stappen uitmondt in de triviale groep. Op deze manier vinden
we altijd een keten zodat de ondergroepen G;_1 normaal zijn in GG en niet alleen in
G;.

Voorbeeld
Uit deze equivalentie volgt dat S5 niet oplosbaar is: [A5, A5] = A5 = [S5,S5] C Ss.

Voor een eindige oplosbare groep kunnen we altijd een keten maken waarin de
quotiénten G;/G;—1 niet alleen abels, maar zelfs cyclisch zijn. Deze aanpassing
sluit in sommige gevallen uit dat in deze keten alle ondergroepen ook normaal zijn
in G. De eis dat er een keten

{1}:GOCG1C...CGt_1CGt:G

bestaat waarin zowel de quotiénten cyclisch zijn als de ondergroepen normaal in G,
is dus sterker dan de eis dat de groep oplosbaar is.

Voor sommige groepen kunnen we meteen zeggen dat ze oplosbaar zijn, zoals we
kunnen zien in deze stelling. Het bewijs is te vinden in de syllabus Algebra I.

Stelling 2.2. Zij p een priemgetal en G een eindige groep waarvan de orde een
macht van p is (een “p-groep”). Dan is G oplosbaar.

Definitie 2.3. Stel G is een eindige groep en p een priemgetal. Laat p* de grootste
macht van p zijn die de orde van G deelt. Een ondergroep van G wvan orde p*
noemen we een Sylow-p-ondergroep van G.

Stelling 2.4. Zij G een eindige groep en p een priemgetal. Dan heeft G een Sylow-
p-ondergroep. Elke twee Sylow-p-ondergroepen zijn geconjugeerd.

Stelling 2.5 (Burnside (1904)). Stel G is een eindige groep van orde p®q® met
D, q priem en a, b € Z>o. Dan is G oplosbaar.

Deze stelling wordt met representatietheorie bewezen. Er is ook een “elementair”
bewijs. Dit is echter een stuk complexer. Een sterker resultaat is de volgende
stelling. Het bewijs hiervan is te lang om op dit college te behandelen.



Stelling 2.6 (Feit, Thompson (rond 1966)). Elke eindige groep van oneven
orde is oplosbaar.

Een gerelateerd begrip is dat van een simpele groep.

Definitie 2.7. Fen groep G heet simpel als G precies twee normaaldelers heeft,
namelijk G zelf en {1}. Merk op dat {1} dus niet simpel is.

Bekende simpele groepen zijn bijvoorbeeld de A,, voor alle n > 5. Er bestaat een
classificatie van alle eindige simpele groepen (met een bewijs van duizenden pagina’s
door meer dan honderd wiskundigen).

Als G een niet-simpele groep is, heeft G een normaaldeler N met N # G'en N # {1}.
Een strategie voor het bewijzen van oplosbaarheid van een niet-simpele groep G is
de oplosbaarheid via inductie afleiden uit de oplosbaarheid van N en G/N.

De volgende stelling geeft een manier om voor sommige groepen expliciet een N als
hierboven te vinden. Het enige bekende bewijs van deze stelling gebruikt represen-
tatietheorie.

Stelling 2.8. Zij G een eindige groep, en C' C G een conjugatieklasse, zodanig dat
#C = p™ met p priem enn > 1. Dan is de ondergroep van G wvoortgebracht door
{o77t 10,7 € C} een normaaldeler van G ongelijk aan {1} en G.

Voorbeeld

Zij G =S5 ={(1),(123),(132),(12),(13),(23)}. De conjugatieklassen van Ss
zijn zoals bekend C; = {(1)}, C2 = {(123),(132)} en C3 = {(1 2),(1 3),(2 3)}.
Zowel C5 als C3 hebben priemmacht-orde en voldoen dus aan de voorwaarden
van de stelling. Beide conjugatieklassen geven dezelfde normaaldeler, namelijk
{(1),(1 2 3),(1 3 2)}. Dit is de As, die overigens de enige normaaldeler van S
is (naast {1} en G).

We zullen nu gebruik makend van stelling 2.8 de stelling van Burnside bewijzen.
Hiervoor hebben we een aantal feiten uit de groepentheorie nodig.

Zij G een groep en N C G een normaaldeler. Dan is G oplosbaar dan en slechts
dan als N en G/N beide oplosbaar zijn.

Als G een eindige groep van priemmacht-orde is, met #G > 1, dan geldt #Z(G) >
1. Hier is Z(G) ={c € G: V7 € G : 70 = o7} het centrum van G. Z(G) is een
normaaldeler van G en elke ondergroep van Z(G) ook.

Tedere abelse groep van priemmacht-orde is oplosbaar. Merk op dat dit met inductie
naar de groepsorde volgt uit het vorige feit. Immers, Z(G) is een normaaldeler van
G die ongelijk aan {1} is. We kunnen ook aannemen dat Z(G) # G geldt. (Indien
Z(G) wel gelijk aan G is, is G abels en dus oplosbaar.) Volgens de inductiehypothese
zijn Z(G) en G/Z(G) oplosbaar. Hieruit volgt dat G ook oplosbaar is.

Stel G is een groep en 7 € G. De normalisator van 7 in G is Ng(1) = {0 € G :
or = 70}. Zij C de conjugatieklasse van 7: C' = {070~ ! : 0 € G}. Nu geldt dat
#C =[G : Ng(7)] (de index van Ng(7) in G).

Bewijs van de stelling van Burnside:



Zij G een eindige groep van orde p%q® met p, ¢ priem en a, b € Z>o. We passen
inductie naar de orde van G toe.

Als #G =1 is G duidelijk oplosbaar en zijn we klaar. Als G van priemmacht-orde
is, is G volgens het derde feit oplosbaar en zijn we ook klaar.

Stel dus dat #G = p®q® met p # ¢, a > 1, b > 1. We gaan een normaaldeler N C G
construeren met N # {1}, N # G.

Laat H C G een Sylow-g-ondergroep zijn, dus #H = ¢°. Kieseen 7 € Z(H), 7 # 1.
(Zo’n T bestaat wegens het tweede feit.) Dan commuteert 7 met alle elementen van
H en geldt dus H C Ng(7). Dus [G : Ng(7)] | [G : H] = p%, dus [G : Ng(1)] = p"
met 0 <n <a.

Als n = 0, dan is Ng(7) = G. Dit betekent dat Vo € G : 070! = 7 en dus is
(1) een normaaldeler van G. We kunnen nu N = (7) nemen, want N # {1}. Als
N gelijk aan G is, is G cyclisch en dus oplosbaar, dus we kunnen aannemen dat

N #£G.

Stel nu dat n > 1. Zij C de conjugatieklasse van 7. Dan is #C = [G : Ng(1)] = p™.
Stelling 2.8 geeft nu de gezochte N.

De groepen N en G/N hebben nu beide orde kleiner dan #G. Het product van de
twee ordes is p%q?, dus #N en #G /N zijn beide het product van twee priemmachten.
Volgens de inductiehypothese zijn N en G/N nu oplosbaar. Hieruit volgt dat G
oplosbaar is. O

De volgende stelling geeft ook een manier om een normale ondergroep te construe-
ren.

Stelling 2.9 (Frobenius (1901)). Zij G een groep die transitief werkt op een
eindige verzameling X. Noteer n, = #{x € X : ox = x} voor 0 € G. Neem aan
dat ny < 1 woor alle 0 € G, 0 # 1. Dan geldt dat {1} U{o € G : n, = 0} een
normale ondergroep van G is die transitief op X werkt.

Voorbeeld

Zij G = S3={(1),(123),(132),(12),(13),(23)} werkend op {1,2,3} = X. We
vinden n, = 3 voor ¢ = 1, n, = 0 als ¢ een 3-cykel is, en n, = 1 als ¢ een 2-cykel
is. De stelling geeft nu dat {(1),(1 2 3), (1 3 2)} een normaaldeler van S3 is. Dit is
wederom de As.

7Zij G = D5, werkend op de vijf hoekpunten van een regelmatige vijthoek. Dan is
ne =95 als 0 =1, n, = 0 als o een rotatie is, en n, = 1 als o een spiegeling is. Uit
de stelling volgt nu dat de rotaties (inclusief de identiteit) een normale ondergroep
van D5 vormen.

Zij X = k een eindig lichaam van orde q. Laat G = {0 : k — k:3Ja € k*;b € k :
Vo € k: o(x) = ax + b}. De orde van G is g(q — 1). Als de a behorend bij een
o € G ongelijk aan 1 is, heeft o exact één dekpunt, namelijk * = —b(a — 1)71. Als
a=1enb=0,is o de identiteit met ¢ dekpunten. Als ¢ =1 en b # 0 heeft o geen
dekpunten. De stelling zegt nu dat de ¢ € G met @ = 1 een normale ondergroep
van G vormen.



3 Modulen

Definitie 3.1. Zij R een ring. Een R-moduul (of een links-R-moduul) is een
abelse groep M met een afbeelding R x M — M, (r,m) — rm waarvoor, voor alle
r,s € R enm,n e M, geldt dat

r(m+n)=rm+rn
(r+s)ym=rm+ sm
(rs)m = r(sm)

1m =m.

De eis dat de onderliggende groep abels is, is niet strict noodzakelijk, aangezien deze
volgt uit de eigenschappen van de moduul-afbeelding. Ook gelden de relaties r0 = 0,
0m = m en —1m = —m. Deze zijn ook af te leiden uit de andere eigenschappen.

Een equivalente definitie is de volgende: een R-moduul is een abelse groep M met
een homomorfisme ¢ : R — End(M). Uit deze definitie is snel te zien dat gegeven
twee ringen R; en Ry, een ringhomomorfisme f : Ry — Rg en een Rs-moduul M,
er van M een R;-moduul gemaakt kan worden door ¢ samen te stellen met f tot

¢ Ry L Ry & End(M).

In het geval dat de onderliggende abelse groep multiplicatief geschreven wordt,
wordt de moduul-afbeelding rm ook wel genoteerd als m” of "m. Merk op dat bij
gebruik van r™ de eigenschap (rs)m = r(sm) de tegen-intuitieve vorm m("®) =
(m®)" heeft.

Behalve links- R-modulen (die we kortweg R-modulen zullen noemen) bestaan er ook
rechts-R-modulen. We noteren hier de moduul-afbeelding meestal als rechtsverme-
nigvuldiging. De definitie hiervan is bijna hetzelfde als die van een links- R-moduul,
met als uitzondering dat m(rs) = (mr)s (in plaats van (rs)m = r(sm)).

Een alternatieve definitie voor een rechts- R-moduul is de volgende: een rechts-R-
moduul is een abelse groep M met een homomorfisme ¢ : R°PP — End(M), of,
equivalent, een antthomomorfisme ¢ : R — End(M).

Herinner: de ring R°PP heeft dezelfde onderliggende optelgroep als R maar heeft
als vermenigvulding -opp, gedefinieerd door 7 -opp s = 5 - 7. Een antthomomorfisme
f tussen twee ringen is een ringhomomorfisme waarvoor f(rs) = f(s)f(r) geldt, in

plaats van f(rs) = f(r)f(s).

Definitie 3.2. Stel R en S zijn ringen. Fen R-S-bimoduul is een abelse groep M
die een links-R-moduul- en een rechts-S-moduulstructuur heeft zodanig dat r(ms) =
(rm)s, voor aller € R, s €S, me M.

Homomorfismen tussen R-modulen zijn als volgt gedefinieerd.

Definitie 3.3. Zij R een ring en M en N twee R-modulen. Een R-homomorfisme
of R-lineaire afbeelding van M naar N is een groepshomomorfisme f : M — N
zodanig dat voor alle r € R, x € M geldt dat f(rz) =rf(x).

Definitie 3.4. Zij f : M — N een R-lineaire afbeelding. Dan heet f een isomor-
fisme tussen R-modulen als er een R-lineaire afbeelding g : N — M bestaat zodat
fg=1idn en gf =idy;.



Analoog aan ringen kunnen we nu de volgende verzamelingen definiéren:
Homp(M,N) = {R-lineare afbeeldingen van M naar N}. Dit is een (additieve)
groep met puntsgewijze optelling.

Endg(M) = Homg(M, M). De endomorfismen vormen een ring met puntsgewijze
optelling als optelling en samenstelling van afbeeldingen als vermenigvuldiging.
Autp(M) = Endr(M)* = { R-lineare isomorfismen van M naar M}. De automor-
fismen vormen een (multiplicatieve) groep met samenstelling van afbeeldingen.

Definitie 3.5. Zij R een ring en M een R-moduul. FEen deelmoduul of deel-R-
moduul van M is een ondergroep N van M zodanig dat Vr € R,x € N :rx € N.

Voorbeeld
Elke abelse groep M is een Z-moduul. Kies hiervoor ¢ als volgt.

v:Z — End(M)
r (y|—>y—|—...+y)
—_———

x keer

Een linksideaal van een ring R is een R-moduul.

Om het nut van modulen te illusteren, zullen we het bestaan van de Jordan-
normaalvorm voor matrices over C bewijzen met behulp van modulen. Hiervoor
geven we eerst twee definities en een stelling.

Zij R een hoofdideaaldomein (Engels: principal ideal domain, of PID) en M een
R-moduul. Definieer voor x € M het homomorfisme g : R — Rx C M door r — rz.
De kern van g is de annihilator van x (notatie: Ann(x)) en is een ondergroep van
R. Omdat R een hoofdideaaldomein is, is er een y € R met Ann(z) = (y).

Definitie 3.6. Een voortbrenger van Ann(x), gedefinieerd als hierboven, heet een
orde van x. Merk op dat de orde gedefinieerd is op vermenigvuldiging met eenheden
van R na.

Definitie 3.7. FEen element x € M heet torsie als de orde van x niet nul is, dus
als Ann(z) # {0}. Anders geformuleerd, een element x € M is torsie als er een
r € R bestaat met rx = 0. De torsie-elementen van M wvormen een ondergroep
T(M) C M. Als R een commutatieve ring is, is T(M) zelfs een deelmoduul van M.

Stelling 3.8. Zij R een hoofdideaaldomein en M een eindig voortgebracht R-
moduul. Dan bestaat er een v > 0 en een R-lineair isomorfisme

M~ T(M)®R".

7 heet de rang van M. T(M) is isomorf met €, M(p), waarbij p loopt over de
priemidealen van R. Hier is M (p) het deelmoduul van M van elementen waarvan
de orde een macht van p is.

M(p) =r R/(p") & ... ® R/(p"")
metm >0, ky > ky... > ky, >0 € Z uniek bepaald door p.

Zie voor het bewijs het bewijs van stelling 9.11 in het Algebra 1 dictaat.



Deze structuurstelling van eindig voortgebrachte modulen over een hoofdideaaldo-
mein zullen we gebruiken om het bestaan van de Jordan-normaalvorm te bewijzen.

Zij V een eindig-dimensionale C-vectorruimte en A € End(V).

V is een C[X]-moduul. Immers, V is een C-vectorruimte, dus er bestaat een ho-
momorfisme C — End(V): scalaire vermenigvuldiging. We breiden nu scalaire
vermenigvuldiging uit tot het homomorfisme ¢ : C[X] — End(V') door ¢(X) = A
te stellen.

De moduul-vermenigvuldiging van Y a; X* € C[X] met x € V ziet er nu als volgt

uit: (3 a; Xz =Y a; A ().

V' is volledig torsie. Immers, als de rang van V groter dan 0 zou zijn, zou V
oneindige dimensie over C hebben volgens stelling 3.8. (Want C[X] heeft oneindige
dimensie over C.)

Aangezien de priemidealen van C[X] de vorm (X — \) hebben, geeft stelling 3.8 nu
dat V isomorf is met @ V;, waarbij V; isomorf is met C[X]/(X — X\;)™. Merk op
dat de \; niet noodzakelijk verschillend hoeven te zijn.

Kies als basis voor V; de elementen (X — X))~ 1 (X — X)) 2 ..., (X — \), L.
Vermenigvuldiging van de basiselementen met (X — A;) beeldt 1 af op (X — X;),
(X = Xi)op (X =X)% oo, (X = X)™ 2 op (X —A)" Len (X —X)"!opo.
Dit geeft de volgende matrices voor A — Al en A beperkt tot V;, ten opzichte van
de gekozen basis:

0 1 Al

dus A =

4 Modulen en representatietheorie

Het zal blijken dat een representatie van G over k een k[G]-moduul is. Hierbij is
k[G] de groepenring van G over k.

Definitie 4.1. Zij k een ring en G een groep. De groepenring k[G]| van G over k
18

kG = {Z o0 : ay € k,a, = 0 voor alle 0 € G op eindig veel o na}.
oceG

Twee elementen > _a,0 en ) _byo zijn gelijk precies als Vo € G : a5 = b,

De groepenring k[G] is een ring met de volgende optelling en vermenigvuldiging:



o

(; ago) (; bgo) = (Z Z (agb.r)p) = (Z Z(agbgqp)p).

pEGo,TeEG,0T=p peGoeG

(; aga) + (za: bga) = (Z(ag + bg)a),

Merk op dat k bevat is in k[G] als deelring (z € k — z -1 € k[G]) en G in k[G]* als
ondergroep (g € G+ 1-g € k[G]) als k # {0}.

Als we twee elementen (...4+ac+...) en (...+br+...) van k[G] vermenigvuldigen,
volgt dat (ao)(br) = (ab)(o7), en dus dat ob = bo.

Het volgende lemma maakt het verband tussen k[G]-modulen en representaties van
k over G expliciet.

Lemma 4.2. Zij k een ring, G een groep en k[G] de groepenring van G over k.
Dan is een k[G]-moduul hetzelfde als een k-moduul V' met een groepshomomorfisme

G — Autk(V)

Voorbeeld

Zij k een lichaam en V het k-moduul ™. Dan is End; (V) = M (n, k) en Aut, (V) =
GL(n, k). Het geven van een k[G]-moduul structuur aan V' is nu het geven van een
homomorfisme G — GL(n, k).

Bewijs van lemma 4.2
Neem een k-moduul V' en een groepshomomorfisme p : G — Auty (V). Geef nu V
een k[G]-moduulstructuur door

EG xV — V

(f aga)v — <i.oa,,p(a)(v)
oceG oG

Ga zelf na dat deze afbeelding voldoet aan de axioma’s voor een moduul.

Omgekeerd, neem een k[G]-moduul W. Maak hiervan een k-moduul V' door de
moduulafbeelding te beperken van k[G] tot k. Definieer p : G — Auty (V) door
plo) = (v eV i—ov). O

We zullen nu voor twee kleine groepen G de structuur van k[G] bekijken. Als
G = {1}, is k[G] = F.

Zij G een groep van orde 2 (G = (o) met 02 = 1) en k een ring. Beschouw het
volgende ringhomomorfisme f:

FoEG] — kxk
a+boc +— (a+ba—"b).

De kern van f is {a 4+ bo € k[G] : a = b = —b}. Dus als a + bo een element van de
kern is, moet 2b = 0 gelden. Stel nu dat 2 =141 € k*. Dan volgt b =2"12b =0,
de kern van f is {0} en f is dus injectief.



Precies als (1,0) een element van het beeld van f is, is f surjectief. Immers, (1, 1) is
f(1) en (1,1) en (1,0) brengen samen k x k voort. Per definitie is (1, 0) een element
van het beeld van f dan en slechts dan als er a,b € k bestaan met a +b = 1 en
a —b =0, dus als er een a € k bestaat met 2a = 1. Dit betekent dat f surjectief is
dan en slechts dan als 2 € k*.

Hieruit volgt dat f een ringisomorfisme is, dan en slechts dan als 2 € k*.

Voorbeeld
Beschouw Z[G]. f(1) =(1,1) en f(o) = (1,—1). Dit betekent dat (¢,d) € Z x Z in
het beeld van f zit dan en slechts dan als ¢ = d(mod 2).

Stel R; en Rs zijn ringen, en zij R = R; X Ry. Laat M; een Rj-moduul zijn, en
Ms een Ro-moduul. Dan is M = M; x My een R-moduul via (r1,r9)(my,msa) =
(rimq,ramz). (Ga zelf na dat deze afbeelding aan de eisen voldoet.)

Omgekeerd wordt elk R-moduul N op een unieke manier zo verkregen. Definieer
namelijk M7 = (1,0)N = {(1,0)x : z € N}. Dit is een deel-R-moduul van N. M;
wordt geannihileerd door {0} x Ry want (0,b)(1,0)x = (0,0)x = 0. De atbeelding
¢ : R — End(M;) verkregen door het beeld van de moduulafbeelding R — End(N)
te beperken tot End(M7) heeft dus {0} x Ry in zijn kern. De afbeelding ¢ induceert
dus een afbeelding van R/({0} x R2) = Ry naar End(M;). Dit maakt van M; een
Rq-moduul. Definieer analoog het Ro-moduul M; = (0,1)N. Ga zelf na dat de
afbeelding M; x My — N gegeven door (u,v) — u+v een R-lineair isomorfisme is.

Als ook Ly een Ry moduul is, Lo een Ry moduul, en L = L1 X Lo, dan is er een
afbeelding

HOII]R1 (Ml,Ll) X HOHIR2 (MQ,LQ) — HomR(M,L)
(fr.f2) — (F:(zy) = (fi(@) L)

Controleer zelf dat deze bijectief is.

Het bovenstaande is direct te generaliseren tot eindige producten R = [];" ; R; van
ringen.

Laat nu k een lichaam van karakteristiek ongelijk aan 2 zijn, en G weer een groep van
orde 2, G = (o). Danis k[G] = kxk gegeven door o — (1, —1) een ringisomorfisme.

Stel nu dat V' een k[G]-moduul is, dus een k-vectorruimte V' met een een k-lineaire
actie van G op V. Omdat elk k[G]-moduul V het product van een k-moduul V;
waarop o als 1 werkt en een k-moduul Vo waarop o als —1 werkt, is, hebben we het
k[G]-lineaire isomorfisme V' 4 Vi x Vo, waarbij o (v, va) = (v1, —v2).

Als we dus een eindig-dimensionale representatie van G over k hebben, p : G —
GL(n, k), dan kunnen we door basisverandering bewerkstelligen dat

1 0
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Algemener, als G een eindige cyclische groep is, G = (o) met ¢™ = 1, waarbij m # 0
in k en X™ — 1 verder m nulpunten in k heeft (1,¢,¢?,...,(™1), dan hebben we
het volgende isomorfisme:

kKG] — kxkxkx...xk
o — (1,6, ¢,

Na een basisverandering kunnen we dan p(o) schrijven als

gmfl 0

0 Cm—l

Stel R is een ring, en L en M zijn R-modulen. N heet een deel-R-moduul van M
als N een ondergroep van M isen Vr € R,z € N : ra € N. Het quotient M/N is
een R-moduul door als vermenigvulding 7(x + N) = (rz) + N te nemen. (Ga zelf
na dat dit onafhankelijk van de gekozen representant x van een element van M /N
is.)

Stelling 4.3 (Isomorfiestelling). Stel f : L — M is R-lineair. Dan is ker f een
deel-R-moduul van L en is het beeld fL een deel-R-moduul van M. De geinduceerde
afbeelding L/ ker f — fL is een isomorfisme van R-modulen.

Stelling 4.4 (Homomorfiestelling). Stel f : L — M is R-lineair en N C L
is een deel-R-moduul met N C ker f. Dan is er een unieke R-lineaire afbeelding
g:L/N — M zodat het volgende diagram commutatief is.

f

7
7\ g

L/N

L M

Hier is  de canoniceke afbeelding van L naar L/N.

Stelling 4.5. Stel K, N zijn deel-R-modulen van M. Dan zijn KNN en K+ N =
{x+y:2z € K,y € N} deel-R-modulen van M en de volgende afbeelding is een
R-lineair isomorfisme:

~

K/(KUN) — (K+N)/N
zr+(KUN) +— x+ N.
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5 Exacte rijen

Definitie 5.1. Zij R een ring, en K, L en M drie R-modulen. Een rij
K-Lrp-% M
heet exact (bij L) als kerg = im f.

Merk op dat hieruit volgt dat gf = 0.

Een rij K — L — M — N heet exact als de rij exact is bij L en bij M. In het
algemeen heet een rij exact als hij exact is op welk punt waar dit gedefinieerd is.

Voorbeeld
0L L 25 Mis exact < kerg = 0 < g is injectief.

K1 L 95 0is exact im f = L < f is surjectief.
KL 0% Mis altijd exact.

OLLLOisexactc)Lzo.

0— L T — 0 is exact < f is een isomorfisme.

0 — K L5 L % M — 0is exact & K kan (via f) opgevat worden als
deelmoduul van L en M kan (van g) geidentificeerd worden met L/K.

0—>KL>LL>Mi>N—»0isexact@KisisomorfmetkergenNis
isomorf met cokerg. (coker g = M/(im g) is de cokern van g.)

0 — K - KoM X M — 0 is exact
x —  (x,0)
(zy) +— ¥
Definitie 5.2. Een korte exacte rij 0 — K — L — M — 0 splitst als er een
homomorfisme h : L — K ® M is waarvoor het volgende diagram commutatief is:

— L — M — 0

K
lidK lh id

0 — K % KoM X M — o

0o —

Lemma 5.3 (Slangenlemma). Stel het volgende diagram is commutatief en de
twee rijen ziyn exact:

K1 — L1 — M1 i 0

o [

0 — K2 — L2 — MQ-

Dan bestaat er een rij afbeeldingen ker f — ker g — ker h — coker f — cokerg —
coker h en deze is exact.
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Als verder de afbeelding van K1 — Ly injectief is, is die van ker f — ker g dat ook.
Als de afbeelding van Lo — My surjectief is, is die van coker g — coker h dat ook.

Zij I een indexverzameling, R een ring en M; een R-moduul voor elke i € I.

Dan is de directe som

@Mi = {(x;)icr : ®; € M; voor alle i € I,{i € I : x; # 0} is eindig}
i€l

en het directe product

HMi = {()ier : ® € M; voor alle i € T}.
iel

De directe som is een deel- R-moduul van het directe product. Merk op dat P, ; M; =
[I;c; M; dan en slechts dan als M; = 0 voor bijna alle i € I. (Dit betekent: M; =0
op eindig veel gevallen na.)

Een directe som €, ; M wordt ook wel als M () geschreven en een direct product

iel
[Tic; M als M'.

We zullen nu een aantal eigenschappen van modulen introduceren.

Definitie 5.4. Een R-moduul F' heet vrij als er een verzameling I is zodat F =
R,

Noem voor j € I het beeld van (...,0,1,0,...) € RY), waar de 1 op de j-de plaats
staat, onder dit isomorfisme e;. De elementen e; vormen dan een basis van F' over
R. Dat wil zeggen: voor elke © € F is er een unieke rij elementen (r;);er, (met
r; € R en r; = 0 voor bijna alle j € I), zodanig dat z =)

ic1 TiC-

Er geldt dat F' een vrij R-moduul is dan en slechts dan als F' een R-basis heeft.

Als R een delingsring is, dan is elk R-moduul vrij. (Een delingsring is een ring
waarin 1 # 0 en elke element ongelijk aan 0 een tweezijdige inverse heeft.)

Lemma 5.5. Stel dat 0 - K — L — F — 0 een korte exacte rij is, en F' een vrij
moduul. Dan splitst de rij.

Definitie 5.6. Zij M een R-moduul. Dan heet M projectief als elke korte exacte
rij0 - K - L - M — 0 splitst.

M heet injectief als elke korte exacte rij0 — M — N — P — 0 splitst.

M heet semi-simpel als elke korte exacte rij 0 — L — M — N — 0 splitst.

Voorbeeld

Zij R = 7Z. Dan is M projectief dan en slechts dan als M vrij is. M is injectief dan
en slechts dan M deelbaar is. M is semi-simpel dan en slechts dan als elke x € M
eindige, kwadraatvrije orde heeft.

Definitie 5.7. Een R-moduul M heet eindig voortgebracht als er een surjectieve
R-lineaire afbeelding R™ — M bestaat voor een n € Zxg.
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Een equivalente definitie is dat een R-moduul M eindig voortgebracht is als er
ai,...,a, bestaan zodat Vo € M3ry,...r, € R:x =ria; + ...+ rpa,. (Merk dat
op deze schrijfwijze niet uniek hoeft te zien. Als hij dat wel is, is M vrij.)

6 Homomorfismen en tensoren

Zij R een ring, en M en N twee R-modulen.

De R-lineaire afbeeldingen van M naar N vormen een abelse groep Hompg (M, N)
door (f1+ f2)(x) = fi(z) + fo(z) € N. (Ga zelf na.)

Homp(M,N) is in het algemeen geen R-moduul. Immers, als f een R-lineaire
afbeelding van M naar N is, is rf dat niet noodzakelijk. Namelijk, (rf)(sz) =
r(f(sx)) = rsf(z). Dit is niet altijd gelijk aan s(rf(z)) = srf(x). Als R echter
commutatief is, is Homp (M, N) wel een R-moduul.

Stel dat R, S en T ringen zijn, M een R-S-bimoduul en N een R-T-bimoduul.
Dan is pRHom(M, N) een S-T-bimoduul door (sf)(z) = f(zs) en (ft)(x) = f(z)t.
Controleer zelf dat dit aan de eisen voldoet.

Zij L een U-S-bimoduul. Op dezelfde manier is Homg (M, L) een U-R-bimoduul.

Stel dat f : N — N’ een R-T-lineaire afbeelding is. Dan induceert f een S-T-
lineaire afbeelding f. gegeven door:

rHom(M,N) I  RpHom(M,N')
(M5 N) — (M2 N.

Merk op dat fg een samenstelling is van R-lineaire afbeeldingen, dus fg is ook
R-lineair. We noemen de afbeelding f. ook wel de afbeelding geinduceerd door f of
RHom(M, f)

Stel nu dat h : M — M’ een R-S-lineaire afbeelding is. Dan induceert h een
S-T-lineaire afbeelding h* gegeven door:

rHom(M,N) <~ pHom(M',N)
(MLN) — (M S N). (1)
We noemen de afbeelding h* ook wel gHom(h, N).

Met de terminologie van de categorieéntheorie zeggen we: gpHom(M, —) is covari-
ant en gHom(—, N) is contravariant. Op de argumentplaatsen mogen modulen of
afbeeldingen worden ingevuld.
Zij f en f' R-T-lineaire afbeeldingen zodat
N LN LN
Dan )
rhom(M, N) L% gHom(M, N') L= zHom(M, N")
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en er geldt dat fLf. = (f'f)«.
Zij h en h' R-S-lineaire afbeeldingen zodat
MM S .
Dan )
rHom(M, N) &~ pHom(M’, N) &~ pHom(M",N)
en er geldt dat h*h"™* = (R'h)*.
Dus gHom(M, N) is ‘contra’ in M en ‘co’ in N en is daarom een S-T-bimoduul. Ook

geldt dus dat sHom(M, L) ‘contra’ is in M en ‘co’ in L. Daarom is gHom(M, L)
een U-R-bimoduul.

Zij R een ring en M een R-moduul. We zullen laten zien: “grHom(M, —) transfor-
meert kernen in kernen”. Preciezer gezegd:

Lemma 6.1. Als N en N’ R-modulen zijn en de afbeelding f : N — N’ R-lineair
is, dan geldt dat RHom(M, ker f) = ker(gHom (M, f)) = ker f*.

Bewigs. leder R-lineair homomorfisme g van M naar ker f is ook een R-lineair
homomorfisme van M naar N, want ker f C N. We hebben nu het volgende
commutatieve diagram:

f

ker f > N’

> N
g Tg fg
M

Er geldt: g(M) Cker f & fg=0< g € ker f.. Dus gHom(M, ker f) = ker f.. O

Men zegt: gHom(M, —) is links-exact, want als 0 — N’ SN L N exact is,

1"

dan is 0 — pHom(M, N"") = pHom(M, N) = zHom(M, N") ook exact.
Verder geldt:

rHom(M, N"" & N') = gHom(M, N"") & gHom(M, N").
De analoge bewering geldt ook voor gHom(—, N).

Omdat R zelf een R-R-bimoduul is, zijn zowel R als N links- R-modulen. Nu geldt
dat de afbeelding

rHom(R,N) g= N
fo— f(1)

een R-isomorfisme is, omdat de afbeelding N — pHom(R, N) gegeven door z +—
(r — rz) de inverse is.



Zij R een ring en N een R-moduul. We gaan laten zien dat “gpHom(—, N) cokernen
in cokernen transformeert”. Dit maken we preciezer in het volgende lemma.

Lemma 6.2. Als M en M’ R-modulen zijn en de afbeelding h : M — M’ R-lineair
is, dan geldt dat gHom(coker h, N) = ker(gHom(h, N)) = ker h*.

Bewijs. Omdat coker h isomorf is met M’ /h(M), is de projectie-afbeelding een sur-
jectieve afbeelding van M’ naar coker h. Laat nu g : M’ — N een R-lineair homo-
morfisme zijn. Dan hebben we het volgende diagram:

M > M’ > cokerh —> 0

@

M

Als nu g factoriseert via coker h, d.w.z. dat het bovenstaande diagram commu-
teert, dan correspondeert g met een R-lineair homomorfisme coker h — N. Dit is
equivalent met gh = 0, wat betekent dat h*(g) = 0. o

Men zegt dat gpHom(—, N) links-exact is, want als M NS VN VN 0 exact is,
dan is 0 — gHom(M"  N) A rHom(M'  N) LN rHom(M, N) ook exact.

Als we twee vrije R-modulen bekijken, zeg R™ en R™, dan vinden we dat pgHom(R", R™)
isomorf is met de verzameling van m X n-matrices over R.

Zij S en T verzamelingen. De verzameling afbeeldingen van T naar S noteren we
door Afb(T, S) of ST of [T, S. Deze notatie doet vermoeden dat (S7)V = §T*U,
waarbij U ook een verzameling is. Dit is inderdaad het geval, want de afbeelding

AT xU,S) — Afb(U, Afb(T, S))
[ (e (te f(tu))

is een bijectie.

Laat L, M en N abelse groepen zijn. We geven eerst een definitie.

Definitie 6.3. Fen afbeelding f : L x M — N heet bilineair als YV, x1,22 € L :
Yy, y1,92 € M 2 f(z,yn +y2) = f(z,y) + f(z,y2) en f(zy + 22,y) = f(z,y1) +
f(xv y?)

Er geldt:

Hom(L,Hom(M, N)) C Afb(L, Hom(M, N)) C Afb(L, Afb(M, N)) = Afb(LxM, N).

Als f : L x M — N een afbeelding is, dan behoort het corresponderende element
van Afb(L, Afb(M, N)) tot Hom(L, Hom(M, N)) dan en slechts dan als f bilineair
is.
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We noteren de verzameling van bilineaire afbeeldingen van L x M naar N door
Bil(L x M, N). De verzameling Bil(L x M, N) is een groep. Er geldt dat:

Hom(L, Hom(M, N)) = Bil(L x M, N) = Hom(L ® M, N);

we zullen spoedig zien wat L ® M betekent.

7ij nu R een ring, L een rechts-R-moduul, M een links-R-moduul en N een abelse
groep. We breiden de definitie van een bilineaire afbeeldingen uit tot R-bilineaire
afbeeldingen.

Definitie 6.4. FEen afbeelding f : L x M — N heet R-bilineair als ten eerste f
bilineair is, en ten tweede Vr € R:Vx € L:Vy € M : f(xr,y) = f(z,ry).

Merk op dat Z-bilineariteit hetzelfde is als bilineariteit.

Voorbeeld
De afbeelding R x R — R gegeven door (s,t) — st is R-bilineair.

De afbeelding R x M — M gegeven door (s,m) — sm is R-bilineair.

De afbeelding L x R — L gegeven door (I,t) — It is R-bilineair.
Definitie 6.5. Zij K een abelse groep. Een R-bilineaire afbeelding g : L x M — K
heet universeel als voor elke abelse groep N de afbeelding
Hom(K,N) — Bilg(L x M,N)
h +—— hg
bijectief is. Met andere woorden: g heet universeel als voor elke abelse groep N

en elke R-bilineaire afbeelding f : L x M — N er een uniek groepshomomorfisme
h: K — N is dat onderstaand diagram commutatief maakt.

L x M

Y
=

Voorbeeld

Alle drie de voorbeelden die we zojuist hebben gezien zijn universeel. We laten dit
zien voor de afbeelding R x M — M gegeven door (s,m) — sm. De vraag is of
er een groepshomomorfisme h : M — N bestaat zodanig dat onderstaand diagram
commutatief wordt.

Rx M

v
=
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Als er een h is die voldoet, dan geldt voor deze h dat f(s,m) = hg(s,m) = h(sm) =
hg(1,sm) = f(1,sm). Dus als een dergelijk groepshomomorfisme h bestaat, dan is
het gedefinieerd door h(m) = f(1,m). De afbeelding die op deze manier gedefinieerd
is, is inderdaad een groepshomomorfisme. Omdat f(s,m) = f(1,sm) = h(sm) is
nu g universeel.

Stelling 6.6. Steldat g: L x M — K enti:L x M — J R-bilineair en universeel
zijn. Dan is er een uniek groepsisomorfisme h: K = J.

Bewijs. Vanwege de universaliteit van g bestaat er een groepshomomorfisme h :
K — J dat onderstaand diagram commutatief maakt.

g
LxM > K
J

We moeten laten zien dat h bijectief is. Omdat ook i universeel is, bestaat er
eveneens een groepshomomorfismel : J — K dat het volgende diagram commutatief

maakt:
g
Lx M > K
J

We weten nu dat ¢ = hg en g = li. We willen laten zien dat hl = id; en [h = idg.
Daarom bekijken we het volgende commutatieve diagram:

g
L x M > K
K

Omdat [hg = li = g commuteert ook het volgende diagram:
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L x M

v
=

K

Uit de universaliteit van g volgt dat [h = idg. Op analoge wijze kunnen we bewijzen
dat hl =id;y. Dus [ is de inverse van h, dus h is inderdaad een isomorfisme van K
naar J. o

Definitie 6.7. Als er een universele R-bilineaire afbeelding g : L x M — K bestaat,
dan definiéren we

LopM = K
W W
r®y = g(z,y).

Merk op dat (L ®r M,— ® —) slechts op isomorfie na gedefinieerd zijn, als ze
iiberhaupt gedefinieerd zijn.

Als zo'n paar K, g bestaat, dan is het op een uniek isomorfisme na uniek bepaald
en dan schrijven we L ® g M in plaats van K en z ® y in plaats van g(z,y).

Voorbeeld
R®rR=Rmet x @y < xy.

R®rM=Mmet rQy < ry.
L®r R=Z L met x ®r « xr.

Het is zo dat “® met willekeurige directe sommen commuteert”. Preciezer zien we
dit in het volgende lemma.

Lemma 6.8. Stel dat (M;);cr een collectie R-modulen is en stel dat voor elke i € T

het tensorproduct L @ g M; bestaat. Dan bestaat ook L @r (,;c; M;) en er geldt:

Log (M) = P erM)
i€l iel
@ (Yi)ier +— (T yi)ier-

Bewijs. Controleer zelf dat de afbeelding

Lx(@Prm) — PELeord)
iel icl
(z, (yi)ier) +— (T @Yi)ier

R-bilineair en universeel is. O

Stelling 6.9. Als L ® g M bestaat, dan is hij voortgebracht door {x @ y|z € L,y €
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Bewijs. Stel H is de ondergroep van L ® g M voortgebracht door {z @ y|z € L,y €

Beschouw de canonieke projectie 7 : L@r M — (L®rM)/H en de nulafbeelding 0 :
LerM — (L@rM)/H. Dit zijn allebei groepshomomorfismen, en na samenstellen
met ®p : L X M — L ®r M vormen ze dezelfde bilineaire afbeelding L x M —
(L ®gr M)/H, aangezien het beeld van L x M door 7 naar 0 gestuurd wordt. Uit
universaliteit van @ g volgt nu dat 7 =0, dus dat H = L ®r M. O

Voorbeeld
7ij L een rechts-R-moduul. Dan hebben we:
Ler(R") 2 (L®rR)"x= L"

2@ (ri)in — (@ri)is -

In het bijzonder geldt dus:
(R™) & (RY) = R™

(b;)iL1 @ (ai)iey = (bjai)1<i<n,1<j<m-

N, 1)

Voorbeeld

7ij k een lichaam en V' en W twee k-vectorruimten van eindige dimensie, zeg V' =2 k™
en W = k™ met bases {e1,...,en} en {f1,..., fn} respectievelijk. Dan is V ®@; W
een k- vectorruimte van dimensie mn met basis (e; ® f;)i<i<m,i<j<n-

Zij R, S en T ringen. Zij L een S-R-bimoduul en M een R-T-bimoduul. Dan is
L ®pr M een S-T-bimoduul met s(z ® y) = (sz) ® y en (z @ y)t = z @ (yt).

Zij R een ring, L een rechts- R-moduul en M een links- R-moduul. Als R commuta-
tief is, dan is L®p M een R-moduul met r(z®@y) = (rz) @y = (2r) Qy = 2 ® (ry)
en (zy)r=z® (yr),en L&g M 2 M Qg L.

Zij R, S, T en U ringen en zij L een S-R-bimoduul, M een R-T-bimoduul en N
een T-U-bimoduul. Dan geldt:

(L®rM)®7r Ns =y L®r (M @7 N).

Stel dat f : L — L' een rechts- R-lineaire afbeelding is en g : M — M’ een R-lineaire
afbeelding. Dan commuteert het volgende diagram:

IxM—— 2 s oM
(3573/) : TRy
] see
(f(z),9(y)) v f(z)®g(y)
L' x M’ o L' ®r M’ ;

waarbij de afbeelding L x M — L' ® g M’ via L’ x M’ bilineair is.
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Als we nu bijvoorbeeld L’ = L nemen en voor f : L — L de identiteit idy, dan
vinden we de volgende afbeelding;:

L®r M dz B9 Ler M’

r®y — xg(y).

Er geldt: “L ® p — commuteert met cokernen”. Preciezer zien we dat in de volgende
stelling.

Stelling 6.10. Alsg: M — M’ R-lineair is en LR M en L&r M’ allebei bestaan,
dan bestaat ook L ®@p (coker g) en L ®pg (coker g) = coker(id, ® g).

Anders gezegd: L @ p — is rechts-exact.

Bewijs. Diagrammenjagen! We hebben alle afbeeldingen waar een 0 bij staat al.
De afbeelding met een 1 kunnen we eenvoudig maken door samenstelling. De af-
beelding met een 2 ontstaat door (x,z) af te beelden op x ® z. Deze afbeelding is
welgedefinieerd, want als (, 2) en (z, 2’) dezelfde restklasse representeren, dan zijn
T ®zenx® 2 gelijk, want 2’ —z € im g, dus z ® (2/ — z) = 0, want de rechterkolom
is exact.

_®_
Lx M > L®r M
(z,9) 0
0 idL®g

v

7 L®R M/
0
v
L X (COKEr g) «rovvvvresseee > coker(idz ® g)

\LO

Zij N een abelse groep. Zij f : L x (cokerg) — N gegeven. Dan zijn er bilineaire
afbeeldingen L x M — N en L x M’ — N die ontstaan door samenstelling (ze
worden met 1 aangegeven in het diagram hieronder). De afbeelding L x M — N
die we op deze manier vinden is de nul-afbeelding, omdat de linkerkolom exact is
in de tweede component.

Uit de universaliteit van deze twee afbeeldingen volgt dat er unieke afbeeldingen
L®rM — N en L®g M’ — N bestaan (deze worden met 2 aangegeven). Hieruit
volgt dat er een afbeelding coker(id, ® g) — N bestaat, want kies voor elk element
van coker(idy, ® g) een representant en beeldt die met de afbeelding L ®p M/ — N
die we zojuist gevonden hebben af op N. Deze afbeelding is onafhankelijk van de
keuze van de representant, want omdat de rechterkolom exact is, is L&r M — N de
nul-afbeelding. Deze nieuwe afbeelding geven we aan met 3. Vanwege de uniciteit
van de afbeelding L @ g M’ — N is ook de gevonden afbeelding 3 uniek.
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LxM > L ®r M

I X

L x M": > L@ M’
L x (cokerg) T > coker(id, ® g)
f gegeven 30
N

Verder hebben we dat L @ — rechts-exact is, want als M % M’ — M” — 0 exact
is,danis LQr M — LQr M' — L ®r M" — 0 ook exact. O

We hebben nog niet laten zien dat L ® g M bestaat. Dat doen we in de volgende
stelling.

Stelling 6.11. Het tensorproduct L ® g M bestaat.

Bewijs. Kies een deelverzameling S C M die M voortbrengt, d.w.z. een verzameling
S waarvoor de R-lineaire afbeelding

RO =PR — M
seS

(TS)SES — ZTSS

ses

surjectief is. Kies een deelverzameling T' C kerg die kerg voortbrengt, i.e. de

analoge afbeelding R(T) — ker g is surjectief. Nu geldt dat R(™) 2RS) M =
cokerh — 0 exact is. Zowel L @z RT) als L @z R®) bestaan, dus uit de vorige
stelling volgt dat L ® g M bestaat. O

Voorbeeld
We laten zien dat V; ®z Cs = V. Het rijtje Z 57 Cs — 0 is exact, dus

id 8
Vi®Z VL@; ViRZ—V,®@Cs — 0

2@y — 8oy

is exact. We weten dat V3 ® Z = Vj en dat 2 ® y — 8(z ® y) de nulafbeelding is.
Nu volgt dat V; ® Cg = V.
Als we het tensorproduct nemen van V; met een andere abelse groep, krijgen we

ook soms de triviale groep: V, ® Cy = 0.

Definitie 6.12. FEen abelse groep G heet deelbaar als Ve € G,n € Z : Jy € G :
ny = x.

Definitie 6.13. Een abelse groep heet torsie als Vz € G :3dm € Z : mz = 0.

Stelling 6.14. Zij A een abelse groep die deelbaar is en B een abelse groep die
torsie is, dan geldt A ®z B = 0.
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Bewijs. Laat x € A, z € B willekeurig gegeven. Kies m € Z zodat mz = 0. Volgens
de deelbaarheid van A bestaat er een y € A zodat * = my. Dan vinden we:
rz=(my)R@z=y® (mz)=y®0=0. O

Voorbeeld
Q®C3 =0

Q/z)© (Q/Z) =0
Q/Z)® (R/Z) =0

Zij L, M en N abelse groepen. Omdat Hom(L,Hom(M, N)) en Hom(L ® M, N)
allebeid isomorf zijn met Bil(L x M, N) geldt ook

Hom(L, Hom(M, N)) = Hom(L ® M, N).

En we vinden:

sHom( L ,gHom( M , N ))y =2 gHom( M ®s L , N) (2)
S—-U R—S R-T R—-S  S-U R-T
—_————
S—T R-U
Uu-T Uu-T
en
Hom( L ,Homp( M , N ))r 2y Homg( L ®s M , N ). (3)
U-S S—R T—R U-S S—R T—R
————
-8 U-R
T-U T—

7ij R een ring, L een rechts-R-moduul en M een links- R-moduul. Dan hebben we
het volgende commutatieve diagram:

(r,y) »r®yY
Lx M > Lor M

5
N

Als M een R-T-bimoduul is en L een S-R-bimoduul, dan is L ® g M een S-T-
bimoduul.

Zijnu k een lichaam en V en W k-vectorruimten met dimy W =n < oo en dimg V =
m < oco. Dan dimg(V @ W) = nm.

Zij R en R’ twee ringen en R — R’ een ringhomomorfisme. Zij M een R-moduul.
Danis M’ := R ®gr M een R'-moduul. We zeggen dat M’ verkregen is uit M

R'—R R-Z
door base extension.
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Als M vrij is over R, dan is M’ ook vrij over R'.

Voorbeeld

Beschouw het ringhomomorfisme R — C. Zij V een R-vectorruimte die als R-
moduul isomorf is met R™. Zij (e;)_; een basis van V. Dan is C@r V = C" als
C-moduul met basis (1 ® e;)" ;.

Lemma 6.15. Zij nu g1 : R — Ry en g2 : R — Ry ringhomomorfismen zodat
g1(R) C Z(R1) en g2(R) C Z(Rz2). Dan wordt Ry @ Ry een ring met (s1 ® s2) -
(t1 ® t2) = (s1t1) @ (s2ta).

Schets van het bewijs. We moeten nog laten zien dat we deze afbeelding inderdaad
kunnen voortzetten. We moeten dus laten zien dat er inderdaad een afbeelding

(R1 ®r R2) x (R1 ®R R2) =+ R, ®r Ry

bestaat die
(81 ® 82,1 @ ta) — (s1t1) ® (S2t2).

Stap 1. Definieer

R1XR2XR1XR2 L R1®RR2
(51752;t1;t2) — (51t1)®(52t2).

Stap 2. Controleer dat Vs; € Ry : Vso € Ro de afbeelding
f(s1,82,—,—): Ri Xx Ry — R1 ®r Ry

R-bilineair is. De universele eigenschap geeft dat er voor alle (s1, s2) € Ry X Ra een
uniek homomorfisme

hsiso :R1®r Ry — Ri1®gr R
tl X tQ [— (Sltl) (24 (82t2)

bestaat.
Stap 3. Controleer dat de afbeelding

Ri xRy — HOIH(Rl ®pr Ro, Ry ®r Rg)

(51, 52) — hSl,Sz
R-bilineair is. Dan krijg je
g: R ®pr Ry — Hom(R; ®g Ra, R1 ®r R2)

S1 ®52 > h51,82‘

Stap 4. Definieer x door

We vinden het volgende commutatieve diagram van ringhomomorfismen.
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€T

AN

Ry ®r Ry

\RQ%N@Z/

Zij nu R, Ry en Ry commutatieve ringen en R — R; en R — Ry ringhomomorfis-
men. Zij T een ring en Ry — T en Ry — T ringhomomorfismen. Dan commuteert

het volgende diagram.

Ry
\4 uniek
R Ri®r Ry ——> T
A
Ry

Als R— Ry — T en R — Ry — T hetzelfde ringhomomorfisme R — T zijn, dan
gaat het via het tensorproduct.

We kijken nu naar een geval dat relevant is voor de representatietheorie. Zij k een
lichaam en [ een uitbreidingslichaam van k. Voor R; nemen we de groepenring k|G|
en voor Ry het uibreidingslichaam . Dan commuteert het volgende diagram.

7 De Stelling van Jordan-Ho6lder en Grothendieck-
groepen

De onderwerpen in deze paragraaf zijn relatief jong: ze stammen uit de negentiende
en twintigste eeuw. De belangrijkste resultaten in deze paragraaf zijn gevonden
door de volgende wiskundigen:
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Camille Jordan (1838-1921)

Otto Holder (1859-1937)

Otto Schreier (1901-1929)

Hans Zassenhaus (1912-1991)

Alexander Grothendieck (1928)

7ij R een ring en M een R-moduul. We bekijken ketens in M.

Definitie 7.1. Een keten in (of voor) M is een rij deelmodulen
{0}=MyCc My CMyC...C My =M,
waarbij t € Z>o. Het getal t heet nu de lengte van de keten.

Definitie 7.2. Stel dat (M;)i_, een keten voor M is, en (N;)j_, woor N. Een
isomorfisme van de eerste keten naar de tweede is een bijectie

p:{1,2,...,t} — {1,2,...,u}
plus, voor elke i € {1,2,...,t} een R-isomorfisme

M;/Mi—1 = Ny /Npgi)-1-

Het is duidelijk dat isomorfe ketens gelijke lengte moeten hebben.

Definitie 7.3. Twee modulen M en N heten Jordan-Holder-isomorf (of: J.-H.-
isomorf), als ze isomorfe ketens hebben. Notatie: M = jg N.

We kunnen ons nu afvragen of Jordan-Holder-isomorfie een equivalentierelatie is.
Het is eenvoudig in te zien dat Jordan-Holder-isomorfie voldoet aan de eisen van
symmetrie en reflexiviteit. De transitiviteit is het probleem. Stel namelijk dat een
moduul M J.-H.-isomorf is met N en met L. Dat betekent dat er een keten voor M
en een keten voor N bestaan die isomorf zijn, en ook bestaan er een keten voor M
en een voor L die isomorf zijn. Maar omdat in deze beide gevallen de ketens voor
M niet dezelfde hoeven te zijn, is het niet meteen duidelijk of ook N en L isomorfe
ketens hebben.

Zij R een ring, M een R-moduul.

Definitie 7.4. Een keten (M;)'_, in M heet een verfijning van een keten (M),
in M als elk deelmoduul van M ten minste even vaak onder de M; voorkomt als
onder de M.

Stelling 7.5 (Verfijningsstelling van Schreier). Elke twee ketens van M hebben
isomorfe verfijningen.

Bewijs. Stel dat we twee ketens in M hebben, zeg (M;){_, en (N;)%_,. Dan kunnen
we de ketens op de volgende manier verfijnen (ga dit zelf na).
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My =M =N,

M; \ N;
(M; N N;) + M ~
|
(M; AN 1) + M1

My N
My ={0} =Ny

Beide ketens hebben ut stappen en ze zijn isomorf. Dat volgt uit het Vlinderlemma
van Zassenhaus. O

Lemma 7.6 (Vlinderlemma van Zassenhaus). Stel u, U, v en V' zijn deelmo-
dulen van M met w C U env C V. Dan geldt:

(UNV)4+uw)/(Unv)+u) 2 (UNV)+0)/(unV) + o).

Bewijs. Het bewijs berust op het volgende diagram, dat het lemma ook zijn naam
geeft.

U v
\ /
UnV)+u Unv)+u
\ /

Uunv
(Unv)+ (uNnV)+w
\ /

Unv)+(mnV)

|~ ~
\ / \Uﬂv/



De afbeelding (UNV)/(UNv)+ (unV)) — (UNV)+uw)/((UNv)+u) is
een isomorfisme. De kern betsaat uit alle x +y € UNV met £ € UNwov en
y € unV. Uit symmetrie-overwegingen volgt dat ook (UNV)/((VNu)+ (vNU)) —
(UNV)4+v)/((VNu)+v) een isomorfisme is. Hieruit volgt het lemma. O

In de context van groepen in plaats van modulen is de verfijningsstelling ook waar
met kleine aanpassingen. We stellen dan als extra eis dat in een keten

{1}:GOCG1C...CGt:G

iedere ondergroep G;_; normaal moet zijn in G;, en in de formulering van het
Vlinderlemma moeten we eisen dat v C U en v C V ook normaal zijn. Het bewijs
wordt in dit geval langer, omdat ook steeds de normaliteit bewezen dient te worden.

We kunnen nu antwoord geven op de vraag of Jordan-Hdolder-isomorfie een equiva-
lentierelatie is. Het antwoord is ja.

Lemma 7.7. Jordan-Holder-isomorfie is een equivalentierelatie.

Bewijs. We hebben al gezien dat het alleen nodig is om te bewijzen dat Jordan-
Holder-isomorfie transitief is. Stel nu dat L en M J.-H.-isomorf zijn en dat de ketens
(M;)t_, in M en (L;)i_, isomorf zijn. Stel dat M ook J.-H.-isomorf is met N en
laat (M})}_; in M en (N;)%_, in N isomorfe ketens zijn. We gaan de twee ketens in
M verfijnen op de manier van de Verfijningsstelling van Schreier. Iedere verfijning
van de keten in M kunnen we gebruiken om de isomorfe keten te verfijnen, zodat
de verfijning van (M;)!_; isomorf blijft met de verfijning van (L;)!_;, en analoog
voor M en N. Uiteindelijk vinden we een keten in M die een verfijning is van zowel
(M;)i_; als (M})%_, en die isomorf is met een verfijning van (L;){_; en ook met een
verfijning van (N;)}j_;. Dus ook L en N zijn J.-H.-isomorf. O

Definitie 7.8. Fen moduul M heet simpel of irreducibel als het aantal deelmodulen
van M precies twee is.

Merk op dat dit betekent dat een simpel moduul M geen andere deelmodulen heeft
dan 0 en M zelf, en dat M niet gelijk mag zijn aan 0.

Definitie 7.9. Fen keten (M;)!_, van M heet een compositieketen als voor alle i
met 1 < i <t het quotiént M;/M;_1 simpel is.

Omdat een simpel moduul ongelijk aan 0 is, is een compositieketen alleen te verfijnen
door deelmodulen te herhalen.

Definitie 7.10. Een keten (M;)i_; van M heet echt als Vi € {1,2,...,t} : M; #
M;_4.

Lemma 7.11. Als (M;)i_; en (N;)}_, twee echte ketens van M zijn, dan hebben
ze elk een verfijning zodanig dat

1. beide verfijningen isomorf zijn, en

2. elk van beide verfijningen 060k een echte keten is.
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Bewijs. We kunnen beide ketens verfijnen op de manier van de Verfijningsstelling
van Schreier. Dan vinden we twee isomorfe verfijningen

0=MicM{C...CM.,=M

en
0=N;CN;C...CN,=N.

Omdat de verfijningen isomorf zijn, komen in beide ketens alle quotiénten even vaak
voor. Als we nu alle duplicaties verwijderen, houden we dus twee isomorfe ketens
over die echt zijn. O

Lemma 7.12. Zij (M;)!_, een keten van M. Dan zijn equivalent:

1. (My)_, is een compositicketen.
2. Voor allei € {1,2,...,t} is M;/M;_1 simpel.

3. De keten is echt, en de enige verfijning van de keten die ook echt is, is de
keten zelf.

Bewijs. Eerst bewijzen we 1 = 2 = 3. Per definitie geldt 1 = 2. Uit 1 is ook
duidelijk dat de keten echt is. Stel nu dat er wel een verfijning bestaat die echt
is, maar niet gelijk is aan de keten zelf. Dus stel dat voor een i een moduul M’
bestaat met M;_1 C M’ C M; zodat M’ verschillend is van zowel M;_1 als M;.
Dan vinden we 0 C M’'/M;_1 C M;/M;_1, waarbij M’/M;_; verschillend is van 0
en van M;/M;_;. Dit is in tegenspraak met het feit dat de quotiénten M;/M; 4
allemaal simpel zijn.

De implicatie 3 = 1 gaat hetzelfde, maar dan de andere kant op: als (M;)!_; geen
compositieketen is, bestaat er een quotient M;/M;_; dat niet simpel is, dus het

heeft een echt deelmoduul M’/M;_;. M’ levert nu een verfijning van (M;)}_, die
echt is. 0

Elke twee compositieketens van M zijn isomorf en hebben dus ook dezelfde lengte.
We bekijken nu de Z-modulen, i.e. de abelse groepen.
Voorbeeld

0 C 30Z/60Z C 6Z/60Z C 27/60Z C Z./60Z

Alle simpele Z-modulen zijn isomorf aan Z/pZ voor een priemgetal p. De Z/pZ zijn
de enige simpele abelse groepen.

Stel A is een Z-moduul. Dan zijn de volgende beweringen equivalent.

1. A heeft een compositieketen.

2. A is eindig.
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Dit is als volgt in te zien. Het bestaan van een compositieketen
0=A4A,CcAC...CcA=A

is equivalent met de simpliciteit van alle quotiénten A;/A;_;1. Alle quotiénten zijn
dus isomorf met Z/pZ voor een priemgetal p, wat equivalent is met de bewering dat
A eindig is.

Definitie 7.13. We zeggen dat M eindige lengte heeft als M een compositieketen
heeft.

Nu zijn de volgende beweringen equivalent.

1. M heeft eindige lengte.

2. Er bestaat een geheel getal b zodanig dat elke echte keten van M lengte < b
heeft.

Dit is eenvoudig in te zien. Als elke echte keten van M lengte < b heeft, dan stopt
het verfijnen van (M;)!_;, dus vinden we een compositieketen. De andere implicatie
volgt door voor b de lengte van een compositieketen te nemen.

Definitie 7.14. Stel dat M een compositieketen heeft. Dan is de lengte van M
geligk aan t. Notatie: length(M) of I(M).
Definitie 7.15. Stel S is een simpel R-moduul en M is een R-moduul van ein-

dige lengte, met compositicketen (Ml)i(:]\f) Dan is de S-lengte van M gelijk aan

#{i:0<i<I(M),M;/M;—1 2r S}. Notatie: ls(M). We noemen S een compo-
sitiefactor van M als lg(M) > 1.

Het is duidelijk dat nu geldt:

(M) = > ls(M).

5(op isomorfie na)

Voorbeeld
Beschouw het geval R = Z. Dan zegt bovenstaande bewering dat als A een eindige
abelse groep is, dan is #A = prriem plz/»2(4) - Anders gezegd: als

0=AgCcA C...CA=A
een compositieketen is, dan #A = [[\_, #(A;/Ai_1).
Definitie 7.16. Stel M is een R-moduul van eindige lengte, met compositieketen
(Ml)i(:”f) ‘De’ semi-simplificatie van M is het R-moduul

1(M)

B (/M y).

i=1

De semi-simplificatie van M is onafhankelijk van de keuze van de compositieketen.
We zullen zien dat de semi-simplificatie van M semi-simpel is, wat de naam doet
vermoeden.

7ij R een ring.
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Lemma 7.17. Stel L en M zijn R-modulen en L is simpel. Dan is elk R-homomorfisme
f L — M of nul of injectief, en elk R-homomorfisme g : M — L is of nul of sur-
jectief.

Bewijs. ker f is een deelmoduul van L en daarom geldt dat ker f = L of ker f = 0.
In het eerste geval geldt f = 0, in het tweede geval geldt dat f injectief is.

g(M) is een submoduul van L, dus g(M) = 0 of g(M) = L. In het eerste geval
geldt g = 0, in het tweede geval geldt dat g surjectief is. o

Gevolgen:

1. Als L en L’ simpel zijn, dan is elke R-lineaire afbeelding L — L’ of nul of een
isomorfisme.

2. Als L simpel is, dan is Endg(L) een delingsring (“Schur’s lemma”). Bijvoor-
beeld: als L = Z/pZ, dan is Endz(Z/pZ) = F,,.

3. Als L en L’ twee niet-isomorfe simpele R-modulen zijn, dan Hompg(L, L') = 0.

Definitie 7.18. Als R een commutatieve ring is, dan is een maximaal ideaal van
R een ideaal m C R van R zodanig dat #{I : I ideaal van R,m C I C R} = 2. Fen
equivalente definitie is: een ideaal m C R is mazimaal dan en slechts dan als R/m
simpel is.

Uit het lemma van Zorn volgt dat elke commutatieve ring die niet gelijk aan 0 is
een maximaal ideaal heeft. Hiervoor is het belangrijk dat 1 € R.

Als een simpel moduul L over een commutatieve ring R isomorf is met R/m, dan

ingh. fi
m = ker(R ringhomomorfisme Fnds (L))
(r — (x — rax)).

Dus: R/m=p R/m' = m=w'.

Zij R een ring, niet per se commutatief.

Definitie 7.19. Een linksideaal I van R heet een maximaal linksideaal als #{J :
J is een linksideaal van R,I C J C R} = 2. Fen equivalente definitie is: een
linksideaal I van R is mazimaal dan en slechts dan als R/I simpel is als R-moduul.

Uit het lemma van Zorn volgt dat elke ring die niet gelijk aan 0 is een maximaal
linksideaal heeft.

Stelling 7.20. Elk simpel R-moduul is van de vorm R/I met I een mazimaal
linksideaal.

Bewijs. Stel L is simpel. Kies nu « € L ongelijk aan 0. Beeld R als volgt op L af:

g:R — L

r = T
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Dan is g R-lineair en g # 0. Nu volgt dus uit lemma 7.17 dat g surjectief is.
Dus L =i R/kerg, waarbij kerg een maximaal linksideaal is, want R/kerg is
simpel. O

Zij k een lichaam en n een geheel getal groter dan 1. We nemen R = M(n,k) =
{n x n — matrices met coéfficiénten in k} en L = k™, waarbij we k™ opvatten als
de verzameling kolomvectoren van n elementen uit k. Dan is L een R-moduul met
A-veLvoor A€ Renwv e L. (Gana.)

Nu geldt dat L simpel is. Dat kunnen we als volgt laten zien. Stel dat M een
deelmoduul verschillend van 0 en L is zodat 0 C M C L. Zij v een element van M
dat ongelijk is aan 0. Uit de lineaire algebra is bekend dat als v, w € k™ met v # 0,
dan is er een lineaire transformatie k™ — k™ met v — w. DusVw € L : 3A € R :
Av=w. Dus Rv =L, dus M = L.

We zoeken nu een maximaal linksideaal I C M (n,k) = R met R/I = L. Kies

1
0
T = . cL=k".
0
Dan kunnen we nemen:
1 0
0 0
I = AcecR: A . =

0 0

* %
* *
* *
* %

0 * % * %

Door verschillende vectoren voor z te kiezen (neem ook

0 0
1 0
0 1
x=1 ¢ |of| ¢ |etc)
0 0

vinden we n linksidealen I zodat R/I =g L.

7ij R een ring en M een R-moduul.

Stelling 7.21. Als M wvan eindige lengte is, dan is M eindig voortgebracht.

Bewijs. Het bewijs gaat met inductie naar [(M). Als [(M) =0, dan M is 0 en we
zijn klaar. Als [(M) =t > 0, neem dan een compositieketen 0 = My C My C ... C
M; = M. Volgens de inductiehypothese is M;_1 eindig voortgebracht. Het quo-
tiént My /M, is simpel, dus M;/M;_1 is isomorf met R/(maximaal linksideaal),
voortgebracht door een enkel element x + M;_;. Dan wordt M dus voortgebracht
door M;_; samen met z. Dus M is eindig voortgebracht. O
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We zien dat het aantal voortbrengers begrensd wordt door [(M).

Stelling 7.22. Stel M is een R-moduul en N C M is een deelmoduul. Dan zijn
equivalent:

1. M is van eindige lengte.

2. N en N/M zijn beide van eindige lengte.

(Met andere woorden: voor een kort exact rijtje 0 - N — M — L — 0 geldt: M
van eindige lengte < N en L van eindige lengte.) Verder impliceren de bovenstaande
beweringen dat I(M) = I(N) +1(M/N) en dat voor alle simpele R-modulen S geldt
dat ls(M) =1s(N) + ls(M/N).

Bewijs. 1= 2: We hebben 0 C N C M. Als N echte ketens van willekeurige lengte
heeft, dan heeft M dat ook. Door bovenstaande keten uit te delen naar N vinden
we 0 C M/N, waarbij N op 0 wordt afgebeeld en M surjectief naar M/N afbeeldt.
Dus als M/N echte ketens van willekeurige lengte heeft, dan heeft M dat ook.

2 = 1 en de laatste implicatie: Zij 0 = N9 C N1 C ... C N, = N en 0 =
Ly Cc Ly C ... C L, = M/N compositieketens. Zij f de projectie-afbeelding
M — M/N, die uiteraard surjectief is. Dan is 0 = Ng C Ny C ... C N, =
N = f"'Lyc f7'Ly ¢ f~'L, = M een compositieketen voor M. Dus (M) =
u+v =1I(N)+1(M/N). Omdat alle quotiénten onveranderd gebleven zijn, geldt
ook lg(M) =1s(N) +1ls(M/N). O

8 Additieve invarianten

Stel R is een ring en C is een klasse R-modulen met 0 € C.

Voorbeeld
C = {alle R-modulen}

C = {alle eindig voortgebrachte R-modulen}

C = {alle R-modulen van eindige lengte}

Definitie 8.1. Zij A een additief geschreven abelse groep. Fen functie f : C — A
heet additief als voor elke exacte 1ij 0 — N — M — L — 0 met L, M, N € C geldt
dat f(M) = f(N)+ f(L). We noemen f ook wel een additieve invariant.

Als we in de definitie N = M = L = 0 nemen, vinden we dat voor een additieve
invariant f geldt dat f(0) = 0. Als we L = 0 nemen, vinden we dat N 2 M =

f(M) = f(N).

Voorbeeld
R =7, C = {eindige abelse groepen}, A = Q%,, f(M) = #M.

We noteren de verzameling additieve afbeeldingen C — A als Add(C, A).
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Definitie 8.2. Zij B een abelse groep. FEen afbeelding g : C — B heet universeel
additief als g additief is en voor elke abelse groep A de afbeelding

Hom(B,A) — Add(C,A)
h +— hg

een bijectie is.

Met andere woorden: g heet universeel additief als g additief is en er voor elke
abelse groep A en elke additieve afbeelding f : C — A een uniek groepshomomorfisme
h: B — A bestaat dat onderstaand diagram commutatief maakt.

Constructie van een universele additieve afbeelding voor gegeven R en C:

K(C) = Z©/H met Z©) = {(ny)mec : nu € Z,#{M : nyr # 0} < oo}. Voor
M € C definiéren we een vector ey € Z(©) als volgt: eps heeft een 1 in positie M
en een 0 in alle andere posities. De ejs zijn basisvectoren voor 7). We kunnen
ook schrijven: (nar)mec = Z;}’O nasens. Voor H nemen we de ondergroep voort-
gebracht door {ey; —er, —eny : 0 - L — M — N — 0 is een exacte rij in C}. In
7€) /H geldt e3r = ef + &N

Definitie 8.3. De groep K(C) die we hierboven geconstrueerd hebben heet de Gro-
thendieck groep van C.

Notatie: voor M € C is [M] het element ep; van K (C).

Definitie 8.4. We noemen een element van K (C) effectief als het van de vorm [M],
M € C is. Andere elementen heten virtueel.

Stelling 8.5. De afbeelding C AL K (C) is universeel additief.

Bewijs. Zij A een abelse groep. Merk op dat Hom(Z(€), A) = {alle afbeeldingen C —
A}. Daarom geldt:

Hom(K(C),A) = Hom(Z©)/H,A)={j e Hom(Z), A): j|lg =0}
> {f:CoA:NO—>N->M-—->L—0:f(M)=f(L)=f(N)}
Add(C, A).

O

Lemma 8.6. Als C gesloten is onder &, dan is elk element van K (C) van de vorm
[M] — [M'] met M,M' €C.

Bewijs. Het is duidelijk dat {[M]: M € C} de groep K(C) voortbrengt. Er geldt
voor M, M/, N, N' € C: ([M]~[M"))~ (N~ [N"]) = [M)+[N']— ((M'}+[N)) = [M
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N1-[M'®&N],want 0 - M - M@&N' - N —-0en0—>M —- M &N —- N —0
zijn exact. Daarom is de deelverzameling {[M]—[M'] : M, M’ € C} een ondergroep
van K (C) die alle voortbrengers bevat, dus {[M] — [M']: M,M’' € C} = K(C). O

Voorbeeld
7ij R een ring.

1. Zij C = {alle R-modulen}, dan K(C) = 0.

Bewijs. Beschouw de volgende exacte rij:
0-MLPutPum—o
i=0 i=0

met f(z) = (2,0,...,0) en g(zo,21,22,...) = (21,22,...). Dan [@;o, M] =
[M] + [D;2, M], dus [M] = 0. O
2. Zij C = {eindig voortgebrachte R-modulen}. Notatie: K(C) = G(R) = G (R).

Stelling 8.7. Als k een lichaam is, dan dim : G(k) = Z is een isomorfisme.

Bewijs. Zij C = {eindig voortgebrachte k-modulen} = {k-vectorruimten van eindige dimensie}.
Dan hebben we het volgende diagram:

dim k dim h

De afbeelding dim : G(k) — Z bestaat en is uniek vanwege de universaliteit
van [ | (dat hebben we gezien in stelling 8.5). Deze afbeelding is gegeven
door [M] +— dimy(M). Dit is welgedefinieerd, want M =2 N & dim; (M) =
dimg(N). Deze afbeelding dim is bijectief, want we laten zien dat n +— nlk]
de inverse van dim is. Er geldt dat [k?] + [k’] = [k**?], dus met inductie
vinden we dat n[k] = [k"]. Zij nu M € C, met dimg(M) = n. Merk op dat
M = k", dus geldt [M] = [k"]. Nu geldt: n — n[k] = [k"] = [M] 23 n en
(M]3 dimyg (M) = n - [k°] = [M]. O

Ook geldt: G(Z) = Z.
Bewijs. Iedere eindige abelse groep is isomorf met het product van cyclische
groepen: @._,(Z/n;Z), met n; € Z>o.

Voor n € Zso hebben we het exacte rijtje 0 — Z % Z — Z/nZ — 0. Hieruit
volgt dat [Z/nZ] = 0. We hebben nu het volgende isomorfisme:

T

@(Z/niZ)l — #{i:1<i<rn; =0} =dimg(Q®z M).

i=1

[M] =
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3. Zij C = {alle R-modulen van eindige lengte}. We schrijven K(C) dan ook wel
als Ga(R). (‘fI’ staat voor ‘finite length’.)

Stelling 8.8. Er is een groepsisomorfisme

Gu(R) — 29
M] —  (Is(M))ses,

waarbij S = {simpele R-modulen}/ =g.

Bewijs. Omdat VS € S : lg(M) =1s(N)+1s(L)als0 - L - M — N —0
exact is, is
f:cC — Z
M — (Is(M))ses

een additieve invariant. De universele eigenschap van Gy (R) geeft nu een
afbeelding h : Gfi(R) — ZS) en het volgende commutatieve diagram:

C . > Gr(R)
\ /
7,(S) .
We zullen laten zien dat de afbeelding

j:Z(S) — gfl(R)
(ns)ses +— Z(HS[SD

Ses

de inverse van h is. Ten eerste is j een rechtsinverse omdat geldt hjleg] =
h([S]) = es. Andersom geldt jh([M]) = j(Sges ls(M)es) = Sges s(M)[S] =
Z’;:l[MZ—/MZ-,l], als 0= My C M; C ... C M; = M een compositieketen van
M is.

Voor 1 < u < tisderij0 — My—1 — M, — M,/M,—1 — 0 exact, dus
geldt dat [M,] = [My—1] + [My/My—1]. Met inductie naar u volgt nu dat
St [Mi/M;_1] = [M], wat bewijst dat j een linksinverse van h is. O
Merk op dat onder dit isomorfisme de deelverzameling van effectieve elementen
van Gp(R) als beeld Z) heeft.

Voorbeeld: R = Z, C = {eindige abelse groepen}. Zij P de verzameling
priemgetallen {2,3,5,...}. Dan hebben we het volgende commutatieve dia-
gram:

C > Gn(Z2) = 77P)
# h

*
>0
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waarin h, gegeven door (n,)pep — [ op D", een isomorfisme is, volgens de

eenduidige priemfactorontbinding.

peEP

Definitie 8.9. Zij M een R-moduul van eindige lengte, met compositieketen 0 =
My C My C...C My =M. Dan wordt de semi-simplificatie Mgs van M gegeven
door @zt'zl Mz/MZ,1

Gevolg 8.10. Stel M, N zijn R-modulen van eindige lengte. Dan geldt:

[M]=[N] & M en N hebben isomorfe compositieketens
s M =g N
<:> MSS = SS-

Voorbeeld

Zij G = (o) met #G = 2 en k een lichaam van karakteristiek ongelijk aan 2. We
hebben eerder gezien dat elk k[G]-moduul V' van de vorm V & V_ is, waarbij V,
en V_ beide k-vectorruimten zijn, met Vx € V, :ox =z enVx € V_ : ox = —2x.

Als V simpel is, moet dus gelden dat V =V, of V =V_.

Verder geldt voor elke v € V', v # 0 dat kv een niet-triviaal deel-k[G]-moduul van
V is, dus als V simpel is moet dim V' =1 gelden.

We vinden nu: V simpel & (V =V, of V=V_)endimV = 1.

Conclusie: elk simpel k[G]-moduul is isomorf met k4 of met k_. Hier is ky := k,
met ox = x voor alle z € ki, en k_ := k, met ox = —x voor alle z € k_. Ga zelf
na dat ky i) k-

Stelling 8.8 geeft nu het volgende isomorfisme:

Ga(k[G]) — ZaoZ
[V] — (dimkv_;,_,dimkv_).

Merk op: V is van eindige lengte over k[G] & dim;V < oo & dimi Vi <
oo en dimg V_ < oo.

Stelling 8.11. Zij k een lichaam en R een ring die k als deelring bevat, met k C
Z(R) en dimy R < co. Zij M een R-moduul. Dan zijn equivalent:

1. M is eindig voortgebracht als R-moduul.
2. M is van eindige lengte als R-moduul

3. dimy M < oco.
Bovendien geldt 1 < #8 < oo, waarbij S = {simpele R-modulen}/ =g.

Enkele voorbeelden van ringen die aan de voorwaarden voldoen zijn R = k, R
een eindige lichaamsuitbreiding van k, R = k[G] met G een eindige groep en R =
M(n, k).
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Bewijs. (ii) = (i): Al eerder bewezen.

(1) = (ii): M is eindig voortgebracht, dus er is een n zodat R™ surjectief afbeeldt
op M. Er geldt dus dat dimg (M) < dimg(R™) = ndimg(R) < oco.

(#4t) = (i1): Elk deel-R-moduul van M is ook een deel k-moduul, dus elke R-keten
van M is ook een k-keten. Dus de lengte van elke echte R-keten is kleiner dan of
gelijk aan de lengte van een maximale k-keten. Deze is gelijk aan dimy M.

Merk op dat dit bewijs ook geeft dat length (M) < dimy(M).
Bewijs van 1 < #S§ < oo:

R is eindig voortgebracht als R-moduul, dus R heeft eindige lengte als R-moduul.
Als S een simpel moduul is, geldt dat S = R/L, met L een maximaal linksideaal van
R. Er is een compositieketen van R van de vorm 0 C ... C L C R, dus Ig(R) > 1.
Dit betekent dat

I(R) = Is(R) > #S,

SeS
en dus 1 < #S8 < 0.

Merk op dat dit bewijs zelfs geeft dat #S <I(R) < dimg(R). O

Stelling 8.12. Zij k en R als in de vorige stelling. Zij S een simpel R-moduul. Dan
is Endg(S) een delingsring die k in zijn centrum bevat, met dimg(Endg(S)) < oo.

Als bovendien k algebraisch afgesloten is, geldt dat Endg(S) = k.

Bewijs. Zij f € Endg(S) ongelijk aan 0. Dan is ker(f) = 0 en im(f) = S, want S
is simpel en heeft dus geen deelmodulen ongelijk aan 0 en S. Endr(S) is dus een
delingsring.

S is simpel, dus van eindige lengte. Dit betekent dat n := dimg(S) < oo, volgens
stelling 8.11.

Er geldt dat Endgr(S) C Endi(S) = M(n,k). Zoals bekend is dimy (M (n,k)) =
n? < oo. Endg(S) bevat k, en aangezien k C Z(M(n,k)) geldt ook dat k C
Z(Endg(9)).

Stel nu dat k algebraisch afgesloten is. We weten al dat k& C Endg(S), dus we
hoeven slechts te bewijzen dat k D Endg(S).

Kies o € Endg(S). Definieer een ringhomorfisme
¢ :k[X] — Endg(S)

Z X — Zaiai.

k[X] is commutatief, dus het beeld van ¢ is een domein. Dit betekent dat ker ¢
een priemideaal van k[X] is, dus ker¢p = (X — a) voor een a € k. (Merk op dat
ker ¢ # 0, omdat dimy(Endg(S)) < co en dimy (k[X]) = 00.)

Nu geldt dat (X —a) =0=a —a, dus a = a. O
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Zij k een lichaam, G een eindige groep en R = k[G]. Notatie: R(G) = Rx(G) =
G(k[G]), de Grothendieckgroep van de k[G]-modulen van eindige k-dimensie.

Stelling 8.13. Zij k een lichaam en G een eindige groep. Dan heeft Ri(G) een
unieke ringstructuur met de gegeven optelling en vermenigvuldiging zodanig dat
[M][N] = [M ® N] voor elke tweetal eindig voortgebrachte k|G|-modulen M, N,
waarbij M@, N een k[G]-moduul wordt door o(x®y) = o(x)®0(y) voor alle o € G,
x €M,y € N. Deze ring is commutatief.

Voorbeeld
Als #G = 2 en k een lichaam van karakteristiek ongelijk aan 2, dan is S = {k4, k_}
en R(G) = Zlky) & Zlk_].

Zij e,n € {£1}. We weten dat k. ® k,, = k als k-vectorruimten. Er geldt voor alle
z €ke,y€kydat o(z®y) = o(z)®@0(y) = ex@ny = en(z®y). Dus [k[ky] = [ken)
en R(G) = Zgroep van orde 2] (als ringen).

Bewijs. We moeten een vermenigvuldiging Ry (G) x Ri(G) — Ri(G) definiéren
die aan de eigenschappen uit de stelling voldoet.

Houd eerst M vast. Beschouw dan de afbeelding

f:C — Rk(G)
N — [M®N].

Als 0 - Ny - Ny — N3 — 0 exact is, is M ®r N1 — M ®p No — M ®p N3 — 0
ook exact. Omdat k een lichaam is, splitst het eerste exacte rijtje (volgens opgave
A8.19). Ga na dat hieruit volgt dat de geinduceerde afbeelding M ®; N1 — M @ No
een injectie is, dus 0 — M ® N1 — M ®; No — M ®; N3 — 0 is exact. Alle
afbeeldingen zijn ook k[G]-lineair, dus f is een additieve invariant.

De universele eigenschap van Ry (G) geeft nu een uniek groepshomomorfisme gy
zodat ppr([N]) = [M ®¢ N].

f MM

Ri(G)

Beschouw nu de afbeelding

g:C — Hom(Ri(G),Rk(G))
M — pupnp-

Ga zelf na dat dit ook een additieve invariant is. (Het bewijs is bijna hetzelfde als
dat van de vorige additieve invariant.)

Universaliteit geeft nu een uniek groepshomomorfisme h : Ry (G) — Hom(Ri(G), Rr(G)),
zodat het volgende diagram commutatief is:
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g h
Hom (R (G), Ri(G))

Definiecer nu de vermenigvuldiging op Ry (G) door zy = h(z)(y) voor alle z,y €
Ri(G).

Deze afbeelding heeft per constructie de gewenste eigenschap [M][N] = [M ®j N],
immers [M][N] = h([M])[N] = pan([N]) = [M @5, N].

De distributieve wetten volgen uit de bilineariteit (ga deze zelf na). Associativiteit
volgt uit (L @, M) @i N Sitel L ® (M Qi N).

Als eenheidselement fungeert [k] voor het k[G]-moduul k& met ocx = x voor alle
o € G, x € k. Controleer zelf dat de afbeelding k ®; N — N met z ® y — zy een
k[G]-lineair isomorfisme geeft.

Commutativiteit van de vermenigvuldiging volgt direct uit de commutativiteit van
- QK —- O

Stelling 8.14. Zij k een lichaam en G een eindige groep. Dan heeft Ri(G)
een uniek ringautomorfisme ~ waarvoor voor elk eindig voortgebracht k[G]-moduul

M geldt dat [M] = [Homy (M, k)], waarbij Homy (M, k) een k[G]-moduul is door
of(m) = f(c=tm) voor o € G, f € Homy(M,k), m € M. Er geldt dat dit ring-
automorfisme twee keer toegepast de identiteit is.

Merk op dat deze G-werking op Homy (M, k) als volgt is verkregen. Zoals bekend
is Homy (M, k) een rechts-k[G]-moduul, en dus een links-k[G]°PP-moduul. Het ring-
isomorfisme

k[G] —  k[G]orP
Zaga — Zagofl

maakt nu van Homy (M, k) een links-k[G]-moduul.

Bewijs. We gebruiken de volgende notatie: M := Hom (M, k).

Stel dat 0 — M; — My — M3 — 0 een korte exacte rij van eindig voortgebrachte
k[G]-modulen is. Uit de links-exactheid van Homy(—, %) en het splitsen van de
gegeven exacte rij volgt dat 0 — M;f — Mg — M;f — 0 ook een exacte rijtje van
k[G)-lineaire afbeeldingen is. Dan geldt dus dat [MJ] = [M{] + [M;] Dit betekent
dat ¢ : M — [MT] een additieve invariant is.

Volgens de universele eigenschap is er nu een uniek groepshomomorfisme —: Rp(G) —

Ri(G) zodanig dat VM € C : [M] = [M1].
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De afbeelding

M — M = Homy (Homy (M, k), k)
z — (fe f(2)

is een k[G]-lineair isomorfisme. Dit betekent dat [M] = [M]. Hieruit volgt dat ~
zijn eigen inverse is, en dus in het bijzonder een (groeps)isomorfisme.

Om te bewijzen dat ~ ook een ringisomorfisme is, is het voldoende de ringhomomorfisme-
eigenschap voor voortbrengers van Ry (G) te bewijzen. We moeten dus laten zien
dat [MT][NT] = [(M ®; N)!]. We hebben gezien dat [MT][NT] = [MT @, NT].

We construeren een homomorfisme

1/)M1N:HOmk(M,k)®kHOmk(N,k) — HOmk(M®kN,k)
fog — (@oy— f)g(y)).

Het bestaan van zo’n 1 is te bewijzen door de universele eigenschappen van beide
tensorproducten te gebruiken. Ga zelf na dat ¢ een k[G]-lineaire afbeelding is.

Als M = N = k is ¥y, N een isomorfisme. Controleer nu dat ¢y n ook een
isomorfisme is als M en N eindige directe sommen van k zijn. Dit bewijst dat
Y, N een isomorfisme is voor eindig-dimensionale vectorruimten M en N, en dus
voor M, N € C.

Het isomorfisme v geeft dus een isomorfisme tussen M @), Nt en (M ®;, N)t. Dit
betekent dat, zoals gewenst, [MT ®; NT] = [(M ®; N)T]. O

9 Semi-simpliciteit

7ij R een ring.

Definitie 9.1. Fen R-moduul M heet semi-simpel als elke exacte 1ij van R-modulen
0—L—M— N — 0 splitst.

Propositie 9.2. Stel M is semi-simpel.
e Als0— L — M — N — 0 exact is, dan zijn L en N semi-simpel

o Als M # 0, dan heeft M een deelmoduul dat simpel is.

Bewijs. Stel 0 — L LM — N — 0is exact. We zullen eerst bewijzen dat L dan
semi-simpel is.
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Stel 0 — J % L — K — 0 is exact. Omdat zowel h en f injectief zijn, is i := fh
ook injectief en kunnen we het volgende commutatieve diagram met exacte rijen
construeren:

o — J M~ . - K — 0
[
o — J - M — M/J — 0.

M is semi-simpel, dus de onderste exacte rij splitst, dus is er een R-lineaire af-
beelding j : M — J zodat ji = id;. Definieer nu k := jf. Dan geldt dat
kh = jfh = ji =id;, dus de bovenste rij splitst ook, en L is semi-simpel.

Omdat 0 - L - M — N — 0 splitst, is M =2 L & N, dus er is ook een splitsende
exacte rij 0 - N — M — L — 0. Hieruit volgt dat N ook semi-simpel is.

Kies nu ¢ € M,  # 0. Dan is Rz C M een deelmoduul van R isomorf met R/I
voor I = Ann(z). (Merk op dat I # R.) Zij L met I C L C R een maximaal
linksideaal. Dan is R/L simpel.

Beschouw het exacte rijtje 0 — L/I — R/I — R/L — 0. Dit rijtje splitst, want
M, en dus ook Rx = R/I C M is semi-simpel. Dus geldt: (L/I)® (R/L) 2 R/I =
Rz C M, dus R/L is isomorf met een (simpel) deelmoduul van M. O

Stelling 9.3. Zij R een ring en M een R-moduul. Dan zijn equivalent:
1. M is semi-simpel.

2. Er zign een collectie (S;)icr van simpele R-modulen en een isomorfisme M =

691'6[ S;.

3. Er zign een collectie (S;)ic; van simpele R-modulen en een surjectieve R-
lineaire afbeelding @, Si — M.

Voorbeeld
Zij R = 7. Dan geldt: M is semi-simpel < M = @, _; Z/p;Z met p; priem.

Bewijs. (1) = (3): Neem 7 = {simpele deelmodulen van M }. Beschouw de afbeel-
ding

f:@S — M
SeT
(ws)ser — Y s,
SeT

Definieer N als het beeld van f. Dan is er een K C M zodat M = N ¢ K, omdat
M semi-simpel is.

Als K =0 is f de gevraagde surjectie, dus neem aan dat K # 0. K is semi-simpel,
dus heeft K volgens propositie 9.2 een simpel deelmoduul U. Omdat U C M, geldt
dat U € 7. Maar dat betekent dat U C N, wat in tegenspraak is met N N K = 0.

(3) = (2):
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Zij f : @,;c; Si — M als in de stelling.

Definieer voor een deelverzameling J C I de door f geinduceerde afbeelding f; :
®i6J Sz — M.

@ie[ Si >> M

U %

®ie.1 Si

Kies nu (met het lemma van Zorn) een maximale deelverzameling J uit alle deel-
verzamelingen J' C I waarvoor f; injectief is. We zullen bewijzen dat f; ook
surjectief is.

Als I = J zijn we klaar. Dus steldat I # J. Zijh € I, h ¢ J. De maximaliteit van J

impliceert dat f(juqpy) niet injectief is. Dus, de afbeelding S, Tug M — M/(im(fs))

is niet injectief. Omdat S} simpel is, moet dit dus de nul-afbeelding zijn. Dit
betekent dat het beeld van S}, volledig bevat is in het beeld van f;.

Hieruit volgt dat voor alle i € I het beeld van f;3 in M bevat is in im(f;), en dus
het gehele beeld van f.

(2) = (1): Stel de1ij 0 — L — @,; Si = N — 0 is kort exact.

De methode uit het bewijs van (3) = (2) geeft bij deze surjectie p een deelverzame-
ling J en een afbeelding p; zodat py : @,.; Si — N een isomorfisme is.

p

@ie[ Si N
U DJ

®ieJ Si

—1
Het homomorfisme N % D,y Si — @,y Si geeft nu een splitsing van de exacte

rij. O
Definitie 9.4. Een ring R heet semi-simpel als elk links-R-moduul semi-simpel is.
Propositie 9.5. De volgende beweringen zijn equivalent:

1. R is semi-simpel.

2. R s als links-R-moduul semi-simpel.

3. Elke korte exacte rij van R-modulen splitst.

Bewijs. (3) < (1): Per definitie.
(1) = (2): Triviaal.
(2) = (1): Zij M een R-moduul. Dan is er een verzameling I zodat RY) — M. Ris

semi-simpel, dus volgens stelling 9.3 is R) semi-simpel en dan is volgens propositie
9.2 M semi-simpel. O
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Voorbeeld

Zij R = D een delingsring. Als z € D, x # 0, dan Dz = D, dus D heeft precies 2
deelmodulen: 0 en D. Dus D is simpel als links-D-moduul. In het bijzonder is D
semi-simpel. Elk simpel D-moduul is isomorf met D/(maximaal linksideaal) = D.

Elk D-moduul is semi-simpel en dus een directe som van kopieén van D.

Lemma 9.6. Er geldt: DU) =~ D) o 4T = 4.

Bewijs. («<): Triviaal.

(=): Als I eindig is, dan is de D-lengte van D) gelijk aan #I. Dan heeft D(/)
dus ook eindige lengte, en is #.J = Ip(D)) = Ip(DW)) = #I.

Als I oneindig is, dan moet J dus ook oneindig zijn. Zij f een isomorfisme van
DU = D) en (e;)ier de standaard-basis voor D).

Definieer J; := {j : de j-de codrdinaat van f(e;) # 0} C J. Omdat f surjectief is,
is J = Uie[ Jz

Dus: #J <>, #Ji < #I1-#7Z = #I1. Vanwege symmetrie geldt ook #.J < #1,
en dus #I = #J. O

Stelling 9.7 (Maschke). Stelk is een lichaam en G een eindige groep met char k f#G
(bigvoorbeeld als char k = 0). Dan is k[G] semi-simpel.

Bewijs. Stel 0 — L — M 2 N — 0 is een korte exacte rij van k[G]-modulen. Als
we deze rij als een rij van k-modulen beschouwen, splitst hij omdat & semi-simpel
is. Er is dus een k-lineaire afbeelding g : N — M zodat pq = idy.

Definieer r : N — M door

r= # ZTQT_l (in Homyg (N, M)).

Hiervoor geldt dat

1 -1 1 . .
pr = %Z])TQT = %Zldz\/zldm

TeG TeG
omdat p een k[G]-lineaire afbeelding is.
Ook geldt voor o € G dat

1
-1 _ -1 _
oro” = — g porq(oT)™ " =,
#G TEG

dus r is k[G]-lineair. Dit betekent dat r een splitsing van de rij geeft. O
Propositie 9.8. Stel R = @iel S; als links-R-modulen, met S; simpel voor elke

i € I. Dan is I eindig en elk simpel R-moduul is isomorf met één van de S;.
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Bewijs. Zij f : R — @,c; Si een links- R-moduulisomorfisme. Zij f(1) = (a)ier €
P,c; Si- Definieer J := {i € I : a; # 0}, een eindige deelverzameling van I. Nu
geldt dat f(1) € @,c;Si, dus Rf(1) C @,c;Si- Er geldt dat Rf(1) = f(R1) =
f(R) = B, Si, want f is R-lineair en surjectief. Uit dit alles volgt dat €., S; C
@Dic;Si CP,c; Si, dus I = J en [ is eindig.

Nu geldt R=ZEr S1® S P ... S, voor een n € Z. R heeft een compositieketen
waarin alleen de S; als quotiénten optreden, dus R is van eindige lengte.

Zij S een simpel R-moduul, dan is S 2 R/L voor een maximaal linksideaal L C R.
We hebben 0 C L C R en L is van eindige lengte, dus L heeft een compositieketen.
We vinden op deze manier dus nog een compositieketen van R. Deze keten is
Jordan-Hélder-isomorf met de compositieketen waarin alleen de .S; als quotiénten
voorkomen. Dus S = S; voor een i. O

Gevolg 9.9. Als R semi-simpel is en de S; als in propositie 9.8, dan is elk R-moduul
(Vi)

isomorf met een R-moduul van de vorm @, ; S;"" voor zekere verzamelingen V;.

Voorbeeld
Neem D een delingsring, n € Zso en R = M(n,D). Dan gelden de volgende
beweringen:

1. S = D" is een simpel R-moduul. (We vatten D" op als de verzameling
kolomvectoren met n elementen uit D.)

2. R = 5" als links-R-moduul, R is semi-simpel, S is op isomorfie na het enige
simpele R-moduul en elk R-moduul is isomorf met SV) voor een verzameling

V.

3. De afbeelding ¢ : D°PP = pEnd(S) gegeven door d — (z + xd) is een
ringisomorfisme.

Bewijs. 1. Beschouw D™ als rechts-D-moduul. Dan R = Endp(D™). Als nu
x € D" x#0,dan D =p D, waarbij zd < d, dus

D" = (zD) ® (complement) 4. b
(xd,...) — d

is surjectief. De samenstelling van f met de inclusie f; : D — D", d — de;
(waarbij e; de i-de standaard-basisvector is) levert voor het element « € D

het volgende op: =z = (z,0) AL N e;. Deze samengestelde afbeelding is
een D-lineair endormorfisme van D™, dus is een element van R, zeg r;. Dus
voor elke ¢ =1,...,nisereen r; € R met r;x =e;. Dus ey,...,e, € Rz, dus
D™ C Rx C D". Dus Rx = D", dus D" is simpel als R-moduul.

2. Het bewijs van R = S™ gaat precies hetzelfde als voor lichamen. R is dus
duidelijk semi-simpel. De rest van de bewering volgt uit propositie 9.8.

3. De afbeelding f : D — rEnd(S) gegeven door d — (z +— zd) is welgedefi-
nieerd (want (Ax)d = A(xd) voor alle A € R en d € D). Verder zien we
dat voor alle dy,ds € D geldt dat di +da — (x — z(dy + d2)) = (z —
xdy + zds) = (x — xdy) + (x — xds), dus voor alle di,ds € D geldt dat
fldh +d2) = f(d1) + f(d2). Dus f is een groepshomomorfisme.
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Vanwege de associativiteit van D geldt voor alle d1,ds € D dat (z — x(d1d2)) =
(x +— (xdy)dz), dus voor alle dy,ds € D geldt f(did2) = f(dy) o f(d2). Het is
duidelijk dat f(1) = id.

Er volgt dat f een anti-ringhomomorfisme is, dus f : D°PP — rEnd(S) is een
ringhomomorfisme op D°PP.

We willen nog laten zien dat f bijectief is. Stel dat § : S — S een R-
lineair endomorfisme is. Dan zoeken we een d € D met f(d) = 0, d.w.z.
Vo € S:0(z) = xd. Omdat 6 R-lineair is, geldt voor alle r € R en z € S dat
d(rxz) = ré(xz). Dus voor elke r € R beeldt ¢ de verzameling S binnen S af.
Pas dit toe met r de matrix met een 1 op plaats (i,4) en verder overal een 0.
Dan vinden we:

0

0
rS = D = eiD.
0

0
Dus 6(e;) = e;d; voor een d; € D. Nu geldt dus:

al a1d1
ag a2d2
5 -
an andp
Neem nu
1 0 0
1 0 0
r= .
1 0 0
Dan vinden we dat
a
a
rS = . ca€ D
a
Dus
1 a
1 a
) . =
1 a

voor een a € D. Aan de andere kant weten we al dat

1 dy
1 ds
ol . = .
1 dn
Hieruit volgt nu dat a = d; = de = ds = ... = d,,. Dus voor alle z € S geldt

dat §(x) = xd voor een d € D. Dus f is surjectief.
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Het is eenvoudig te zien dat f ook injectief is, want de kern van f is een
tweezijdig ideaal in de delingsring D, dus gelijk aan 0.

O

Definicer D" = (gEnd(S5))°PP. Merk op dat D°PP = (D’)°PP. Nu induceert ¢ een
isomorfisme R — Endp/(S) &2 M(n,D’) (ga dit zelf na).

Gevolg 9.10. Zijn € Z~q en k een lichaam. Dan geldt Z(M(n,k)) = k.

Bewigs. D: Duidelijk.

C: Alsr € Z(M(n,k)), dan is S = k™ — k"; o + rz M (n, k)-lineair, namelijk:
als rs = sr voor s € M(n, k), dan r(sz) = s(rz). Dus r € rREnd(S) = k. O

Stelling 9.11. Laatt € Z>q, D1, Ds, ..., D, delingsringen en R = szl M (n;, D).
Dan gelden de volgende beweringen. R is semi-simpel. Voor elke i € {1,...,t} is
S; = DI een simpel R-moduul en R = @!_, S™ als R-moduul. Elk simpel R-
moduul is isomorf met S; voor een unieke i € {1,2,...,t}. Verder geldt D;*® =
REDd(Si).

Bewijs. We weten dat R = Ry X Re X ... X Ry, waarbij R; = M(n;, D;). We
hebben in het voorbeeld gezien dat S; = D} voor alle ¢ € {1,2,...,t} een simpel
R;-moduul is en dat R; g, = S;"". Dus geldt dat Rp = @le Si. Uit het voorbeeld
volgt ook dat elk simpel R-moduul isomorf is met S; voor een unieke i € {1,2,...,t}
en dat D7 = rEnd(S;). O

Stelling 9.12. Stel R is een semi-simpele ring. Dan is R van de vorm [['_, M (ni, D;)
mett, (n;) en (D;) als in stelling 9.11 en bovendien zijn t, (n;) en (D;) uniek bepaald
door R op volgorde en isomorfie na.

In het bewijs van deze stelling gebruiken we de volgende lemma’s.

Lemma 9.13. Zij R een ring. Dan zijn R en (REnd(R))°PP isomorf als ringen.

Bewijs. De afbeelding R — (rEnd(R))°PP gegeven door a — (xz — za) is een
ringhomomorfisme met inverse f — f(1). Ga dit zelf na. O

Lemma 9.14. Zij R een ring, My, Ms, ..., M,, en N1, Na,..., N, R-modulen en
2 M = @" M; en N = @?:1 N;. Dan: gRHom(M,N) = @H rHom(M;, N;).
(Hierbij loopt i over 1,...,m en j over1,...,n.)

Bewygs. Duidelijk. O

Bewijs van stelling 9.12. We weten dat pHom(S;, S;) =0 als S; 2 S;. Verder geldt
dat rEnd(S;) = D; een delingsring is.
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Stel dat S1, S9,...,S; alle simpele R-modulen zijn op isomorfie na en onderling niet
isomorf. Kies ni,...,n; zo dat R p= G}le Si. Dan geldt:

t

rEnd(@P i) = [ [ rEnd(S) =] H rHom(S;, S;)

i=1 i—1 i=1

REnd(R)

1<j
1<k

t

t ng
IT IT 25 = [T M (i, D).

i=1j,k=1 i=1

Een eenvoudige berekening laat zien dat als je de identificatie [ | ik D; = M(n;, D{™P)

goed kiest, dan is de resulterende afbeelding rEnd(R) — []i_, M (ni, DS™) een
ringisomorfisme.

Nu geldt: R = (gEnd(R))°P? = [[._, M(n;, D{PP)PP = T['_, M(n;, D;). De-
ze laatste gelijkheid geldt omdat voor n € Z~o en een delingsring D geldt dat
M (n, D)°PP — M (n, D°PP) gegeven door A — AT een isomorfisme is. O

Merk op dat n; = lengthg R. Voor alle i € {1,...,t} geldt dat S; een links-

D{PP-moduul is dus een rechts-D;-moduul, en in feite een R-D;-bimoduul, want

(rs)d =r(sd) voorr € R, s € S; end € D,.

Stelling 9.15. Stel R is een semi-simpele ring, k C Z(R) een deelring die een li-
chaam is, en neem aan dat [R : k] = dimg(R) < oo. Dan geldt R = [['_, M(n;, D)
met t € Zsg, n; € Z>0 en D; een delmgsrmg met k C Z(D;) en [D; : k] < 0.
Bovendien geldt Zl 1M [D k] = [R: k]. Als k =k, dan geldt D; = k voor alle
ie{l,...,t}, en I n?=[R: k.

Bewijs. Zij S1,Sa,...,S: als tevoren. Dan dimg(S;) < oco. Volgens stelling 9.12
geldt dat R = Hle M(n;, D;) met n; = lengthg R en D; = (gEnd(S;))°PP C
(M (dimg(S;), k))°PP, dus k C Z(D;).

De gelijkheid S7_, n? [D k] = [R : k] is eenvoudig te bewijzen door de dimensies
in de gelijkheid R = Hi:l M(n;, D;) te vergelijken.

Als k = k, dan geldt dat D; = k (Stelling 8.12). O

Merk op dat in het geval k = k geldt dat S; = D" = k™ en dat dus n; = dim(S;).

Voorbeeld -
R = E[G] met G een groep met char k f#G < co. Dan [R: k] = #G. Alsk =k
dan ! n? = #G.

Voorbeeld
k=C, G=S53, dus #G = 6.

Dan geldt C[S3] = []\_, M(n;,C) als ringen. Uit stelling 9.15 volgt dat n? + n3 +
..+ n? = 6. Nu zijn er dus twee mogelijkheden: of t =6, n; =ng = ... =ng = 1,
of t =3, ny = no =1, ng = 2. Stel dat het eerste geval geldt, dan volgt dat
M(1,C) = C en C[S3] = C° dus C[S3] is commutatief: tegenspraak. Dus we
zitten in het tweede geval: ¢ = 3, n; = no = 1 en ng = 2. We vinden dat
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C[S5] 2 C x C x M(2,C). Dus op isomorfie na zijn er precies drie simpele C[S3]-
modulen, twee van C-dimensie 1 en één van C-dimensie 2. Wat zijn deze simpele
C[Ss]-modulen?

e So=C,ox=xvoorallexeC, oecSs

e S; =C, ox = ¢(o)x voor alle x € C, 0 € S3 en met € : S35 — {£1} de
tekenafbeelding.

e We bekijken Ce; © Cea @ Ces, a(e;) = eq(;) voor alle o € S3. Dus o(eq +e2 +
e3) = e1 + ea + e3 voor alle o € S3. Nu nemen we Sy = {(71,22,23) € C3 :
x1+x2+23 = 0}. Dan geldt dimg(Sp) = 2. Omdat C[S3] semi-simpel is, is So
in elk geval een directe som van semi-simpele modulen. Dus of S5 is simpel,
of S is een directe som van één-dimensionale modulen, dus we hebben de
volgende mogelijkheden: Ss =2 Sy B Sy of Sy & S1 of S1 6 .S1. Op alle drie de
modulen werkt Az als de identiteit. Maar Az werkt niet triviaal op Ss. Dus
So is semi-simpel.

Als k een lichaam is en G een groep, dan is de afbeelding

Hom(G, k™) — {k[G]-modulen van k-dimensie 1}/ =q
X +— ky = (k met G-actie o(z) = x(0)z, voor 0 € G en x € k)

een bijectie, want de afbeelding S +— (x : G — Autg(S) = k*) is de inverse.
Hom(G, k*) is een groep. De corresponderende groepsstructuur aan de rechterkant
wordt gegeven door ®. Er geldt nu dus dat k[G] = Hf.:l M(n;, k), met #{i:n; =
1} = #Hom(G, k*).

Voorbeeld

Zij k = k, char k = 0 en G een eindige abelse groep. Dan geldt dat k[G] =
Hf.:l M (n;, k), dus H§:1 M (n;, k) is commutatief, dus alle n; zijn gelijk aan 1. We
weten dat 21;:1 n? = #G, dus t = #G = #Hom(G, k*).

Als G =V, = {1,0,7,07}, dan bestaan er vier homomorfismen G — k*, gegeven

door:
1 o T OT

1 1 1 1
1 -1 1 —-1-
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Er bestaan dus precies vier simpele k[V;]-modulen, allemaal van dimensie 1.
Stelling 9.16. Zij k = k, char k = 0 en #G < oo. Dan geldt: #{i: n; = 1} =
#Hom(G, k*) = #G/[G, G].

Bewijs. We hebben het volgende diagram:
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G/|G,G] = G*P

Ieder homomorfisme G — k* gaat via [G, G|, want k* is abels, dus alle commutato-
ren gaan naar 1. Dus Hom(G®*", k*) = Hom(G, k*). Nu volgt dat t = #G/[G, G]
(zie het voorbeeld hierboven). O

Voorbeeld

C[D4), Dy = (p,0) met opoc™! = p~! en 02 = p* = 1. Dan #Ds = 8. Dus
Ston? =8, #{i :n; = 1} = #D,/[Dy, Dy] = 4, want [Dy, Dy] = (p?). We
hebben dus n; = ny =ng =n4 =1, n5 =2 en t = 5. Dy beeldt surjectief af op
D3P =V}, dus de 1-dimensionale representaties komen van de representaties van
Vy. Verder geeft k? waarop p en o werken als

/0 -1\ (1 0
P=L1 0o )77 o -1
een 2-dimensionale representatie. Merk op dat p? met —1 vermenigvuldigt, dus p?
werkt niet triviaal. Dus deze representatie is irreducibel.

Stelling 9.17. Stel k is een algebraisch afgesloten lichaam en G een eindige groep
met char k [#G. Dan is het aantal isomorfieklassen van simpele k[G]-modulen
gelijk aan het aantal conjugatieklassen van G.

Bewijs. k[G) = [['_, M(ns, k), dus Z(k[G]) = Z([1i_, M(ni, k) = [1'_, Z(M (ns, k) =
[I,_, k. Stel a € Z(k[G]), a = Y, a0 met a, € k. Dan geldt:

a€ Z(k[G]) & Vbek[G]:ab=ba

VreG:a=r1ar"!

VreG: Z U0 = Z Ar—1pep
ceG peG

Vo, T €G 0y = Qr-145r

a is van de vorm Z GC(Z o),

CeG/~ oeC

t e

e

waarbij ~ conjugatie is. Dus {}_ .0 :C € G/~} is een k-basis voor Z(k[G]). Als
we nu dimensies vergelijken in Z(k[G]) 2 [[._, k, vinden we dat #(G/~) =t. O

Voorbeeld

L G=S3,n1=n2=1,n3=2,t=3

o (G abels, t = #G

e G = Dy, t = 5, de conjugatieklassen zijn: {1}, {p,p~'}, {0, 0p%}, {op,0p>}
en {p*}.
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10 Sporen en karakters

In deze paragraaf is k een algebraisch afgesloten lichaam van karakteristiek 0 en G
een eindige groep.

Definitie 10.1. We noemen de Grothendieckgroep van de eindig voortgebrachte
k[G])-modulen de representatiering R(G) = Ry (G) van G.

Definitie 10.2. Zij M een eindig voortgebracht k[G]-moduul met k-basis {e1, ..., em}.
Definieer voor een o € G de matriz A, = (a;;), waarbij a;; gegeven worden door
oe; = Z;nzl aije;. Het bij M behorende karakter is de functie

Xy=Try:G — &k
o +— Tr(A,).

In het bijzonder heet X ,,(1) de graad (of de dimensie) van het karakter Xx,,. Merk
verder op dat X, . v = X;; + X (ga dit zelf na).

Voorbeeld
Als x : G — k* een groepshomomorfisme is, geeft dit een 1-dimensionaal k[G]-
moduul door k, = k als k-vectorruimte en ox = x(o)z voor ¢ € G, z € k.

Hiervoor geldt dat Xp, = X-

Merk op dat groepshomomorfismen G — k* ook karakters genoemd worden. Defi-
nitie 10.2 is een algemenere definitie.

Definitie 10.3. Een functie f : G — k heet centraal als Vo, € G : f(o1) = f(70),
of, equivalent, als Vo,p € G : f(opa=t) = f(p), of, equivalent, als f constant is op
elke conjugatieklasse van G.

De vectorruimte van centrale functies wordt aangegeven met k¢/~ C k&. Hier is
G/~ (0ok wel aangegeven met I') de verzameling conjugatieklassen van G.

Propositie 10.4. Karakters zijn centraal.

Bewijs. Zij Trps een karakter. Dan is voor alle o,7 € G : Try(o7) = Try(70).
Dit volgt uit de uit lineaire algebra bekende eigenschap Tr(AB) = Tr(BA) voor
matrices A en B. O

De afbeelding

C:= {ev. k[G]-modulen} — K&/~
M X s

is additief. Immers, als 0 — M — L — N — 0 exact is, dan splitst het rijtje en is
L isomorf met M & N. Dan geldt dus dat X, = X, + X -

De universele eigenschap van de representatiering van G geeft nu een uniek groeps-
homomorfisme k/~ — R(G) dat [M] afbeeldt op X,
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C > Rk(G)

M — Xy, M) e Xy,
s
EG/~
Lemma 10.5. Er geldt Xyorn = XXy waarbij X,, X, gedefinieerd is door
(X XN)(@) =X, (0)X (o) voor o € G.

Bewijs. Opgave. O

Als M = Py 8", danis X, = > gnsXg. Het beschrijven van X 4 voor alle simpele
k[G]-modulen S stelt ons dus in staat om X, voor alle k[G]-modulen te beschrijven.

Definitie 10.6. De karaktertafel van G is de matriz

[Xs(a)]SES

cEG/~.

Hier loopt S over S = {simpele k[G]-modulen}/ =.

Voorbeeld

We gaan de karaktertafel van G = S3 bepalen. We weten al dat G/~ = {1, (1 2),(1 2 3)},
S ={1,e,52}. Hier zijn de simpele k[G]-modulen 1 en & 1-dimensionale k-vectorruimten
waarop G werkt als de identiteit en de teken-afbeelding, respectievelijk. Ss is het
2-dimensionale simpele k[G]-moduul.

Voor alle 0 € G geldt dat x;(c) = 1. Ook weten we dat voor S € S : Xg(1) =
dimg(S). De overige waarden in de karaktertafel zijn eenvoudig te berekenen.

S\e |1 (12) (123)
1|1 1 1
e |1 -1 1
Sy |2 0 ~1

Stelling 10.7. De matriz [X4(0)] ses  is inverteerbaar.
EC/~

Bewijs. We hebben al eerder gezien dat k[G] = [[ .5 Endg(S). Dit betekent dat er
een isomorfisme ¢ : Z(k[G]) — [gcsk is. Ook is al bewezen dat dan {3 .o 0 :
C € G/~} een k-basis voor Z(k[G]) is. Zij ec de C-de basisvector, dus ec :=
Y wec 0 voor C € G/~.

De S-de component van p(ec) is @ € k als ec op S werkt via vermenigvuldiging
met a. Dan geldt:

1
a = diTk(S)Tr(actie van ec op S)

1
= T 2 %)

. #C .
= T Xg(o) wvoor o in C.
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De afbeelding ¢ wordt op de gegeven bases gegeven door de matrix

).

cEG/~.

Deze matrix is inverteerbaar omdat ¢ een isomorfisme is. Omdat #[o] # 0 geldt
nu dat 0ok [X4(0)]ses  inverteerbaar is. O
oceG/~

Gevolg 10.8. Het ringhomomorfisme

V:iR(G) — K9~
[M] — Xy,

is injectief en induceert een ringisomorfisme ' : R(G) @z k — kG/~.

Bewigs. Zoals bekend is R(G) = @ Z - [S]. Zij nu [M] = > ¢ns - [S] € R(G).
Dan is 9([M]) = > gnsXg. Volgens stelling 10.7 zijn X4 (voor S € S) lineair
onafhankelijk over k. Dus, als )¢ nsXg = 0 zijn alle ng gelijk aan 0 (merk op dat
hier nodig is dat char k = 0). Dit betekent dat v injectief is.

Omdat {[S] : S € S} een Z-basis voor R(G) is, is {[S]® 1 : S € S} een k-basis
voor R/G ®z k. De karaktertafel van G geeft de matrixrepresentatie voor ¢’ en is
inverteerbaar. Hieruit volgt dat 1’ een isomorfisme is. O

Gevolg 10.9. Elke centrale functie f : G — k is een unieke k-lineaire combinatie
van de X, waarbij S loopt over S.

Definitie 10.10. Als S € S heet X4 een irreducibel karakter. De verzameling van
irreducibele karakters van G schrijuen we X (G). Merk op dat X (G) = S.

Beschouw het volgende commutatieve diagram:

[]
c/= > Ri(G) = DsZ- 5]

M — X, [M] = Xy,

kG/~

We beelden k[G] € C op twee manieren via dit diagram af naar k¢/~.

Omdat k[G] =g [IgEndi(S), is k[G] = @y S9™ 9 als k[G]-moduul. Dus
[k[G]] = > g(dimy S)[S]. Hieruit volgt dat Xpia) = 2 vex(e X()x.

De matrix die de afbeelding k[G] — k[G] gegeven door linksvermenigvuldiging met
o uitdrukt op de basis van alle 7 € G is [m, ], met m,, = 1 als p = o7 en
anders m, » = 0. Het spoor van deze matrix is #G als o = 1 en anders 0. Dit geeft

ons dat
| #Galso=1
Xeen () = {o als 0 # 1.
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Het gevolg hiervan is dat voor alle o € G geldt dat

> o) = {FE T T

XE€EX(G)

Voorbeeld

7ij G = Dy = (p,o : 0% = p* = 1,0pc~! = p~1). We hebben al gezien dat
D3 = Dy/(p?) = Vj. In een eerder voorbeeld hebben we ook de simpele k[Dy]-
modulen bepaald: vier 1-dimensionale simpele modulen (Sg, S1, Sa2, S3) en één
2-dimensionaal simpel moduul (Sy).

L o p ap p?
Sol1 1 1 1 1
;11 1 -1 -1 1
S 1 -1 1 -1 1
S311 -1 -1 1 1
S;/2 0o 0 0 -2

Stelling 10.11. Zij M een eindig voortgebracht k[G)-moduul en o € G. Dan is
X, (o) een som van dimy (M) eenheidswortels waarvan de ordes orde(o) delen.

Bewijs. Beschouw eerst het geval dat G abels is en M simpel. Dan is dimy (M) = 1,
zodat M = k, voor een groepshomomorfisme x : G — k*. G is eindig, dus er is
een m zodat 0™ = 1. Voor deze m geldt ook dat x,,(0)™ = 1, dus Xx,,(0) is een
eenheidswortel waarvan de orde m deelt.

Bekijk vervolgens het geval dat G abels is, maar M niet noodzakelijk simpel. Dan
is M = @le S; met S; simpel en ¢ = dimg(M). Dan is x,,(0) = 21;:1 Xg (0).
Pas nu het eerste geval toe op X4 (o).

Het algemene geval volgt hieruit. Immers, beschouw M als k[(o)]-moduul. De
sporen blijven dan onveranderd. o

Vanaf nu is k = C en G een eindige groep.

Stelling 10.12. Zij M een eindig voortgebracht k[G]-moduul en o € G. Dan is
X, (0) = X,,(0), waarbij — complexe conjugatie is.

Bewigs. Als in het bewijs van stelling 10.11 reduceren we tot het geval waar G abels
is en M simpel. Dan is weer M = k, voor een groepshomomorfisme x : G — k*.

Zij f € M'. Dan (of)(x) = f(x(0)™'z) = x(0)~ f(x) voor x € M. Dus of =
x(o)~1f en (ky)T = k,—1. Omdat X,,(c) een eenheidswortel is, geldt nu X, (0) =

XM(U)_1 =X, (o). O

Conclusie: als we
kG — O

f— (o= f(0))

definiéren, dan is ~ een ringhomomorfisme van orde 2 en commuteert het volgende
diagram:
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(@)

C/~ > Ry
\ /

kG/~
MMt [M]—[M]
f=F
C/% i > Rk(G)
\ ' /

Voorbeeld
Zij G = C3x Cy, waarbij C5 = (1), Cy = (o) en 070~ = 771, De conjugatieklassen
van G zijn {1}, {7, 7%}, {0, 07,072}, {0?}, {0?7}, {03,037, 0372}

1

Opmerking: het aantal elementen van de conjugatieklasse van = € G is gelijk aan
#G/#Cq(x). Hier is Cg(x) :={y € G : zy = yx} de centralisator van x.

G? = (o). Dus, we moeten #G = 12 schrijven als som van zes kwadraten, waarvan
vier enen: 12 = 12 +12 +12 4+ 12 422 4+ 22, Er zijn dus vier 1-dimensionale simpele
modulen en twee 2-dimensionale. Omdat G/(0?) = C3 x Cy = S3, zijn de simpele
S3-modulen ook simpele G-modulen.

0'2 0'27' 0'3

T o

1 1 1 1 1
1 t -1 -1 —
1 -1 1 1 -1
1
1
1

- -1 -1 1
0 2 -1 0
0 -2 1 0

I R R N

Voor een paar k[G]-modulen M, N is Homyig (M, N) een k-vectorruimte. Dit
induceert een bilineaire afbeelding

R(G)xR(G) — Z
([M],[N]) — dimkHomk[G](M,N).

Van de k-lineaire homomorfismen Homy (M, N) kunnen we een k[G]-moduul maken
door o € G te laten werken op f € Homg (M, N) door (of): x — o(f(c~1z)). Dit
geeft een afbeelding

C/2xC/2 — (/=
(M,N) +— Homy(M,N).

Lemma 10.13. Zij R een commutatieve ring en M en N twee R-modulen. Neem
aan dat M eindig voortgebracht en vrij is, dus M =r R™. Dan is de afbeelding

Homy;(M,R) g N — Hompg(M, N)
feoy — (z— fla)y)

een isomorfisme van R-modulen.
Bewijs. Opgave. O
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Gevolg 10.14. Als M en N twee eindig voortgebrachte k|G]-modulen zijn, dan is
I{OHUC(]\47 N) gk[G] Mt Rk N.

Bewijs. Het lemma geeft een k-lineair isomorfisme. Ga zelf na dat dit de G-actie
respecteert. O

Gevolg 10.15. Het volgende diagram commuteert:

C/=x (/= > R(G) x R(G)
—
kG/~ x kG~
Homy, (—,—) (z,y)—Ty
(f,9)—7Fg
C/

> R(G)
\ kC;L/N /

Lemma 10.16. Als we van k een k[G]-moduul maken door G triviaal op k te laten
werken, dan is

Homk(kz,N) — N
fo— Q)
een k|G|-lineair isomorfisme en
Homyg)(k, N) — NC¢={yeN:YoecG:oy=y}
fo— f

een k-lineair isomorfisme. Ook is dimj, N¢ = # ZaeG Xy(0).

Bewijs. Ga zelf na dat de gegeven afbeeldingen welgedefinieerde isomorfismen zijn.

Definicer ¢ = Y (#G) 1o € k[G]. Dan geldt voor alle 7 € G dat 79 = ¢. Ga

zelf na dat ¢ een exacte rij van k-modulen 0 — kergp — N % NG — 0 induceert
en dat de inclusie N C N een splitsing van deze rij geeft.

Dit betekent dat N 2%, N @ kerp. Omdat ¢ als de identiteit werkt op N¢ en
als 0 op ker¢, is het spoor van de actie van ¢ op N gelijk aan dim, N¢. Uit
de definitie van ¢ volgt dat het spoor van de actie van ¢ op N ook gelijk is aan

# ZO’EG XN(U) O

Stelling 10.17. Als M, N eindig voortgebrachte k[G]-modulen zijn, dan is

_ 1
dimy, Homyyg) (M, N) = G > X @)Xy (0).
ceG

Bewigs. Uit lemma 10.16 volgt dat

(Homy (M, N))¢ = {f € Homy(M,N) : VYo € G:of = f} = Homyg (M, N).
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Hieruit volgt dat

dimy Homyg) (M, N) = #G Z XHomy (M, N) G Z Xy (o
ogeG c€eG

O

We definiéren ([M], [N]) = #—16, Y owea Xy (o )XN( o). Uit stelling 10.17 volgt dat we
nu de bilineaire afbeelding van R(G) x R(G) — Z kunnen herformuleren als
R(G)xR(G) — Z
(M],IN]) —  dimy Hompge(M, N) = ([M], [N]).

Als we voor f,g € k¢/~ analoog (f, g) = #G Y owcc f(o)g g(0) definiéren, krijgen we
het volgende commutatieve diagram:

R(G) x R(G) <—>

/
EG/~ x kG~ ——> k.
<_ —

Merk op dat als S, S’ simpele modulen zijn, ([S],[S’]) gelijk is aan 1 als [S] = [97],
en 0 anders. Eveneens geldt voor irreducibele karakters x, ¢ dat (x, ) gelijk is aan
1 als x = 1, en 0 anders.

Als M = 3 ¢ sns[S] met ng € Z, ng > 0, dan is ([M],[M]) = > gn%. Dus: als
M een eindig voortgebracht k[G]-moduul is, is M irreducibel dan en slechts dan als
([M],[M]) = 1, of, equivalent, als (X,,,X,,) = 1.

Lemma 10.18. Zij f € k/~. Er is een eindig voortgebracht k[G]-moduul M met
[ =X,, dan en slechts dan als Vx € X(G) : (f,x) € Z>o.

Bewijs. Schrijf f = erX(G) ayX, met a, € k. Dan geldt voor alle ¢ € X(G) dat
<fﬂ/’> = ZX ax<Xﬂ/’> = a¢'

Stel nu dat Vi) € X(G) : (f, ) € Z>o. Definicer M := g5 S Xs). Dan geldt
dat Xy = Zs(fv X5>Xs =f.

Omgekeerd, als M = @4 S5, danis X, = > ¢ nsXg = >ostf, XS>XS. O

Stelling 10.19. Voor o,7 € G geldt:

> x(o)ﬁ{?ﬁ%#%@ uls 0 o 7

X (G) als o 1.

Bewijs. Definieer A = [x(0)]xex(@ en B = [x(0)v/#[0]] xex(

cEG/)~ cEG/)~
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Dan is

BBT = | Y~ #[olx(0)d(o) = #G 1,
o€G/~ XWVEX(G)

omdat alle elementen buiten de diagonaal nul zijn en de elementen op de diagonaal

#lo].

Merk op dat een gevolg hiervan is dat |det A|> = [oea/n % =1, #Cc(0).

We weten dus nu dat B! = #ﬁ, en dus dat BTB = #G - I.

Dus:
#G-I=B"B = | Y /#lol#[rIx(o)x(T)
LxeX(G) o, 7€EG/~
= |[V#OI#T Y x(o)x(™)
L X€X(G) o,7€G/~.

De elementen op de diagonaal zijn #[o] en alle elementen buiten de diagonaal zijn
0. Hieruit volgt de stelling. O

11 Geheelheid en de stelling van Burnside

Lemma 11.1. Stel A is een commutatieve ring, M is een eindig voortgebracht A-
moduul en € € Enda(M). Dan is er een monisch polynoom f € A[X] zodat f(g) =0
(dat wil zeggen, als f = a; X", dan > a;e'(m) = 0 wvoor alle m € M ).

Bewijs. Maak van M een A[X]-moduul door (3" b; X*%)-m = 3 bie'(m) voor > b; X* €
A[X] en m € M. (Ga zelf na dat dit inderdaad een A[X]-moduulstructuur geeft.)

Schrijf M = >"" | Am; voor my,...,my, € M.

Bewering: VI € {0,1,...,n}3f € A[X] monisch : Ym € M3g,...,q € A[X] :
degg; <degfenf-m=> gm;.

Bewijs van de bewering: Als [ =n, neem f = X. Dan is X -m = e(m) = >_ b;m;.
Neem dus g; = b;.

Stel de bewering is waar voor [ > 0. We bewijzen dat hij ook waar is voor [ — 1.
Er bestaan f en h; zodanig dat f-m; = 22:1 h;-m; met h; € A[X]endegh; < deg f.

Dus: (f — hy) -my = Zi;} h; - m;. Merk op dat f — h; een monisch polynoom van
dezelfde graad als f is.

Zij nu m € M willekeurig. We weten dat er g; bestaan zodat f-m = Zli:1 i - My
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Dan geldt:

-1
(f=h)f-m = ( (f_hl)gi'mi> +a(f—h)-m

Il
< N
ﬂ‘
—
K’j
3
59
E
\_/
M
S
D‘
E
~__

((f = h)gi + gihi) - my.

Voor f":=(f —h)f en g, :== (f — hi)g; + gih; geldt nu de bewering voor [ — 1.

Hieruit volgt uiteindelijk dat de bewering geldt voor I = 0 en hieruit volgt direct
het lemma. u

Definitie 11.2. Een R-moduul M heet trouw als Vr € R,r = 03dm € M : rm # 0,
of, met andere woorden, als de afbeelding R — Endz(M) gegeven door r — (m —
rm) injectief is.

Stelling 11.3. Stel A C B zijn commutatieve ringen en o € B. Dan zijn de
volgende eigenschappen equivalent:

1. Er bestaat een monisch polynoom f € A[X]| met f(a) = 0.
2. De deelring Ala] C B is eindig voortgebracht als A-moduul.

3. Eris een deelring C C B met A C C, a € C en C eindig voortgebracht als
A-moduul.

4. Eris een trouw Ala]-moduul M dat eindig voortgebracht is als A-moduul.
Definitie: Als deze eigenschappen waar zijn, heet o geheel over A.

Bewijs. (1) = (2): Stel f = X" + anol a; X" € A[X] voldoet aan f(a) = 0.
Definicer €' := Y7 a’A. Dan is o € C C Ala]. Merk op dat C een eindig
voortgebracht A-moduul is.

Omdat o —a? € C voor 0 < j < n—1, geldt aC C C. Dus voor alle j > 0 geldt
dat o/C C C, dus A[a]C C C en Ala] = C. In het bijzonder is A[a] dus eindig
voortgebracht als A-moduul.

(2) = (3): Neem C' = Ala].

(3) = (4): Neem M = C. Ala] C C, dus C is een Ala]-moduul. Zij r € Ala],
r # 0. Dan is 1r # 0, dus M is trouw.

(4) = (1): Pas lemma 11.1 toe op € : m — am. Dan is er een monisch polynoom
f € A[X] zodanig dat (m — f(a)m) = 0. Omdat M trouw is, geldt nu dat
fla)=0. O

Zij A C B commutatieve ringen.
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Definitie 11.4. B is geheel over A als elk element van B geheel is over A.

Definitie 11.5. A heet geheel afgesloten in B als geen enkele « € B\ A geheel is
over A.

Stelling 11.6. Zij A een ontbindingsring. Dan is A geheel afgesloten.

Bewigs. Stel a € Q(A) is geheel over A. Schrijf @ = % met u,v € A zodanig dat u
en v geen priemfactor gemeen hebben.

Kies a; € A zodanig dat o™ +a, 10" ' +...4+ag = 0. Danis a,_ju" ‘v+a” 20+
...+ agv™ = —u™. Dus v|u™. Hieruit volgt dat v € A* en « € A. O

Lemma 11.7. Als A C C ringen zijn zodat C' eindig voortgebracht is als A-moduul,
en M 1is een eindig voortgebracht C-moduul, dan is ook M eindig voortgebracht als
A-moduul.

Bewijs. Omdat C eindig voortgebracht is als A-moduul, bestaan er een n € Z~¢ en
een surjectief A-lineair homomorfisme A™ — C. Zo bestaan er ook een m € Z~q en
een surjectief C-lineair homomorfisme C"™ — M. Dus bestaat er ook een surjectief
A-lineair homomorfisme A" — C™ — M. o

Stelling 11.8. Stel A C B zijn commutatieve ringen. Dan is de gehele afsluiting
van A in B een deelring van B die A omwat en die geheel afgesloten is in B.

Bewijs. Definieer D := {« € B : « is geheel over A}, de gehele afsluiting van A in
B. Het is duidelijk dat A C D.

We willen bewijzen dat als «, 3 € D, dan ook a3, a—( € D. Zij a en (8 willekeurig
gegeven elementen van D. Omdat « geheel is over A, geldt dat A[a] een eindig
voortgebracht A-moduul is. Omdat 3 geheel is over A is 8 ook geheel over Ao,
dus Ala][8] = Ale, 8] is een eindig voortgebracht A[a]-moduul. Nu gebruiken we
lemma 11.7 met C = Ala], M = Ala, 3] en we vinden dat Ala, 8] ook eindig
voortgebracht is als A-moduul. Het is duidelijk dat af en o — 3 bevat zijn in
Ala, 8]. Uit stelling 11.3, deel 3 volgt nu dat af en a — 3 geheel zijn over A, dus
bevat zijn in D.

Er rest nog te bewijzen: als § € B geheel is over D, dan g € D. Zij § € B een
willekeurig gegeven element dat geheel is over D. Dan bestaat er een polynoom
g=X"+a; 1 X714+ ...+ a1 X +ap € D[X] dat monisch is en waarvoor geldt dat
g(B) = 0. We hebben nu de volgende keten van ringen: A C Alag] C Alag, 1] C

... C Alag, a1, ...,a0—1] =: D'. Elke ring ongelijk aan A in deze keten is eindig
voortgebracht als moduul over de vorige, want de nieuwe «; is geheel over A en dus
ook over Alayg,...,a;—1]. Lemma 11.7 impliceert nu dat D’ eindig voortgebracht is

als A-moduul. Omdat 3 geheel is over D is  geheel over D', dus D’[(] is eindig
voortgebracht als D’-moduul. Pas nu weer stelling 11.3, deel 3 toe (met C' = D’[3])
en we vinden dat (3 geheel is over A. O

Notatie: We noteren de gehele afsluiting van Z in C door Z. Stel dat a,b € C. We
schrijven bla (“b deelt a”) als a € Zb.

Merk op dat ZNQ = Z. Als c|b en b|a, dan geldt ook c|a. Als bla; en b|az, dan
geldt ook blay £ as.

60



Zij G een eindige groep.

Stelling 11.9. Als M een eindig voortgebracht C[G]-moduul is, dan geldt x (o) €
Z wvoor alle 0 € G.

Bewijs. Zij n = dim¢ M. Dan is X,,(0) een som van n eenheidswortels. Elke
eenheidswortel is een nulpunt van een polynoom van de vorm X™ — 1, dus elke
eenheidswortel behoort tot Z. Er volgt dus dat X, (o) € Z. O

Voorbeeld
i € 7, want 1 is een eenheidswortel.

1 ¢ 7, want als % bevat zou zijn in Z, dan zou ook (—1)

het geval omdat Z N Q = Z.

= % € 7 en dat is niet

Voorbeeld _
Als a € C algebraisch is over Q, dan geldt: a € Z & f§ € Z[X].

Bewijs. «<: Duidelijk. =: Opgave. O

Lemma 11.10. Stelt € Z~q en n1,...,n: € C zijn eenheidswortels. Schrijf s =
m+...+n: en neem aan s # 0. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:

1. t|s.

2. Alle n; zijn geligk aan elkaar.

4. |s| >t

Bewijs. (2) = (1): Triviaal: T=mE€ 7.

(4) = (3) = (2): Als a,b € C dan geldt |a + b|] < |a| + |b], en gelijkheid geldt dan
en slechts dan als Ry -a = Rsq - b (d.w.z.: de vector van 0 tot a loopt in dezelfde
richting als de vector van 0 tot b). Dan geldt dus ook voor ai,...,a; € C* dat
| 22:1 a;| < Zle |a;|, en gelijkheid geldt dan en slechts dan als alle vectoren van
0 tot a; dezelfde richting hebben.

We passen dit toe met a; = n;. Voor ¢ = 1,...,t is 1; een eenheidswortel, dus
il = 1. Nu volgt dat |s| = | S2r_, mi| < S0_, [mi| =, en |s| = ¢ dan en slechts dan
als alle vectoren van 0 tot n; gelijk zijn, dus als alle n; gelijk zijn.

Bewering (4) zegt dat |s| > t, dus we vinden dat |s| = ¢ (bewering (3)) en dus
m =...=mn: (bewering (2)).

(1) = (4): Het “bewijs” dat het meest voor de hand zou liggen is fout (en dus
geen bewijs). Dit “bewijs” zou er als volgt uitzien: als t|s dan § € 7, dus ‘%’ >1
en daarom |s| > t. De fout zit in het cursief gedrukte dus, want niet elk element
van 7Z ongelijk aan 0 heeft absolute waarde > 1. Ook sommen van eenheidswortels
hoeven niet absolute waarde > 1 te hebben (het is bijvoorbeeld duidelijk te zien
dat |Cs + ¢2| < 1, waarbij 5 = e%).
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Definieer K = Q(n1,...,n:). Het is duidelijk dat s = Zle n; € K. K is Galois
over Q met Galois-groep Gal(K/Q). Voor o € Gal(K/Q) geldt: o(s) = 25:1 o(n),
waarbij o(n;) voor alle ¢ weer een eenheidswortel is, dus 0 < |o(s)| < ¢.

_ a(s)

Omdat £ geheelis over Z, is 0(3) = == ook geheel over Z. Er geldt nu: [], cqai(x /)

7Z. Ook weten we dat [, ccax o) @ € Q, want voor alle 7 € Gal(K/Q) geldt

dat 7 (HG @) = IL, @ Omdat s # 0 is ook o(s) # 0 en we vinden dat
0 # HaeGal(K/Q) @ €ZNQ =7Z. Dus HaeGal(K/@) @ > 1. Er geldt dus dat
HIE 1 21 U

Stelling 11.11. Stel G is een eindige groep, M is een eindig voortgebracht C[G]-
moduul en o € G. We zeggen dat een element 7 € G als een scalar op M werkt als
Jee C:Vx e M :o(x) = cx. De volgende equivalenties gelden:

_t_
o(s)

1. o werkt triviaal op M <= X,,(0) = dimc M.

2. o werkt als een scalar op M <= |X,,(0)] = dimcM; als M # 0 is dit
equivalent met: dime M|X,,(0).

Bewijs. We mogen aannemen dat G = (o), dus in het bijzonder mogen we aannemen
dat G abels is. Nu geldt dus dat M een directe som is van één-dimensionale C[G]-
modulen, o werkt als de matrix

m 0 ... 0
0 72 :
oo |
0O ... 0 m
waarbij n1,...,n: eenheidswortels zijn en t = dim¢c M.

1. =: Triviaal.

<«: Uit x,,(0) = dim¢ M volgt dat n; + ... + 1, = t. Lemma 11.10 vertelt ons nu
dat 1 =...=mn =1, dus o werkt als de identiteitsmatrix, dus triviaal. (Merk op:
(1) klopt ook als M = 0.)

2. Merk op dat de eerste equivalentie geldt als M = 0. Neem nu aan dat M # 0.
=: Als o als ¢ werkt, dan is ¢ een eenheidswortel. Dus x,,(0) = ct, dus [X,,(c)| =
|et] = t.

<: |m+...+n| =t Lemma 11.10 geeft dat alle n; gelijk zijn, zeg c. Dan werkt
o als c.

Het bewijs van de laatste equivalentie gaat hetzelfde, met bewering 1 uit lemma
11.10. O

Definieer N := ker(G — AutcM), de verzameling elementen van G die triviaal op
M werken, en H := ker(G — (AutcM)/C*), de verzameling elementen van G die
als een scalar op M werken. De situatie ziet er nu als volgt uit: N C H C G, en N
en H zijn allebei normaal in G.
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Definitie 11.12. Voor een C[G]-moduul M en u € C[G] is X,,(u) het spoor van
de actie van u op M ; dus X, : C[G] — C is C-lineair.

Lemma 11.13. Stel dat A C By en A C By commutatieve ringen zijn en bed A in
B; x By in door a — (a,a). Dan geldt: een element (b1,bs) € By X By is geheel
over A dan en slechts dan als by en by geheel zijn over A.

Bewijs. Ga dit zelf na. O

Stelling 11.14. Zij G een eindige groep en u € Z(C[G]). Dan geldt:

u € Z|G] = wu is geheel over 7
<= woor alle x € X(Q) geldt x(1)|x(u).

Bewijs. =: Definieer B := Z[G] N Z(C[G]) = ®CGG/~ZZUEG o. B is eindig
voortgebracht als Z-moduul dus elk element van B is geheel over Z. Omdat Z
geheel is over Z, is B ook geheel over Z.

< De gehele afsluiting van Z in Z(C[G]) is isomorf met de gehele afsluiting van Z
M)

x(1) KEX(G)
11.13 is de gehele afsluiting van Z in [], C gelijk aan [] Z. Dus we vinden: u is

geheel over Z & Vx € X(G) : % €Z. O

Stelling 11.15. Voor elke x € X (G) geldt x(1)|#G.

in Hx C volgens het isomorfisme gegeven door u +— ( . Volgens lemma

Bewijs. Neemu =Y. .. x(07")o € C[G]. Er geldt dat x(o7") = x(r7 ') also ~ 7,
dus u € Z(C[G]). Omdat alle y(o~!) € Z geldt u € Z[G]. Uit stelling 11.14 volgt nu
dat x(1)[x(u). Verder weten we dat x(u) = > . x(0)x(0). Omdat x een irreduci-
bel karakter is, weten we dat #—1G Y eea X(@)x(o) =1,dus Y . x(o)x(o) = #G.
We vinden dat x(1)|#G. O

Stelling 11.16. Voor elke x € X(G) en elke o € G geldt x(1)|#[o]x(0). (Met [o]
bedoelen we de conjugaticklasse van o.)

Bewijs. Neem u = Y -ca 7 € C[G]. Er geldt dat v € Z(C[G]) en u € Z[G]. Uit
stelling 11.14 volgt nu dat x(1)|x(w) = #[o]x(0). O

Stelling 11.17. Stel x € X(G) en o € G voldoen aan ged(x(1),#[o]) = 1. Dan
geldt of x(o) = 0 of o werkt als een scalar op het bij x behorende simpele C|G]-
moduul S. In het laatste geval werkt or—' als de identiteit op S voor elke T € G
die geconjugeerd is met o.

Bewijs. Schrijf x = X4. Dan is x(1) = dimc S = ¢. Er geldt dat x(1)[#[o]x(c) en
x(1)|x(1)x (o). Omdat ggd(x(1), #[c]) = 1 bestaan er gehele getallen | en m zoda-
nig dat [#[o] + mx(1) = 1. We weten nu dat x(1)[l#[o]x (o) en x(1)|mx(1)x(o).
Dus x(1)|I#[o]x(c) + mx(1)x(c) = x(o). Dus t = x(1)|x(c). Uit lemma 11.10
volgt dat of x(o) = 0 of x(o) = tn, voor een eenheidswortel 7. In het laatste geval
werkt o als n. Als 7 geconjugeerd is met o werkt ook 7 als 1, dus o7~ werkt als
1. o
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Stelling 11.18 (Burnside). Stel G is een eindige groep en o € G is zo dat #[o] =
p™, met p priem en m € Z~o. Dan is de ondergroep N = (o771 : 7 € [0]) een
normaaldeler van G met {1} C N C G, met N niet gelijk aan {1} of G.

Bewijs. Als p € G dan geldt:

portp~t =pop~tata(prp™ )Tt = (a(pap™t) ) Tla(prpTt) T € N,

Dus N is een normale ondergroep en N # {1} omdat #[o] > 1. Er geldt o # 1,

dus 3, cx(q) X(1)x(o) = 0. Dan . ex(0) x(1)x(c) = —=1. Dus p is geen deler

van ngx(c) x(1)x(o). Kies x # 1 met p Xx( )x (o). Er bestaat een simpel C[G]-
X#1

moduul S zodanig dat x = Xg. Omdat x # 1 werkt x niet triviaal op S. Er geldt

p Ix(1), dus ggd(x(1), #lo]) = 1. Uit p fx(1)x(o) volgt dat x(0) £ 0, dus stelling
11.17 impliceert dat o7~! als 1 werkt op S voor alle 7 € [0]. Dus N werkt wel

triviaal op S. Dus N # G. O

Stelling 11.19 (“Stelling van Burnside” of “p?¢’-Stelling”). Als G een ein-
dige groep is en het aantal priemgetallen dat #G deelt is ten hoogste twee, dan is
G oplosbaar.

Bewijs. We hebben al gezien dat deze stelling een gevolg is van stelling 11.18. [

12 De restrictie-afbeelding en de stelling van Fro-
benius

Stel G1 en G zijn groepen. Zij ¢ : G1 — G2 een groepshomomorfisme. Dan is er
een geinduceerd ringhomomorfisme

ClGi] — C[G9]

Zaga — Za,,(p(a): Z Z as | 7.

o€Gy o€Gy TEG2 \o€p—1(7)

(Ga zelf na dat dit een ringhomomorfisme is.)

Elk C[Gy]-moduul M wordt nu een C[G]-moduul door de samenstelling G —
G2 — AutcM, of, equivalent, rz = @(r)z voor r € C[G1], x € M en ¢ het
geinduceerde ringhomomorfisme. Als er verwarring mogelijk is, noteren we het zo
ontstane C[G1]-moduul als ¢* M.

Vanaf nu nemen we aan dat de groepen G; en Gy eindig zijn.

We hebben de volgende inbeddingen:
{e.v. C[Ga]-modulen}/=c(g,] — Rc(Ga) < Re(Ga) @7 C = CF/~

{e.v. C[G1]-modulen}/=¢(g,) = Re(G1) < Re(Gr) @7 C = CH/~,

We zullen van links naar rechts door ¢ geinduceerde verticale afbeeldingen constru-
eren.
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Ons groepshomomorfisme ¢ : G; — G5 induceert een afbeelding

¢* : {e.v. C[Gg]-modulen}/=¢c(q,) — {e.v. C[G:]-modulen}/=¢(q,
M — M.

Als 0 - L - M — N — 0 een korte exacte rij van eindig voortgebrachte k[G2]-
modulen is, is 0 — ¢*L — ¢*M — ¢*N — 0 een korte exacte rij van eindig
voortgebrachte k[G1]-modulen. Dus, M +— [p*M] € Rc(G1) is additief en er is een
uniek groepshomomorfisme ¢* : Re(G2) — Re(Gh) zodat [M] — [p* M].

Zij g € C9/~ dan is g een afbeelding G5/~ — C. Het homomorfisme ¢ : G — Go
induceert een afbeelding ¢/~ : G1/~ — Ga/~. We vinden nu een afbeelding
(p/~)*:C%/~ — CcH/~
g — golp/~).

We hebben nu de volgende verticale afbeeldingen:
{e.v. C[Go]-modulen}/~¢(q,) — Rc(Gz) — Re(Gz)®zC = CC2/~

le le | @i |~y
{ev. C[Gi]-modulen}/=¢ig,; — Re(G1) — Re(Gr)®@zC = CE/~.

Het is duidelijk te zien dat de linker twee vierkanten commutatief zijn.

Lemma 12.1. Het rechter vierkant

Re(G) ©7 C ——> G2/~

Y1

©*®id (p/~)"

Re(Gh) ©7 C ——> CG1/~
P2

is commutatief.

Bewijs. Omdat X ., (0) = X,,(p(0)) geldt dat X ., = X, 0¢. Dus, ¢1(¢* ®idc)
en (p/~)* o1y vallen samen op alle elementen van de vorm [M]® 1. Deze elementen
spannen R¢(Gz2) als C-vectorruimte op. Omdat de afbeeldingen C-lineair zijn, zijn

P1(p* ®ide) en (¢/~)* o 1y gelijk op heel Re(Ga). O

Stelling 12.2. De afbeeldingen ¢* : Re(G2) — Re(Gh), ¢* ®id : Re(Ge) @7 C —
Re(G1) @2 C en (@/~)* : CE2/~ — CE/™ zijn ringhomomorfismen.

Bewijs. We zullen dit alleen bewijzen voor de eerste en de laatste afbeelding.

Voor de eerste afbeelding is het voldoende aan te tonen dat als M en N eindig
voortgebrachte C[Gz]-modulen zijn, geldt dat ¢*(M ®c N) = ¢o*M ®c ¢*N als
C[G1]-modulen. Enerzijds is ¢*(M ®c N) gelijk aan M ®c N waarop Gy werkt
door o(z®y) = p(0)(x®y) = (p(0)z) R (p(0)y). Anderzijds is p* M Q¢ ¢* N gelijk
aan M ®c N waarop G; werkt door o(x ®@ y) = o(z) @ 0(y) = (p(0)z) @ (p(0)y).
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Algemeen geldt: als X en Y verzamelingen zijn, en A : X — Y is een afbeelding,
dan is de afbeelding

Aoy — X
f — fol

een ringhomomorfisme. Hier is CY een ring door (fg)(y) = f(y)g(y) voor f,g € CY
en y € Y. Controleer zelf dat dit waar is. Als we dit toepassen op X = G1/~,
Y =Gao/~, A= (p/~), volgt dat (¢/~)* een ringhomomorfisme is. O

Zoals we eerder gezien hebben, kunnen we op R¢(G;), Re(G;) @z C en C%/~ een
involutie ~ definiéren.

{e.v. C[G]-modulen}/=cig; — Rc(G) — Re(G)®,C = €&/~

lMHMT bM]H[M] l(z@c%(w*@é) lfH_Of
{e.v. C[G]-modulen}/=cig; — Rc(G) — Re(G)®@zC = CE/~.

Stelling 12.3. De drie ringhomomorfismen ©*, ¢* @ id¢ en (¢/~)* commuteren
met de involutie —.

Bewijs. We bewijzen dit alleen voor (¢/~)*.

Algemeen geldt: als X en Y verzamelingen zijn en A : X — Y een afbeelding, dan
commuteert het volgende diagram:

Immers, o(foA)=( of)o

Pas dit toe op X = Gy /~, Y = Ga/~, A = (p/~). -

Merk op dat hieruit volgt dat deze drie ringhomomorfismen ook de afbeelding
(M, N) — Homg(M, N) respecteren. Immers, Homc (M, N) = MT ®¢ N.

We hebben ook eerder het volgende commutatieve diagram geconstrueerd:

({e.v. C[G]-modulen}/2¢(g))? — (Rc(G))? — (Rc(G)®zC)? = (CE/~)2

|» [# % IS

ZZO C Z C = C

De verticale afbeeldingen zijn hier, van links naar rechts:

Y:(M,N) +~— dimcHomg|g(M,N)
¢’ 2 ([M],[N]) + dimc Homgg (M, N)
(r@eyed) — P(z,y)cd

(f,9) — (f.9)
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Stelling 12.4. Stel ¢ is surjectief. Dan respecteren ¢*, ¢* ® idc en (¢/~)* het
inproduct uit het bovenstaande diagram. Dat wil zeggen, bijvoorbeeld,

Va,y € Re(Ga) 1 9 (x,y) = ¢ (9" x, ¢"y)
Vf g € CO/™(f,g) = ((/~)"(f), (¢/~)"(9))-

Bewijs. We zullen alleen bewijzen dat voor M, N eindig voortgebrachte C[G3]
modulen dim¢ Homg(g,)(M, N) = dimc Homgg,)(¢* M, 0*N).

In het algemeen geldt dat Homg(g,)(M, N) C Homgg,|(¢*M,9*N). Omdat ¢
surjectief is, is ook de door ¢ geinduceerde afbeelding C[G;1] — C[Gs] surjectief.
Controleer zelf dat hieruit volgt dat elke C[G1]-lineaire afbeelding ook C[G2]-lineair
is. Dus geldt dat Homcg, (M, N) = Homg(g, (¢*M,¢*N). In het bijzonder zijn
de dimensies gelijk. O

Zij G een eindige groep en H een ondergroep van G. De inclusie-afbeelding H — G
noemen we ¢. De normale notatie voor ¢* is Res of Resg en we noemen ¢* de
restrictie-afbeelding. Op deze situatie passen we toe wat we hierboven al gezien
hebben. We krijgen dan het volgende commutatieve diagram:

{ev. C[H]-modulen}/~c;;y — Re(H) C Re(H)®,C = CH/~

Ti* Tz* Ti*@id T(z/w)*

{e.v. C[G]-modulen}/=¢ig; — Re(G) C Re(G)®zC ce/~.

I

We zullen nu de stelling van Frobenius gaan bewijzen. Hierbij zullen we gebruik
gaan maken van het bovenstaande diagram.

Stelling 12.5 (Stelling van Frobenius). Stel G is een groep die transitief werkt
op een eindige verzameling X . Schrijf ne = #{x € X : ox = x} voor 0 € G. Neem
aan dat voor alleo € G, 0 # 1, geldt dat ny < 1. Danis N = {1}U{oc € G : n, =0}
een normale ondergroep van G met #N = #X.

Voorbeeld
Neem een eindig lichaam F, en een ondergroep H C F;, neem X =F, en G = {0 :
X—>X:JaeHbeF,:Vz €F,: 00 =ax+0b}.

Er geldt dat 00 =b en 01 = a, dus #G = ¢ - #H, dus #G|(q — 1)q.
Om de n, berekenen, moeten we bepalen hoeveel oplossingen de gelijkheid ox =

az+b = x heeft voora € H enb € F,. Deze gelijkheid is equivalent met (a—1)z = z.
We zien nu dat

1 alsa#1
Ng = 0 alsa=1,b=0
q also=1

Voor het geval #X = 1 kloppen alle beweringen in de stelling (ga dit zelf na).
Neem vanaf nu aan dat #X = n > 1. Stel 0 € kery, waarbij ¢ de afbeelding
G — SymX = S, is, gegeven door 7 — (z — 7x). Dan geldt dat n, = #X > 1,
dus o = 1. Dus ¢ is injectief en G is isomorf met een ondergroep van de S,,, dus G
is eindig.

Kies nu y € X vast en schrijf H = {0 € G : oy = y}, de stabilisator van y. Dan is
de afbeelding TH — 7y een isomorfisme G/H = X. Als 7,p € G en TH # pH, dan

67



Ty #py,dus THr *NpHpt ={0c € G:ory=1y}N{oc € G:opy = py} = {1}.
Dit is equivalent met de volgende bewering: als 7 € G, 7 ¢ H, dan THT ' N H =
{1}. Dat deze bewering uit de vorige volgt, is duidelijk wanneer we p = 1 nemen.
Dat de vorige bewering uit deze bewering volgt is duidelijk wanneer we opmerken
dat 7H # pH < p~'7H # H. Als we de tweede bewering nu toepassen, vinden we
dat (p~'7)H(t71p)NH = {1},dus THT ' N pHp~! = {1}.

Er geldt dus: G\ {1} = (N\ {1}) U1, e u((THT") \ {1}). Schrijf h = #H.
Dan #G = #(G/H)-#H = nh. Uit dit alles volgt dat nh—1 = #N —1+4+n(h—1),
dus nh=#N +n(h — 1), dus #N =n = #X.

Na deze opmerkingen kunnen we een herformulering geven van de Stelling van
Frobenius.

Stelling 12.6 (Stelling van Frobenius, herformulering). Stel G is een eindige
groep en H is een ondergroep van G van indexn > 1. Neem aan dat voor alle T € G
met T ¢ H geldt: THT ' N H = {1}. Definiecer N = (G\UTHEG/H(THT_l)) u{1}.
Dan is N een normale ondergroep van G met #N = n.

Motivatie van het bewijs.

Neem even aan dat N normaal is. Dan #G/N = h en de afbeelding H — G/N die
ontstaat door de inclusie-afbeelding H — G en de projectie-afbeelding G — G/N
samen te stellen is injectief, want H N N = {1}. Hieruit volgt dat H =< G/N. Er
bestaat dus een groepshomomorfisme ¢ : G — H met ¢|g = idy, oftewel pi = idpy.
Het idee van het bewijs is nu: construeer verticale afbeeldingen (in het bovenstaande
diagram) die eenzijdig inversen van de gegeven verticale afbeeldingen zijn, gaande
van rechts naar links.

Bewijs. Stel 0 € H, o # 1. Dan #[o]g = #C#TH«:) Ook geldt: #[o]g = #Z‘#TGG)

Hierbij is Cy (o) = {7 € H : o7 = 70} de centralisator van ¢ in H. De centralisator
Ca(0) is analoog gedefinieerd.

Stel p € Cg(o). Dan pop™' = 0 € HNpHp~t, dus H N pHp~t # {1}, dus
p € H. Dus Cg(o) = Cy(o). Hieruit volgt dat #[o]¢ = #[o]g - n. We zien dus
dat [o]¢ = [, yeg/uTlolam™" en [o]e N H = [o]y. We zien dat i een bijectie
(H\{1})/~ — (G'\ N)/~ induceert.

Definieer nu de afbeelding ¢ : G/~ — H/~ door

blole) = { [l =Llentt ko e HLO)

Merk op dat ¢ o (i/~) = idg~.

Definieer ¢* : CH/~ — C%/~ door *(f) = fot. Het is duidelijk dat ¥* een
ringhomomorfisme is met ¢*¢* = idcw/~.

Definieer nu de afbeelding Re(H) ®z C — Re(G) ®z C door in het diagram rechts-
omlaag-links te lopen, d.w.z. definieer de afbeelding door het isomorfisme R¢(G)®z
C 5 €%/~ de afbeelding 9 : G/~ — H/~ en het isomorfisme CH#/~ = R (H)®7C

samen te stellen.

We gaan nu een aantal eigenschappen van de afbeelding 1* bewijzen.
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Eigenschap 1: * : CH/~ — C&/~ bewaart inproducten, d.w.z. voor alle f,g €
CHI~ geldt (f,g)m = (V" f.¥"g)c-

Bewnys.
* * _ * — 1 PRI SRR
(W fv"0)e = #Ggezgw F(o)rg(o) = %MG;/N#[o]afw([o]G))g(w([a]c>>
= #lola | F(C)9(C).
#G CEX:H/N (&]{%/Z‘ )

Er geldt dat

n-#C als C' # {1}
Y. #ole=3 S o #re=#N=n=n-#C alsC =1 -
[c]gEG/~ TEN

P(le]lg)=C

We vinden dus:

1 -
(W f. e Y. #CI(C =278 > flo)glo) = (f.9)n-
CeH/~ o€H
o
Eigenschap 2: Voor alle f € CH/~ en g € CE/~ met f(1) = 0 geldt (V*f,g)q =
(f,i*g)m. (Merk op: i*g = h|p.)
Bewnys.
W f.9)e = Z f@ 2o 2 fO > #llag(o)
oleG/~ CeH/~ [U]GGG’/"’
w(lwlg)=C
1
= an#CC—Z C)n#Cy(0)
C’EH/N #G €H/~
c#{1}
CEH/N
o
Figenschap 3: Er geldt v*(R(H)) C R(G).
Bewijs. Er geldt dat R(G) = DggmpaZ - [S] € R(G) ® C = PgC - [5] =
@D, cx(c) € x- We hebben eerder al gezien dat
w1 als [S]=1[5"]
(5D ={ o e -
Als x € R(G) ® C, dan geldt:
r€R(G) & Vx e X(G): {(x,X)¢ EZ (4)
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(dit hebben we al gezien).

We moeten bewijzen dat ¢*(x) € R(G) voor alle x € R(H) met x(1) = 0. Zij
x € R(H) met z(1) = 0 willekeurig gegeven. Zij ook x € X(G) willekeurig gegeven.
Het is nu voldoende om te laten zien dat (*(z), x)g € Z.

Er geldt volgens eigenschap 2: (¢*(z), x)a = (x,i*x)g. Omdat x simpel is, geldt
X € R(G), dus i"x € R(H). Dus i"x = > ex(m Mww met n, € Z. Dus
(@, 700 = Xoexm (@, w)n € Z, want (z,w) € Z volgens (4). We hebben
nu dus laten zien dat (¢*(z), x)g € Z voor alle z € R(H) met (1) = 0.

De afbeelding p : R(H) — Z gegeven door x — z(1) is een ringhomomorfisme (ga
dit zelf na). We hebben eigenschap 2 alleen bewezen voor elementen in de kern van
p. We hebben laten zien dat *(ker p) C R(G). De afbeelding p beeldt 1 op 1 af,
dus R(H) = (kerp) @ Z - 1. Omdat ook ¢* het element 1 op 1 afbeeldt, vinden we
dat ¥v*(R(H)) C R(G), wat we wilden bewijzen. O

FEigenschap 4: Voor elke x € X(H) geldt dat ¢*y € X(G) en N werkt triviaal op
het bij ¢*x behorende simpele C[G]-moduul.

Bewijs. Stel x € X(G). Dan geldt x € R(H), dus met eigenschap 3 volgt nu
dat ¥*x € R(G). Schrijf v*x = Zwex(c) n,w, met n,ez. We moeten bewijzen
dat één van de n, gelijk is aan 1 en de andere allemaal gelijk zijn aan 0. We
weten dat (Y*x,v*x)g = ZweX(G) n2. Anderzijds volgt uit eigenschap 1 dat
W*x,v*x)a = {x,x)g = 1. Er volgt dat alle n,, op één na gelijk aan 0 zijn, en dat
de laatste n,, gelijk is aan 1 of —1.

Nu geldt: x1 = *x = £w voor een w € X(G). Dus x¢(1) = w(l) € £(Zs¢) en,
anderzijds, x1(1) = x(1) € Zo. Dus het +-teken geldt, dus de laatste n,, is gelijk
aan 1.

Stel M is het bij ¥*x behorende C[G]-moduul en 7 € N. Dan is het spoor van 7

op M gelijk aan ¥*x (1) = x(¥(7)) = x(1) = x(¥(1)), wat gelijk is aan het spoor
van 1 op M, dus gelijk is aan dimc M. Dus 7 werkt als 1 op M. o

Opmerking: We kunnen R(G) als volgt schrijven: R(G) = > cx(g)Z - x- We
krijgen nu R(G)esr = >, e x(q) Z>0 - x- Uit eigenschap 4 volgt dat " (R(H )esr) C
R(G)esr-

Uit deze opmerking volgt dat er een afbeelding
¥* :{e.v. C[H]-modulen}/ = — {e.v. C[G]-modulen}/ =
M — Y*M

bestaat met de volgende eigenschappen:

e N werkt triviaal op elke ¢*M. (Als M simpel is weten we dit uit eigenschap
4, voor niet-simpele M volgt deze eigenschap omdat M dan een directe som
van simpele modulen is.)

e Opgevat als C[H|-moduul (dat kan omdat C[H] C C[G] een deelring is) is
* M isomorf met M. (Dit is hetzelfde als i*¢* = id.)
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We gaan nu bewijzen dat N de kern is van de actie van G op $*C[H]. We weten
al dat N C ker(G — Autcy*C[H]). Verder geldt dat ¢*C[H]| Z¢(y) C[H], dus
H Nker(G — Autcy*C[H]) = {1}. Dus geldt dat ker(G — Autcy*C[H]) C N.
Dus N =ker(G — Autcy*C[H]) en N < G. O

13 De berekening van de karaktertafel

In dit hoofdstuk zullen we, gegeven een eindige groep G (bijvoorbeeld door middel
van een vermenigvuldigtafel), de karaktertafel [x(o)]yex (@), [s]ec/~ berekenen.

Uit de lineaire algebra is het begrip eigenwaarde bekend. Zij k een lichaam, V een
eindig-dimensionale k-vectorruimte en ¢ : V' — V een endomorfisme van V.

Als X een element van k is, dan zijn de volgende beweringen equivalent:
1. X is een eigenwaarde van (.
2. Eriseen v € V, v # 0 waarvoor geldt dat p(v) = Av.
3. i ={v eV :p) =} #0. (De eigenruimte van ¢ met eigenwaarde \)

4. f(M\) =0, waarbij f het karakteristieke polynoom van @ is: f = det(X-id—¢) €
k[ X].

5. Vi={veV:Im>1:(\-idyv —¢)™(v) = 0} # 0. (De gegeneraliseerde
eigenruimte)

Zij f het karakteristieke polynoom van ¢. Als k = k (of, algemener, als f € k[X]
een product is van lineaire factoren), dan V = @, ), Vi, en f =[], (X —A)4m¥a,

Definitie 13.1. Het endomorfisme ¢ heet semisimpel als V' = @, Vi, of, equi-
valent, als voor alle A € k geldt dat Vy = V.

Zijnu k = C, en V = Z(k[G]). We hebben eerder al gezien dat V' = [[ccq, k-
(Xpec o). Als we C; := Y -0 definiéren voor i = 1,...,t, dan krijgen we
V=t Ci®k-Co®---®k-Ct.

Omdat V' een k-vectorruimte en een commutatieve ring is, is er voor elke @ € V
een k-lineaire afbeelding o : V' — V gegeven door = — ax.

We hebben eerder gezien dat het isomorfisme

ZkG) = [ *

XEX(G)

werkt op C; door

We geven nu een algoritme dat gegeven G de karaktertafel uitrekent:
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1. Bereken de conjugatieklassen C1,...,C; van G en #C;.
2. Bereken gehele getallen n;;, > 0 met C;C; = 2221 14k Ck.-

3. Bereken voor i = 1,...,t de gemeenschappelijke eigenruimten van C1,...,C;
en de bijbehorende eigenwaarden.

4. De gemeenschappelijke eigenruimten van C, . .., C} zijn 1-dimensionaal. Noem
ze Vi,...,Vi. Zij \i; de eigenwaarde van C; op Vj. Als nu V; hoort bij X; en
X (o)
J

o; € C;, dan'is \;; = #[Ui]x.—u)' Uit de al bekende formule
j

RUNCES fchot

zien we dat

1 < #G als 0; = 1
#[oi] DA = {0 als o; # 1

en dus dat .

2y _ J#Galso;=1
lej(l) /\”{Oals o; # 1.
‘7:

Los uit dit lineaire systeem Xj(l)2 op en definieer X; (o) = X;(1)Ai; /#[oi].

Voorbeeld
7ij G = Ss.

1. Cr=(1),Cy=(123)+(132), Cs = (12)+(13)+(23), #C1 = 1, #Cy = 2,
#C3 = 3.

2. Ch =1, 022 =2C + Oy, Cg =3Ct + 305, CoC3 = 2C5.

3. Cy: eigenruimte k- C; + k- Cy + k - C3 met eigenwaarde 1.
Cy: vermenigvuldiging met Co wordt op de basis Cp,Cy, C3 gegeven door

0 2 0
de matrix 1 1 0 |. Het karakteristieke polynoom van deze matrix is
0 0 2

(X(X —1)—2)(X —2) = (X +1)(X —2)2. De eigenruimte van Cs bij A = —1
iSk-(?Cl—CQ) en die bij )\:215147~(01+02)@I{3~C3.

Cs: C3(2C1 —C3) = 2C5—2C5 = 0, dus Cj5 heeft eigenwaarde 0 in (2C7 — Cb).
Verder is C3(Cy + Cq) = 3C3 en C5C3 = 3(Cy + Cs), dus vermenigvuldiging

met C3 wordt op de basis (C1 + C2),C3 gegeven door de matrix ( g g )

Het karakteristieke polynoom is X2 — 9 = (X — 3)(X + 3). De eigenruimte
van C3 bij A =3is k- (C1 +Ca+ C5) en die bij A = =2 is k- (C1 + C2 — C3).

4. De eigenwaarden van C; bij Vj zijn als volgt:

VI\C; | C1 Co G

20Ci—Cy) | 1T -1 0
Ch1+Cy 4+ C5 1 2 3
Cl + 02 - C3 1 2 -3
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We moeten nu het stelsel
X, (1)%(1 —=10) 4+ x,(1)*(123) + x5(1)*(12 —3) = (600)

oplossen. Dit geeft x;(1)* = 4, X,(1)> = 1 en X,4(1)* = 1 en dus X, (1) = 2,
Xy(1) =1en x,(1) =1.
Dit geeft de karaktertafel:

X»(Uz‘) |

—_
—_ =
—_

14 Inductie en de stelling van Brauer

Zij k een lichaam en n € Zx>q.

Definitie 14.1. Een monomiale n X n matriz over k is een inverteerbare matriz
(@ij)1<ij<n over k waarvoor n(n — 1) van de a;;’s gelijk zijn aan 0.

De verzameling Mon(n, k) van monomiale n x n-matrices over k is een ondergroep
van GL(n, k).

We hebben het volgende korte exacte rijtje
1— (k)" — Mon(n, k) — S,, — 1,

en de afbeelding S,, — Mon(n, k) die o afbeeldt op de permutatiematrix van o geeft
een splitsing. We zien dat Mon(n, k) = (k*)"™ x S,,.

Zij nu k = C en G een eindige groep. Zij verder M een eindig voortgebracht
k[G]-moduul.

Definitie 14.2. M heet monomiaal als er een basis by, ..., b, voor M bestaat zodat

VoeGVie{l,...,n}:3j€{1,...,n},a € k" : ob; = ab;

of, equivalent, als er een isomorfisme M = k™ bestaat zodat het beeld van G —

Auty (M) 22 Autk (k™) =2 GL(n, k) bevat is in Mon(n, k).

Voorbeeld
Zij G = Dy = (p, 0).

Er zijn vier 1-dimensionale simpele modulen en elk 1-dimensionaal moduul is mo-

nomiaal. Er is één 2-dimensionaal simpel moduul. Het beeld van p is ( 1 _(1) )

0
0 -1

moduul is monomiaal.

en dat van o is ( ) Beide zijn monomiale matrices, dus ook dit simpele

Dus, iedere representatie van Dy is monomiaal.
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Definitie 14.3. FEen eindig voortgebracht k[G]-moduul M heet een permutatiemo-
duul als M een k-basis heeft die door G gepermuteerd wordt.

Merk op dat een permutatiemoduul van dimensie groter dan 1 een deelmoduul heeft
dat wordt opgespannen door de som van de basisvectoren.

Stelling 14.4 (Stelling van Brauer). Stel G is een eindige groep en M een eindig
voortgebracht C[G]-moduul. Dan zijn er twee monomiale C[G]-modulen My en My
zodanig dat M & My Z¢iq) Ma.

Gevolg 14.5. Zij G een eindige groep en zij m de exponent van G. Dan kan
elk eindig voortgebracht C[G]-moduul M gedefinieerd worden over Q((pm). Dat wil

~

zeggen, er is een isomorfisme M 22¢c C™ zodanig dat het beeld van G — Aute(M) =
GL(n,C) bevat is in GL(n,Q((m))-

In het vorige hoofdstuk hebben we het volgende diagram gezien:

{e.v. C[Go]-modulen}/~¢(q,) — Re(Gz) — Re(Gz) @z C = CO2/~
le . | |~y
{ev. C[Gi]-modulen}/=¢ig,; — Re(G1) — Re(Gr)®@zC = CO/~.

We kunnen ook afbeeldingen ¢, omhoog construeren. Merk op dat ¢.(M) =
k[Go] ®pja,) M een k[Gz]-moduul is omdat k[G2] een k[G2]-k[G1]-bimoduul is.

In het speciale geval dat G; = H een ondergroep van Go = G is en ¢ = ¢ de inclusie
H C G is, noemen we i, ook wel inductie van H naar G met notatie i, = Indfl.

Zij nu G een eindige groep, H C G een ondergroep en M een k[H]-moduul. Hoe
ziet Indf M = k[G] @y M er uit?

Schrijf G = [[,cp pH. Dan is k[G] = @ ,cp p - k[H]. Hieruit volgt dat k[G] @y (m
M:@pepp-M. Alsnuo € G,z € M en p € P, dan zijn er een p’ € P en een
T € H zodat op = p'7. Hieruit zien we dat o(pz) = p/'(tx) € p' - M.

Voorbeeld

Als M =k, dan is Indgk: een permutatiemoduul met als onderliggende vectorruimte
KO/

Een eindig voortgebracht k[G]-moduul N is monomiaal dan en slechts dan als N van
de vorm @;_, Indgi (M;) is, met H; C G een ondergroep en M; een 1-dimensionaal
k[H;]-moduul.
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