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Motiveer steeds je antwoord, en noem de stellingen die je gebruikt. Je mag de
syllabus, boeken en aantekeningen gebruiken. Het gebruik van een rekenmachine
is niet toegestaan.

Voor een lichaam K noteren we met K een algebraische afsluiting van K.

Opgave 1. Laat f = X® +4X* 4+ 2X3 +4X% +4X + 2 € Q[X].

(a) Laat zien dat f irreducibel is in Q[X].

(b) Laat o een nulpunt van f zijn in Q. Bereken de minimumpolynomen fg“o‘
en f(%(a3+2a)'

Opgave 2.

(a) Welk van de lichamen Q, Q(v/2), R, C, F155 heeft een Galoisuitbreiding met
als Galoisgroep een cyclische groep van orde 37 Motiveer je antwoorden.

(b) Laat g = (X% 4 6)(X? + 10)(X? — 15) € Q[X]. Bereken de Galoisgroep
Gal(g) = Gal(Q4/Q).

Opgave 3. Beschouw het polynoom h = X7+ X + 1 € Fy[X]. Laat nu
Z ={x € Fy: h(x)=0}.
(a) Bereken (Xh)" € Fo[X], de afgeleide van Xh € F»[X]. Laat zien dat ZU{0}
een additieve ondergroep is van Fy van orde 8.
(b) Laat F' = Frob: Fy — Fo, z + 22 en geef met F' = Fo...oF de i-voudige
iteratie van F' aan. Laat zien dat voor x € Z het volgende geldt:
F3(x) + F(z) 4+ 2 =0, F'(x) = 2.
Concludeer dat h irreducibel is in Fy[X].
Opgave 4. Laat K een lichaam zijn en laat ( € K, ¢ # 0.

(a) Toon aan: [K(¢): K(¢+¢ 1) € {1,2}.
(b) Neem aan dat ¢ priemorde heeft in de multiplicatieve groep K . Bewijs:

[K(Q) s K(C+ ¢ =2 <= 2] [K(C): K].






Oplossingen

1: (a) Eisenstein bij 2. De irreducibiliteit volgt uit het Lemma van Gauss.
(b) Merk op dat (o +2a)* = a®+4at+4a? = =20 —4da—2 = —=2(a®+2a) —2
en we vinden fg;”o‘ = X%+ 2X + 2 (« zit niet in Q, het polynoom is ook
Eisenstein bij 2). Merk op dat a een nulpunt is van X? +2X — (a® 4 2a) en dat
uit de torenwet volgt dat het minimum polynoom graad 3 heeft: fg(
X3 42X — (a® + 2a)

2: (a) Q: Ja, neem de unieke L derdegraadsuitbreiding van Q((7)/Q (ver-

wijs naar stelling). Q(v/2): omdat [Q(v/2) : Q] = 2 copriem is met 3, volgt
dat L(v/2)/Q(v/2) graad 3 over Q heeft met Galoisgroep Cs (verwijs naar op-
gave). R, C: er zijn geen uitbreidingen van graad > 3 van R en C (verwijs naar
stelling). Fia5: de unieke 3-graads uitbreiding van Fig5, Fio53, is cyclisch van
orde 3 (stelling).
(b) Merk op dat [Q(v/15,v/—10) : Q] = 4, omdat +/—10 niet in de reéle uit-
breiding Q(v/15) zit. Merk op dat (1/5 - /—10v/15)? = —6, dus de uitbreiding
heeft graad 4. Het is nu makkelijk in te zien dat de Galoisgroep een Vj is (kijk
naar de werking op v/—10 and v/15).

3: (a) Xh = X%+ X%+ X =: hy, en duidelijk is dat de afgeleide 1 is. Merk op

dat ZU{0} de nulpuntsverzameling is van Xh en dat deze cardinaliteit 8 heeft.
Merk op dat als hy(z) = hy(y) = 0 for z,y € Fy, dat dan geldt hy(x +5y) =
(z+y)8 = (v +y)?+ (v +y) = 8+ +22 +y?+a+y = h(z)+he(y) = 0+0 = 0.
Ook zit 0 in de nulpuntsverzameling en inverses zitten er ook in. De claim volgt
nu.
(b) Laat x € Z. Dan volgt zh(z) = 0 en zh(z) = F3(z) + F(z) + 2. We gaan nu
rekenen en vinden F?(x), F3(z) = F(x) + z, F*(z) = F*(x) + F(z), F°(z) =
F3(z)+ F?(x) = F*(z) + F(z) +x, FS(z) = F3(z) + F*(z) + F(z) = F?(2) +z
en F'(z) = F3(x) + F(x) = . We concluderen dat F7(x) = z. Het volgt dat
x € Fyr. Omdat we direct zien dat x ¢ Fs, en er geen andere tussenlichamen
zijn, concluderen we dat h irreducibel is.

4: (a) Merk op dat ¢? — (¢ +¢)7'¢ + 1 = 0 en hier volgt (a) direct uit.

(b) = : Volgt direct uit de torenwet. <=: Laat n de orde van ( zijn. De
Galoisgroep van K (¢)/K is een ondergroep van de cyclische groep (Z/nZ)*, en
dus weer cyclisch (gebruik wat stellingen). Merk op dat —1 onder de identificatie
¢ + ¢! vasthoudt, en dat —1 het unieke element is van orde 2 (uitzondering:
n = 2): dus als 2|[K(¢) : K], dan zit —1 in de Galoisgroep en er volgt uit
de Galoistheorie dat K(¢) 2 K(( + (1. Als n = 2, dan is K(¢) = K tenzi]
char(K) = 2. In dit laatste geval is er geen element van orde precies 2.
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