Tentamen WI2608 Optimalisering (Delft) en Besliskunde 1 (Leiden)

19 april 2013, 14.00 - 17.00 wur

Het tentamen bestaat uit zes opgaven. Laat bij elk antwoord duidelijk zien hoe je eraan
bent gekomen. Bij elke opgave staat het bijbehorende aantal punten. Het uiteindelijke cijfer
krijg je door het totaal aantal punten door zes te delen.

Het gebruik van een laptop of grafische rekenmachine is niet toegestaan. Het gebruik
van een niet-grafische rekenmachine is wel toegestaan. Veel succes!

1. (8 punten) Een student wil zijn optimale strategie bepalen voor de aankomende
tentamenperiode. Hij heeft in deze periode N tentamens. Hij moet bepalen hoeveel
tijd hij zal besteden aan elk van zijn tentamens. Voor elk vak heeft hij M niveaus
waarop hij het tentamen kan voorbereiden. Als de student vak j voorbereidt op niveau
i zal hij het cijfer ¢;; behalen. Door zijn drukke studentenleven heeft de student echter
niet de tijd om elk vak op het hoogste niveau voor te bereiden. Hij heeft slechts T uur
beschikbaar om te studeren. Om vak j voor te bereiden op niveau ¢ heeft de student
t;; uur nodig. De student wil aan elk vak een niveau toewijzen met als doel om zijn
laagste cijfer in deze tentamenperiode te maximaliseren. Modelleer dit probleem als
een linear (gemengd) geheeltallig optimaliseringsprobleem.

2. (a) (6 punten) Gegeven is het volgende optimaliseringsprobleem:

max z = r1 + X9
odv Ty + x2 > 3
261 + xo < 12
T <
1, To =

In fase 1 voegen we de variabelen aq, s1, s2, s3 >= 0 toe. Het eindtableau van
fase 1 ziet er als volgt uit:

basis | b | xt1 x2 Ss1 S22 S3 a1

-w |0 0 0 0 0 0 1

1 | 3] 1 1 -1 0 0 1
s |6 0 -1 2 1 0 =2
s3 |71 0 1 0 0 1 0

Bepaal met behulp van het simplexalgoritme de optimale oplossing voor dit pro-
bleem met betrekking tot de originele doelstellingsfunctie (Fase 2).
Vergeet niet de optimale oplossing duidelijk aan te geven!



(b) Gegeven is het volgende lineaire optimaliseringsprobleem:

i.

ii.

minz = 5r1 - x9 + 3x3 + x4 — 3xs
odv 201 + 2 4+ 6x3 + x4 + 2x5 = 10
6x1 + 8x3 — 2x4 4+ 3z5 < 20
€1, z2, €3, T4, T5 > 07
(3 punten) Formuleer het bijbehorende duale probleem.
(3 punten) De optimale oplossing voor het duale probleem is (7*)7 = [—1%, 0]
doelstellingswaarde w* = —15. Bepaal met behulp van Complementary

Slackness de optimale oplossing z*, z* van het primale probleem.

(a) (5 punten) Gegeven zijn een primaal probleem (P) en het bijbehorende duale
probleem (D):

n n
(P): minz = E cjxj, odv E ajjrj =b;, i=1,...,m, x>0,
Jj=1 Jj=1

m m
(D): maxw = Zbﬂ/u odv Zaijyi <g¢j, j=1,...,n, y vrij,
i=1 i=1

Zij & een toegelaten oplossing voor (P) en ¢ een toegelaten oplossing voor (D).
Laat zien dat ¢’'4 > bT'g.

(b) (6 punten) Geef antwoord ‘waar’ of ‘niet waar’ op de volgende vragen. (Geen
toelichting nodig.)

1.
ii.

iii.
1v.

vi.

Als een primaal probleem niet toegelaten is, is het duale probleem onbegrend.
Het Simplexalgoritme met Bland’s anti-cycling pivotregel is een polynomiaal
algoritme.

Het Maximum Flow probleem behoort tot de complexiteitsklasse P.

Zij P={x | Ax = b, x > 0}. Als A een totaal unimodulaire matrix is, dan
zijn alle hoekpunten van P geheeltallig voor iedere geheeltallige vector b.
Zij f(n) = 2n® +n? + 8n. f(n) = O(n?).

Het toevoegen van een gomory snede aan een geheeltallig programmerings-
probleem verandert de optimale oplossing niet.

(a) (3 punten) Geef de definitie van de complexiteitsklassen P, NP, NP-volledig.

(b) (7 punten) De problemen Clique en Independent Set worden als volgt gedefinieerd:
Clique: Gegeven een ongerichte graaf G = (V, E) en een natuurlijk getal k, is er
een deelverzameling C' C V zodanig dat |C| = k, en zodanig dat ieder punt in C'
aan alle andere punten in C grenst? (C'is dan een zogenaamde “clique”.)
Independent Set: Gegeven een ongerichte graaf G' = (V/, E’) en een natuurlijk
getal K/, is er een deelverzameling I C V', zodanig de punten in I niet aan elkaar
grenzen, en zodanig dat |I| = k'? (I is dan een zogenaamde “independent set”.)
Bewijs dat het probleem Independent Set NP-volledig is. Hierbij mag je gebruik
maken van het feit dat het probleem Clique NP-volledig is.



D.

(a)

(3 punten) Bepaal, met behulp van Prim’s algoritme, de minimale opspannende
boom in de volledige graaf met 7 knopen met de volgende lengtes tussen de
knopen:

112|345 (6|7
1140|4135 9 |8]10
21*10/6[6] 89| 9
3*|*10[6]10]7]| 8
4\ *|*[*10]| 5 |4]6
5I*[*[**| 03] 2
Gl ¥ *[*[*| * 0] 2
T *[*[*[ * [ *] 0

Geef een duidelijk antwoord en laat zien wat er in elke iteratie gebeurt.

(4 punten) Bepaal met behulp van het boomalgoritme een TSP-tour in de graaf.
Je mag aannemen dat de driehoeksongelijkheid geldt in deze graaf.

(5 punten) Bewijs dat het boomalgoritme een 2-approximatiealgoritme is voor
de driehoeksongelijkheidversie van TSP.

(3 punten) Stel dat je een geheeltallig minimaliseringsprobleem oplost met behulp
van Branch-and-Bound en dat je in knoop j van de zoekboom bent. Wanneer
mag je concluderen dat je niet verder hoeft te zoeken direct onder knoop ;57

(4 punten) Los het volgende probleem op met behulp van Branch-and-Bound.

max z = 2r; + bxg
odv 4x1 + T < 28
1 + bz < 27
2 To < 1
1, x9 > 0, geheeltallig

Om rekenwerk te besparen zijn hieronder een aantal LP-oplossingen weergegeven:
De oorspronkelijke LP-relaxatie (LPy): (z1,22)" = (53, 53)7, zp = 38.

LP, plus voorwaarde z1 < 5: (z1,22)" = (5, 53)7, z1p = 373.

L P, plus voorwaarde x1 > 6: Niet-toegelaten.

LP, plus voorwaarden x1 < 5 en 29 < 5: (21,72)7 = (5, 5)7, zpp = 35.

LP, plus voorwaarden 1 < 5 en x5 > 6: (z1,22)" = (3, 6)7, z1p = 36.
Gebruik de zoekstrategie:

depth-first,

o <-tak eerst,
fractie dichtstbij %,
eerst 1 dan xs.

Vergeet niet de optimale oplossing duidelijk aan te geven!



