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Opgave 1

Stel dat gebeurtenissen A en B disjunkt zijn, dus A ∩ B = ∅; stel dat gebeurtenis

C onafhankelijk is van A; en stel dat C is ook onafhankelijk van B.

a) Bewijs dat C onafhankelijk is van (A ∪ B)c.

b) Gegeven dat P(A) = 0.4, P(B) = 0.3 en P(C) = 0.2, bereken P(A ∪ B ∪ C).

Opgave 2

X heeft kansdichtheid f (x) = c(2x − x2), 0 ≤ x ≤ 2, f (x) = 0 elders.

a) Laat zien dat c = 3/4.

b) Bereken P(0.5 < X < 1).

c) Bereken E(3X + 4).

Opgave 3

Ik kies tweemaal “at random” een groep van drie studenten uit een klas van 12.

De twee selecties worden geheel onafhankelijk van elkaar gedaan: bij de tweede

selectie kies ik nogmaals uit alle 12 studenten.

a) Wat is de kans dat precies één student in beide groepen zit?

b) Stel nu dat de klas totaal n studenten bevat, en dat de twee selecties k1 en k2

studenten bevatten. Wat zijn verwachting en variantie van het aantal studenten die

tegelijkertijd in de beide selecties zitten?

Opgave 4

Stel X een is discreet verdeelde random variabele en Y = g(X) is een transfor-

matie van X .

a) Is het mogelijk dat X en Y onafhankelijk van elkaar zijn (en zo ja, hoe?)

b) Is het mogelijk dat X en Y ongecorreleerd zijn, maar niet onafhankelijk?
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Opgave 5

Ik kies een getal X uit de exponentiele verdeling met parameter 1. Vervolgens,

gegeven X = x , trek ik een getal N uit de Poisson verdeling met parameter x .

a) Bereken E(N ) en var(N ) zo direct mogelijk, dat wil zeggen, zonder de onvoor-

waardelijke verdeling van N te bepalen.

b) Laat zien dat P(N = n) = 2−n−1, n = 0, 1, ....

c) Wat is de conditionele verdeling van X gegeven N = n?

Opgave 6

Stel X1, ..., Xn onafhankelijk en uniform verdeeld zijn op het interval [0, a].

a) Bereken de kansverdeling van Tn = n
(
a − max

i=1,...,n
X i

)
.

b) Bewijs dat voor n → ∞, Tn in verdeling convergeert naar de exponentiele

verdeling met parameter 1/a.

Opgave 7

Een deeltje doet een “random walk” op de 3× 3 rooster in onderstaand figuur. In

elke stap, onafhankelijk van wat eerder is gebeurt, springt het deeltje met gelijke

kansen van zijn huidige positie naar een van de aangrenzende roosterpunten. Het

deeltje begint op tijdstip 0 op een random (uniform verdeelde) roosterpunt.
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Time-dependent probabilities

301. (Continuation from 201.) Suppose we start observing the weather a cloudy Friday, that is, X0 =
cloudy.

(a) What is p(0)?

(b) Compute p(1); what is the probability that the Saturday is sunny?

(c) What is the probability of a cloudy Sunday?

(d) What is p(1) if p(0) = (1/3, 2/3)?

302. A particle is placed randomly at one of the nine points below. Thereafter is does a random walk in the
sense that in each step, it moves to one of the neighbouring points with equal probabilities. Hence, the
particle never stays in its current position, nor moves diagonally. Compute the probability that after
three steps, the particle is at the middle point.

• • •

• • •

• • •

Hint: This problem can be solved by constructing a Markov chain with nine states, but three state are
in fact enough. How should you choose them?

303. The state of a payphone, ‘available’ or ‘occupied’, is modelled as a Markov process. When the phone is
available is becomes occupied with constant rate λ and when it is occupied it becomes available with
rate µ. The is no queue. Finally we assume that the phone is available at time t = 0.

(a) Compute the probability that the phone is available at time t.

(b) Compute the probability that the phone is available during the whole interval [0, t].

304. (continuation) Suppose that λ > µ. After how long time is the probability that the phone is occupied
larger than the probability that it is available?

305. Let {X(t)} be a discrete Markov process on {0, 1, 2} with model graph

0 1 2! !α β

We assume 0 < α < β and that the process starts in state 0.

(a) Compute the time-dependent state probabilities pi(t) = P (X(t) = i) for t ≥ 0 and i = 0, 1.

(b) It is obvious that the process will eventually get absorbed in state 2. In some applications one is
interested in probabilities of the kind

qi(t) = P (X(t) = i | absorption has not occurred at t),

where i is one of the transient states 0 and 1. Particularly interesting is whether the limit
limt→∞ qi(t) exists for i = 0, 1. In this case we denote it qi and call q = (q0, q1) a quasi-
stationary distribution. Find out if the above process possesses a quasi-stationary distribution and,
if so, compute q.

a) Wat kan je over de toestanden vertellen (communicerende klassen; periodiek of

aperiodiek; nul of positief recurrent of transient)?

b) Wat is de kans dat na drie stappen, het deeltje zich in het middelpunt bevindt?

c) Ik onderscheid drie soorten punten in het grafiek: het middelpunt; de vier hoek-

punten; en de middelpunten van de vier zijkanten. Stel dat we van het deeltje op

elk moment alleen noteren in welk soort punt het zich bevindt. Leg uit waarom

dat ook een Markov keten is, maar nu met alleen drie toestanden. Wat is de stati-

onaire verdeling van deze “gereduceerde” keten? Wat is de stationaire verdeling

van het oorspronkelijke proces? Wat kan je zeggen over de positie van het deelje

na heel veel stappen?
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