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1 Groupes, sous-groupes et morphismes.

1.1 Définition. Un groupe est un triplet (G, -, e), ot G est un ensemble, -:G x G — G est
une application qu’on note (x,y) — z-y et e un élément de G, tel que:

1: - est associative: Vx,y, z € G: (z-y)-z = x-(y-2)

2: e est un élément neutre: Vo € G: e-x = x = x-€

3: il existe des inverses: Vo € G dy € G: x-y = e = y-x.

L’application - est appelée la multiplication ou encore la loi de composition. Pour = et y dans G,
x-y est appelé le produit de x et y; pour simplifier on le notera souvent par xy. L’associativité de
la multiplication entraine quun produit de n éléments (n > 3) est indépendant de la position
des parentheses, et que 'on peut écrire sans risque de confusion des expressions telles que
T1Tg - - - T,. L’élément e € G est le seul élément neutre de G: sion a e’ € G tel que €'x = x = z¢
pour tout € G alors €' = ¢’e = e. L’élément y dans 1.1 (3) est le seul élément de G tel que
ry=e=yx:sionay € G tel que xy =e=y'x alors y =y'e =y (xy) = (yYx)y = ey = y; on
appelle y l'inverse de x et on le note x~!. Pour I'inverse d’un produit on a: (zy)™' = y~lz71
Dans un groupe, ’égalité ry = xz entraine y = z, et xy = zy entraine x = 2. Souvent, s'il est
clair quelle est la multiplication -, on notera le groupe (G, -, e) simplement par GG. On dira que
le groupe (G, -, e) est commutatif (ou abélien) si pour tout z et y dans G on a zy = yz. La
multiplication d'un groupe commutatif se note parfois +; si tel est le cas, on note e par 0 et
x~! par —uz.

1.2 Exemples. 1. (style Bourbaki) Le groupe dit trivial: G = {e}.

2. (plus sérieux) Le groupe additif des entiers: (Z,+,0).

3. (plus général) Le groupe additif d'un anneau A: (A, +,0).

4. (fini la nonsense) Le groupe multiplicatif d’un corps k: (k — {0},-,1); on le note k*.

5. Soit k un corps et n > 0. Le groupe des matrices n x n inversibles a coefficients dans k:
({g € M, (k) | det(g) # 0},-,I); on le note GL,, (k).

6. Soit X un ensemble. Le groupe des permutations de X: ({f: X — X | f bijective}, o,id); on
le note Sym(X).

7. Soit n > 0. Le groupe S, := Sym({1,2,...,n}).

8. (vague) Groupes d’automorphismes.

1.3 Définition. Soit G un groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble H C G tel que
la multiplication de GG induit une structure de groupe sur H, c’est a dire: 1: e € H, 2:Vx,y € H:
xy € H et 3: Vo € H: 271 € H. Un sous-groupe H de G est distingué si Vg € G Vh € H:
ghg~'e H.

Si I est un ensemble et pour tout ¢ € [ on a un sous-groupe H; C G alors l'intersection
N;erH; est un sous-groupe de G; si pour tout ¢ le sous-groupe H; est distingué alors N;c; H; est
distingué. Si G est un groupe et X C G un sous-ensemble on note (X) lintersection de tous
les sous-groupes H de GG qui contiennent X, c’est le plus petit sous-groupe de G qui contient
X et on Pappelle le sous-groupe de G engendré par X. On montre que (X) est 'ensemble des

produits finis 2,25 - - - 2,,, ot n > 0 et ot pour tout i ona z; € X ou z; " € X.
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Soit H un sous-groupe de Z. Si H # {0} l'ensemble {n € H | n > 0} est non-vide donc
contient un plus petit élément m. On montre (en utilisant la division Euclidienne) qu’alors
H =mZ = (m) = {mn | n € Z}. On voit donc que tout sous-groupe H de Z s’écrit de fagon

unique comme mZ avec m > 0; on dit que m est le générateur non-négatif de H.

1.4 Définition. Soient G et Gy des groupes. Un morphisme (de groupes) f de G vers Gs
est une application f:Gy — Gy telle que f(xy) = f(z)f(y) pour tout x et y dans Gy. Un
antimorphisme f de Gy vers Gy est une application telle que f(xy) = f(y)f(x) pour tout
x,y € Gy.

Soit f: Gy — G un morphisme ou un antimorphisme, alors f(e;) = f(eie1) = f(e1)f(e1),
donc f(e1) = ey; on trouve aussi que f(z~!) = f(x)~! pour tout z € G;. Un exemple d’un

antimorphisme est I'application t¢: G — G: z +— 7}

; en plus 1o est bijectif et tgorg = idg.
Comme f: Gy — G5 est un antimorphisme si et seulement si foig, est un morphisme, on peut
se restreindre a étudier seulement les morphismes.

Soit f: Gy — G un morphisme. On définit le noyau ker(f) et I'image im(f) par: ker(f) =
{v € Gi | f() = ex} et im(f) = {f(2) [z € Gi} ={y € G2 | Fw € G1 : y = f(x)};
ker(f) est un sous-groupe distingué de G et im(f) est un sous-groupe de G5. Le morphisme f
est injectif (resp. surjectif) si et seulement si ker(f) = {e;} (resp. im(f) = G5). Le morphisme
f:G1 — G4 est appelé un isomorphisme s’il existe un morphisme g: Gy — G tel que gof = idg,
et fog = idg,; il revient au méme de dire que f est bijectif. Un isomorphisme f: G — G s’appelle
aussi automorphisme de G.

Soit G un groupe et x € GG. Pour n € Z on définit 2" par: si n > 0 on pose " = xx---x

(n facteurs), si n < 0 on pose z" := 7'z~ !..

27 (—n facteurs). (Si G est commutatif et
la multiplication est notée +, on note z par nz.) L’application f,:Z — G: n — z" est un
morphisme. En plus, chaque morphisme f:Z — G est de cette forme: f = f,, ou xz = f(1).
L’image im(f,) est le sous-groupe de G engendré par x et ker(f,) est 'ensemble {n € Z | 2™ =
e}.

1.5 Définition. Soit G un groupe et x € G. Si I'ensemble {n > 1 | 2™ = e} est non-vide on
note ordre(z) et on appelle ordre de x le plus petit élément de cet ensemble, dans I'autre cas

on dit que x est d’ordre infini et on note ordre(x) = oo.

On montre que ordre(z) = oo si et seulement si f, est injectif et que pour x d’ordre fini ordre(z)

est le générateur non-négatif de ker(f,).



2 Quelques propriétés de S,,.

Soit m > 0. Le groupe S, est fini et son cardinal est #S,, = n(n—1)---1 = nl, il est

commutatif si et seulement si n < 2. Soit o € S,,, donc par définition o:{1,2,...,n} —
_— 1 2 -« n -
{1,2,...,n} est une bijection et on peut noter o par (0(1) o(2) ~~~cr(n))' Dans cette notation, le

produit de o, 7 € S,, se calcule par:

1 92 ... n 1 92 ... n 1 2 ... n
<au>a@>~-aow>'<Tu>7@>~-fow>::<afu>of@>~-ofow>
Par exemple on a (455)(525) = (327) (et non (33)).

Soient | > 1 et iy,...,4 € {1,2,...n} distincts. On note (i1, ...,4;) '’élément o de S, tel que
o(iy) =ip41 pour 1 <r <1 o) =iy et 0(i) =i pour i & {iy,...,%}; on appelle (i1,...,%) un
cycle de longueur [. L’ordre d'un cycle de longueur [ est I. Noter que (s, ..., 4,11) = (i1,...,%)
etc., et que (1) = (2) = .-+ = (n) = id. Plus précisement on a: (i1,...,%) = (j1,---,jm) Si et
seulement si 1: [ = m et 2: si [ > 1: Ja tel que VE: i, = Jikta) mod - Deux cycles (i, ..., 1)
et (J1,...,Jm) sont disjoints si {i1,...,4} N {j1,...,Jm} = 0. Deux cycles disjoints commutent

entre eux.

2.1 Proposition. Tout élément o de S,, peut s’écrire comme o = oy -- -0, ol les o; sont des
cycles disjoints; cette écriture est unique a I'ordre des o; et aux cycles de longueur 1 prés. Pour

tout k € Z on a o = o .- o*. Sil; est la longueur de o;, on a ordre(o) = ppem{ly, ..., I, }.

Soit o € S,,. On définit alors le signe £(o) dans le sous-groupe {£1} de Q* par:

(i) —o(j)

1<i<j<n T

(2.2) e(o) =

Montrons qu’en fait e(o) appartient a {£1}. Soit X l'ensemble {(i,7)|1 < i < j < n}.
Soit f,: X — X Papplication donnée par: f,(i,7) = (o(i),0(j)) si o(i) < o(j), et f,(i,)) =
(0(j),0(i)) st o(j) < o(i). On vérifie sans peine que f, est une bijection. Soit finalement

g: X — Z donnée par ¢(i,j) =i — j. Avec ces définitions on a:

-1

k@h:H}ﬂﬂﬂﬁz(rlmﬁmm0<nwwm0
apex 190 9)| (ij)eX (i,j)eX

et comme f, est une permutation de X, on trouve |e(o)| = 1.

La formule (2.2) que nous avons donnée plus haut pour £(o) n’est pas tres utile en pratique;
nous verrons plus loin une méthode plus efficace pour calculer £(o). En regardant les signes
des facteurs dans la formule pour £(c) on voit toutefois que (o) = (=1)™) ot m(s) =
#{(1,5)) |1 <i<j<mneto(i) > o))} On appelle m(c) le nombre d’inversions de o. Une
permutation o est dite paire (resp. impaire) si (o) =1 (resp. (o) = —1).

2.3 Proposition. L’application e:S, — {£1} est un morphisme.



Démonstration. Soit 0,7 € S,,. Il faut montrer que e(o7) = £(0)e(7). On a:

o= T <m><z‘>—<m><j>:( 1 a(¢<i)>—o<f<j>>>_( 1 T<¢>—T<j>>

1<i<j<n U] 1<i<j<n (i) — 7(J) \<idj<n 1T
Le deuxieme facteur de la derniere expression est visiblement e(7), il suffira donc de montrer
que le premier facteur égale (o). Notons d’abord que pour 1 <i < j <non a

o(t) —o(j) _ o(j) —o(i)

i~ j—i

Soit f.: X — X la bijection définie comme plus haut. Définissons, pour tout o dans S,, la
fonction h,: X — Q par:

b X —Q: (i) e 2 Z0U)

=7
Avec ces définitions, on a:
[ 2T =0t o) = T helid) = <(o)
1<i<j<n (i) — 7(j) (i.j)EX (i.j)EX

La démonstration est donc finie. O

Autre démonstration de Prop. 2.3. Nous allons maintenant donner une autre démonstra-
tion, qui utilise les polynémes. Soit A := Z[zq, xs, . . ., z,| 'anneau de polynomes en les variables
Z1,...,%, et a coefficients dans Z. Pour chaque o dans S, soit ¢,: A — A le morphisme
d’anneaux unique tel que ¢,(x;) = Zo(;) pour tout 7. On vérifie facilement que pour tout o et 7
dans S, et tout i dans {1,2,...,n}, ¢or(Ti) = Tior)(i) = (Poo®-)(x;), 'Ol On tire ¢or = Poo;.
Soit f I’élément de A défini comme suit:

Alors pour tout o dans S,, on a

bo(f)= II ¢olzi—z))= Tl (2ow) —zoi)

1<i<j<n 1<i<j<n

Comme le dernier produit est, a un signe pres, le produit des z; —x; avec 1 <17 < j < n, il est
soit f, soit —f. En regardant les signes des facteurs, on voit que le signe correct est (—1)™(),

On a donc ¢,(f) = e(0)-f pour tout ¢ dans S,,. Soient maintenant o et 7 dans S,,. On a

e(oT)f = bor(f) = (¢5°0:)(f) = 0 (¢:(f)) = bo(e(7) ) = e(T)ds(f) = £(7)e(0) f

On en conclut que (e(o7) —e(0)e()) f = 0, ce qui implique que e(o7) —e(0)e(r) = 0 car f # 0

et A est un anneau integre. O

Comme €: S, — {£1} est un morphisme, son noyau A,, := ker(¢) est un sous-groupe distingué

de S,; c’est le sous-groupe des permutations paires. On montre que #A,, =n!/2 sin > 2.



2.4 Proposition. 1. Soient T et (i, ...,4;) dans S,,. Alors:

iy, ..., i) = (7(i),...,7(it))

2. Sio €8, est un cycle de longueur [, alors e(o) = (—1)'71.
3. Soit 0 = 0109 - - - 0, une décomposition de o € S,, en cycles disjoints de longueurs ly,...,l,.
Alors:
(o) = (~1)Tine)
Démonstration. Démontrons la partie 1. Pour 1 < k < [ on a: (7(iy,...,5)7 ) (7(ix)) =

7((i1y -5 0)(ix)) = T(ikg1). On a (7(iy,...,5)7 (7(@)) = 7((i1,...,4) (%)) = 7(i1). Pour
i g {1(i1),...,7(i)y ona 77(i) & {ir,...,u} dou (ir,...,4) (77 (7)) = 771(i) ete.

Démontrons maintenant la partie 2. Ecrivons o = (iy,...,4;). Soit 7 € S, tel que 7(k) = iy
pour 1 <k <1l Alorso = 7(1,2,...,0)7! parlapartie 1, donc e(c) = e(7)e((1,2,...,0))e(r1),
ce qui est égal a €((1,2,...,1)) car € est un morphisme et {£1} est commutatif. On est donc ra-
mené a montrer que £((1,2,...,1)) = (—1)""1. On voit que le nombre d’inversions de (1,2,...,1)
est [—1, d’ou ce qu’il faut.

La partie 3 résulte de la partie 2 en utilisant que € est un morphisme. O

2.5 Application. On considere le jeu bien connu suivant. Il y a un tableau a 16 cases, dont

une case est vide et dont les autres sont numérotées de 1 a 15:

3

a
(@) 1011 |12

1311415

Dans ce tableau, on peut faire glisser les cases, ou autrement dit: la case vide peut étre échangée
avec une de ses voisines. Par exemple, en faisant glisser la case 12 dans le tableau ci-dessus, on

arrive a la position

3| 4
8
b
®) 10| 11
13114 (15|12

Ce qu'on se demande alors est si en partant de la position (a) en haut on peut arriver a la

position
314
8
c
(©) 10|11 |12
131514

Nous allons montrer que cela est impossible. On dira que la case vide est la case 16. En fai-

sant glisser les cases, on fait des permutations de {1,2,...,16}. On appellera un coup un
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échangement de la case 16 avec une de ses voisines. Chaque fois qu’on fait un coup, la permu-
tation qu’on a est multipliée par un cycle de longueur deux. Donc chaque coup, la permutation
qu'on a change de signe. Comme la permutation correspondant a la position (c) est le cycle
(14,15), donc une permutation impaire, on ne pourra pas y arriver en un nombre pair de coups.
Maintenant suivons le trajet que fait la case 16 quand on fait des coups. En prétendant que la

case 16 fait son trajet sur un échiquier ou les cases sont noir et blanc

S| |3 | o

n
b
n
b

S| o3| o

n
b
n
b

on constate qu’a chaque coup, la case ou se trouve le 16 change de couleur. On voit donc
qu’apres un nombre impair de coups, la case 16 ne peut pas se trouver a sa position initiale.
Nous avons vu maintenant que la transition de la position (a) en la position (c¢) ne peut se faire

ni en un nombre pair de coups, ni en un nombre impair de coups.



3 Relations d’équivalence et constructions quotients.

Commencons par quelques rappels sur les relations et les relations d’équivalence. Soient X
et Y des ensembles. Une relation R sur X x Y est alors un sous-ensemble R C X x Y; au lieu
de noter (z,y) € R on note souvent xRy. Par exemple la relation < sur Z x Z est I’ensemble
{(z,y)€Z x Z|x < y}.

3.1 Définition. Une relation d’équivalence ~ sur un ensemble X est une relation ~ sur X x X
telle que: 1: ~ est réflexive: Voee X : x~x, 2: ~ est symétrique: x~y = y~x et 3: ~ est transitive:

(x~y et y~z) = xroz.

Un exemple utile et standard d’une relation d’équivalence est le suivant. Pour n € Z on a la
relation =, sur Z, ou x =, y < n|(z—y).

Soient maintenant X un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur X. Pour z € X, on
appelle classe d’équivalence de = 'ensemble T = {yeX |y~x}. Pour z,y € X on a T = 7 ou
TNy =0, selon z~y ou x7y. L’ensemble X est donc partitionné par les classes d’équivalence.
L’ensemble X/~ := {T|z€X} des classes d’équivalence est appelé I'ensemble quotient de X
par ~. L’application p: X — X/~: x + T s’appelle la projection canonique. Elle est surjective

et a la propriété suivante:

3.2 Proposition. Soient ~ une relation d’équivalence sur un ensemble X et p: X — X/~ la
projection canonique. Alors pour toute application f: X — Y telle que x~y = f(x)=f(y) il
existe une application unique f: X/~ — Y telle que f = fop.

Démonstration. Nous disons qu'une application f: X — Y telle que xz~y = f(z)=f(y)
est compatible & ~. Montrons d’abord qu’il existe une application f qui satisfait a f = fop.
Pour donner une application f: X/~ — Y, il suffit de dire pour tout C' € X/~ quel est
F(C). Soit C € X/~, donc C est une classe d’équivalence dans X. Pour x et y dans C' on
a x~y, d'ou f(z)=f(y) comme f est compatible & ~. On voit que les images sous f des
éléments de C' sont tous les mémes. En plus, une classe d’équivalence a au moins un élément.

Nous pouvons donc définir f(C) := f(x), quel que soit x € C. Pour tout z € X on a alors:

(fop)(z) = f(p(x)) = f(T) = f(x), car x € T. On a donc montré que f = fop.
Montrons maintenant que f est unique. Ceci revient & montrer que si on a ¢: X [~ =Y
avec f = gep, alors ¢ = f. Supposons donc que g: X/~ — Y avec f = gop. Alors gop = fop,

d’otl g = f car p est surjective. O

Soit G un groupe et ~ une relation d’équivalence sur GG. On se demande si on peut munir
I'ensemble G/~ d’une structure de groupe telle que la projection canonique est un morphisme.
Autrement dit, est-ce qu’il existe une application -: G/~ x G/~ — G/~ telle que 1: G/~ avec la
multiplication - est un groupe, et 2: -y = Ty pour tout x et y dans G? Noter que la condition 2

implique qu’il existe au plus une telle structure de groupe.



3.3 Définition. Soit ~ une relation d’équivalence sur un groupe G. On dit que ~ est compa-
tible avec la structure de groupe (ou avec la multiplication) de G si pour tous x1, T2, Y1 €t Yo

dans G tels que x1~xo et Yy1~ys 0N a T1Y1 ~ Tals.

3.4 Proposition. Soit ~ une relation d’équivalence sur un groupe G. Alors il existe sur G/~
une structure de groupe telle que la projection canonique est un morphisme si et seulement si
~ est compatible avec la multiplication de G. Si une telle structure de groupe existe, elle est

unique et on a: T = Ty pour tout x et y dans G.

Démonstration. Supposons d’abord que ~ est une relation d’équivalence sur GG qui est com-
patible avec la structure de groupe. Soit p: G — G/~ la projection canonique. Nous voulons
définir une multiplication - sur G/~ telle que (G/~,-) est un groupe et p:G — G/~, x — T
est un morphisme. Soient a et b deux éléments de G/~. Soient = € a et y € b; ceci veit dire que
a = p(z) et b = p(y). Dire que p doit étre un morphisme signifie qu'on a a-b = p(x)-p(y) = p(xy).
L’unicité de la loi de groupe - cherchée est donc claire. Pour montrer l'existence, il faut et il
suffit de montrer que pour tous ' € a et ¥’ € b on a p(z'y’) = p(zy). Pour de tels 2’ et ¥’ on a
x'~x et y'~y, donc x'y'~xy car ~ est compatible avec la structure de groupe de G. Il s’ensuit
que p(2'y’) = p(xzy). Dans les exercices on trouvera une autre démonstration (essentiellement
la méme que celle que nous venons de voire) qui utilise la Proposition 3.2.

Supposons maintenant que nous avons une structure de groupe - sur G/~ qui fait de p un
morphisme. Montrons que ~ est compatible avec la structure de groupe de G. Soient donc z,
Tg, Y1 et Yo dans G tels que x1~xq et y1~ys. On a alors p(z1) = p(xs) et p(y1) = p(yz2), donc
aussi p(x1y1) = p(x1)p(y1) = p(z2)p(y2) = p(x2y2). Il en résulte que x1y1~T2ys. U



4 Opération d’un groupe sur un ensemble.

4.1 Définition. Soient G' un groupe et X un ensemble. Une opération a gauche de G sur X
est une application -:G x X — X telle que:

1:Va,b e GV € X:a-(b-x) = (ab)-x

2:Vr e X:ex=u.

Une opération a droite de GG sur X est une application -: X x G — X telle que:

1:Va,b € GVz € X: (z-a)-b= z-(ab)

2:Vr e X:xe=u.

Comme pour les groupes on notera souvent a-x par ax etc. S’il est claire quelle est - on dit
simplement que GG opere sur X.

Supposons que G opere a gauche sur X. Alors pour tout ¢ € G on a une application
7(9): X — X: 2+ gz. Comme g~'(gr) = ex = x on voit que (g™ ')*y(g) = ide = 7(g9)>7(g7"),
donc ~y(g) est une bijection, ou encore, v(g) € Sym(X). Comme g¢1(g2x) = (g1g2)z, on a
v(g1)°v(92) = ¥(g192), donc v: G — Sym(X) est un morphisme. Si d’autre part on a un mor-
phisme v:G — Sym(X) on obtient une opération a gauche de G sur X en posant g-x =
(7(g9))(z). Il y a donc une équivalence entre les opérations a gauche de G sur X et les morphismes
~v: G — Sym(X). Méme histoire pour les opérations a droite de G sur X et les antimorphismes
0:G — Sym(X). Comme on a déja vu qu’il y a une équivalence entre les antimorphismes et
les morphismes, il y a aussi une équivalence entre les opérations a gauche et les opérations a
droite.

4.2 Exemples. 1. Sym(X) opere a gauche sur X si on pose f-x = f(z).

2. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe. On peut alors définir trois opérations différentes
de H sur G.

2.1. Opération a gauche par translation: h-g = hg.

2.2. Opération a droite par translation: g-h = gh.

2.3. Opération & gauche par conjugaison: h-g = hgh™!. Cette opération correspond méme & un
morphisme v: H — Aut(G) C Sym(G).

3. Sy opere a gauche sur 'ensemble {{{1,2},{3,4}},{{1,3},{2,4}},{{1,4},{2,3}}} des par-
titions de {1,2,3,4} en deux ensembles a deux éléments chacun. Ceci donne un morphisme

surjectif Sy — Ss.

4.3 Définition. Soit G un groupe opérant a gauche sur un ensemble X. Soit x € X. On
appelle le sous-ensemble Gx = {gx|g € G} C X l'orbite de x sous G. On appelle le sous-
groupe G, := {g€G | gr = x} C G le stabilisateur dans G de x. On dit que G opere librement
sur X (ou que l'opération est libre) si tous les stabilisateurs sont triviaux, c’est a dire, si
G, = {e} pour tout z€X. On dit que G opére transitivement sur X s’il y a exactement une
orbite. On dit que G opére trivialement sur X si pour tout g dans G et pour tout x dans X on

a gxr = x. Définitions analogues pour une opération a droite.
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4.4 Proposition. Soit G un groupe opérant a gauche sur un ensemble X. Alors X est parti-
tionné par les orbites. Autrement dit, la relation ~ sur X donnée par x~y < x € Gy est une
relation d’équivalence et on a: ©x € Gy < Gz = Gy. On notera I’ensemble quotient X/~ par

G\ X. Chose analogue pour les opérations a droite.

Soient G un groupe et H C G un sous-groupe. L’orbite Hg = {hg|h € H} de g pour 'opération
de H sur G a gauche par translation s’appelle la classe a droite de g par rapport a H. Dans ce
cas, l'ensemble quotient G/~ pour la relation ~ donnée par g;~¢gs < Hg1=Hgs se note H\G.
Noter que cette opération de H sur G par translation est libre car hg=g entraine h=e.

L’orbite gH = {gh|h € H} de g pour l'opération de H sur G a droite par translation
s’appelle la classe a gauche de g par rapport a H. L’ensemble quotient GG/~ pour la relation ~
donnée par g;~gs < g1H=goH se note G/H. L’opération de H sur G par translation a droite
est libre.

L’orbite {gzg~' | geG} de x € G sous I'opération de conjugaison par G sur lui-méme s’ap-

1

pelle la classe de conjugaison de z. Le stabilisateur {g€ G | grg~'=x} de = s’appelle le centra-

lisateur de x dans G et se note C'(z). Noter que cette opération n’est libre que pour le groupe
trivial car C'(e) = G.

4.5 Théoreme. Soit G un groupe opérant a gauche sur un ensemble X . Soit x dans X . Alors:
1. Il y a une bijection G/G, — Gzx: @ ax.
2. Pour tout a dans G on a Gu, = aG.a™ ' = {aba™' | beG, }.

Démonstration. Commencons par 1. Nous avons une application f:G — X: a — az. Soit
~ la relation d’équivalence sur GG donnée par I'opération de GG, sur GG par translation a droite:
a~b < aG,=bG,. Alors f est compatible a ~, car a~b entraine qu’il existe ceG, tel que
b = ac, donc f(b) = bx = (ac)xr = a(cx) = axr = f(a). Par la Proposition 3.1 il existe alors
une application unique f: G/G, — Gz telle que f(@) = ax. Cette application f est clairement
surjective. Supposons que f(@)=f(b). Alors ax=bx, donc r=a"*bx, donc a~beG,,, donc beaG,
d’ott finalement a=aG,=bG,=b. On voit donc que f est bijective.

Pour démontrer la partie 2 on remarque: b€Gy, < bar=axr < o ‘bar=r < o 'bacCG, <

bcaGyat. O

4.6 Corollaire. Soit G un groupe opérant librement sur un ensemble fini X. Alors GG est fini
et on a | X| = |G| |G\X]|.

4.7 Corollaire. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Alors on a |G| = |H||G/H| =
[H|[H\G.

4.8 Définition. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe tels que |G/H| est fini (ce qui
est certainement le cas si G est fini). On appelle |G/H| I'indice de H dans G et on le note aussi
par [G : H]. Si G est fini, |G : H] divise |G|.

4.9 Corollaire. Soit G un groupe fini et x dans G. Alors ordre(x) est un diviseur de |G]|.
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4.10 Corollaire. Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X. Soient Xy, Xo,..., X,

les orbites distinctes, et soit, pour tout i, donné un élément x; dans X;. Alors on a:

~ |Gl
= G

X[ =2 1X| =2 |G/G.,
i=1 i=1

Donnons quelques applications de la théorie étudiée plus haut. Supposons qu’'un groupe GG
d’ordre 1001 opere sur un ensemble X a 6 éléments. Nous allons montrer que cette opération
est triviale. Notons d’abord que 1001 = 7-11-13. Soit  dans X. Alors |Gz| divise |G| = 1001.
Comme |Gz| < |X| = 6 on conclut que |Gz| = 1. Ceci veut dire que pour tout g dans G on a
gxr = x, ce qui signifie bien que G opere trivialement sur X.

Pour G un groupe opérant sur un ensemble X, on notera X le sous-ensemble de X formé
par les points fixes: X¢ = {z € X |Vg € G: gr = x}. Pour p un nombre premier, on dira qu’un

groupe fini G est un p-groupe si |G| est une puissance de p. On a alors le résultat suivant.

4.11 Proposition. Soient p un nombre premier et G un p-groupe opérant sur un ensemble
fini X. Alors
(X¢|=|x| (mod p)

Démonstration. Considérons le complément X — X¢ = {z € X |z & X%} de X¢ dans X. Ce
complément est partitionné par des orbites a cardinaux plus grand que 1. Soit z un élément de
X — X% Alors |G-z|, étant un diviseur de |G|, est une puissance de p supérieur a 1, donc un
multiple de p. Comme X — X est partitionné par des orbites & cardinaux des multiples de p,

son cardinal est un multiple de p. O

4.12 Corollaire. Soient p un nombre premier, G un p-groupe et C' le centre de G. Supposons

que G # {e}. Alors C' # {e}.

Démonstration. Considérons I'opération de G sur G par conjugaison. Alors on a G¢ = C.
D’apres la Proposition 4.11, |C] est congru a |G| modulo p, donc |C] est un multiple de p, donc
|C| n’est pas égal a 1. O
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5 Quotient d’un groupe par un sous-groupe distingué.

Rappelons qu'un sous-groupe H C G est distingué si pour tout ¢ dans G et tout h dans H
on a ghg~! € H, c’est a dire, si pour tout g € G ona gHg ' C H.

5.1 Proposition. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Alors les conditions suivantes sont
equivalentes:

1: H est distingué,

2: pour tout g dans G on a gHg™' = H,

3: pour tout g dans G on a gH = Hg.

5.2 Exemples. 1. Pour f: G; — G un morphisme, ker(f) est un sous-groupe distingué de G;.
2. Soit, ~ une relation d’équivalence sur GG compatible a la structure de groupe de G. Alors on
peut munir G/~ d’une structure de groupe telle que la projection canonique p: G — G/~ est

un morphisme. Comme ker(p) = €, on voit que € est un sous-groupe distingué de G.
On verra dans quelques instants que tout sous-groupe distingué H de G est de la forme ker(f).

5.3 Proposition. Soit H un sous-groupe distingué d’un groupe (. Alors les relations d’équi-
valence sur G données par les opérations de H sur G par translations a gauche ou a droite
coincident: Hx=Hy < xH=yH . Cette relation d’équivalence est compatible a la structure de
groupe sur G et on peut donc munir G/H = H\G d’une unique structure de groupe telle que la
projection canonique p: G — G/H est un morphisme. On a ker(p) = H. Pour la multiplication

sur G/H on a la formule: Ty = Ty. On appelle G/H le groupe quotient de G par H.

Démonstration. Que les deux relations d’équivalence sont égales résulte de la Proposition 5.1,
partie 3. Notons par ~ cette relation d’équivalence. Supposons que x1~xy et y;~y,. Ceci signifie
que r1H=xoH et yyH=y>H. Alors on a: x1y1H = x1y2H = x1Hys = x9oHys = x9ys H, d’ou
T1y1~T2l2. On a donc montré que ~ est compatible a la multiplication de G. Les autres

assertions du théoreme ont déja été démontrés. O

5.4 Exemples. 1. Soit n un entier. Alors nZ est un sous-groupe du groupe (additif) Z. Le
groupe quotient Z/nZ se décrit comme suite. Pour n = 0 c¢’est 'ensemble {{z} |z € Z}, muni
de I'addition {z}+{y} = {r+y}; on constate que f:Z — Z/0Z, v — {x}, est un isomorphisme.
Pour n # 0 c’est 'ensemble {Z|0 < z < |n|}, ou T = {z + nm|m € Z}, muni de I'addition
T + 7 = Z avec z I'unique entier tel que 0 < z < |n| et n|(x +y — 2).

2. Soient GG un groupe commutatif et H un sous-groupe de GG. Dans ce cas H est automatique-
ment distingué, donc on peut parler du groupe quotient G/H. Il est clair, d’apres la construction
de G/H, que G/H est commutatif lui aussi.

3. Soient G un groupe quelconque, et C' C G son centre: C' = {x € G |Vy € G: xy = yx}. Le
centre C' est un sous-groupe distingué de GG, donc on peut parler du groupe quotient G/C'.

4. Soit G un groupe. Soit G’ C G le sous-groupe dérivé de de G: G’ est le sous-groupe engendré
par {zyz~'y~!|z,y € G}. On montre que G’ est un sous-groupe distingué de G et que G/G’
est commutatif. Encore mieux: on verra plus loin que, dans un certain sens, G/G’ est “le plus

grand” groupe quotient commutatif de G.
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Une des raisons pour lesquelles les groupes quotients sont utiles est que le calcul dans les groupes
quotients simplifie souvent énormément les problemes qu’on peut se poser sur les groupes et
leurs sous-groupes distingués. Par exemple, on sait que le calcul dans l'anneau Z/nZ rend
facile de voir si certains entiers sont divibles par n ou non. Un autre exemple se trouve dans

I'exercice 1 de I'examen du 13 septembre 1993 vers la fin de ce polycopié.
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6 Propriétés des groupes quotients.

Les résultats qui suivent permettent souvent de mieux comprendre un groupe quotient.

6.1 Proposition. Soient G un groupe, N C G un sous-groupe distingué, G/N le groupe
quotient et p:G — G/N le morphisme canonique. Soient H un groupe et f:G — H un
morphisme. Si N C ker(f), il existe un morphisme unique f:G/N — H tel que f = fop,

et on a ker(f) = {p(z) |z€ker(f)} = {xN|z€ker(f)} = ker(f)/N. Si par contre N ¢ ker(f),
il n’y a pas d’application f: G/N — H telle que f = fop.

Démonstration. Soit ~ la relation d’équivalence sur GG donnée par le sous-groupe N. Suppo-
sons que N C ker(f). Montrons d’abord que f:G — H est une application qui est compatible
avec ~. Soient donc a et b dans G tels que a ~ b. Cela signifie qu’il existe ¢ dans N tel que b = ac.
Notons que f(c) =e car c € N C ker(f). Alors on a f(b) = f(ac) = f(a)f(c) = f(a). Nous sa-
vons donc que f est compatible avec ~. Par définition on a G/N = G /~. La Proposition 3.2 nous
dit qu'il existe une application unique f:G/N — H telle que f = fop. Vérifions que f est un
morphisme. Pour a et b dans G on a: f(a-b) = f(ab) = f(p(ab)) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a)f(b).
Comme tous les éléments de G/N s’écrivent sous la forme T, avec x € G, on a montré que f
est un morphisme.

Supposons maintenant que N ¢ ker(f). Cela signifie qu'on peut prendre un élément z € N
tel que f(z) # ey. L'existence d'une application f:G/N — H telle que f = fop entraine la
contradiction suivante: ey = f(eq) = f(peg)) = f(p(z)) = f(z). O
6.2 Proposition. Soit f: G — H un morphisme. Soit p: G — G/ ker(f) le morphisme cano-
nique. Alors le morphisme f:G/ker(f) — H tel que fop = f, dont Iexistence et I'unicité sont
garantis par la Proposition 6.1, est injectif et induit un isomorphisme f: G/ ker(f) — im(f). Si
on note i:im(f) — H linclusion, on peut écrire f = iofop, ol p est un morphisme surjectif, f

est un isomorphisme et ¢ est un morphisme injectif.

Démonstration. Il suffit de montrer que f est injectif et que im(f) = im(f). D’apres la

Proposition 6.1, le noyau de f est trivial, donc f est injectif. Comme p est surjectif on a

im(F) = im(f). 0
6.3 Définition. Si G est un groupe, A C G et B C G des sous-ensembles, on note AB =
{ab|a€A, beB}.

6.4 Lemme. Soient f:G; — G9 un morphisme et H C G un sous-groupe. Alors f~'fH =
ker(f)H = H ker(f).

Démonstration. Montrons d’abord la premiere égalité. Pour x € ker(f) ety € H on a f(zy) =
f(x)fly)= fly) € fH,douker(f)H C f~'fH. Montrons maintenant que f~'fH C ker(f)H.
Pour z € f~'fH on a f(x) € fH, donc on peut prendre y € H tel que f(z) = f(y). Pour un
tel y, on a f(zy™') = ey, dout 2y~ € ker(f). Ceci montre que x = (zy ')y € ker(f)H. La
deuxieme égalité se démontre de la méme fagon, ou en utilisant que ker(f) est distingué. O
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6.5 Proposition. Soit f:Gy — Gy un morphisme surjectif. Soit X, I'ensemble des sous-
groupes Hy de Gy tels que Hy D ker(f). Soit X5 I'ensemble des sous-groupes de Go. Alors
les applications a: X, — X et 3: Xy — X, données par o: Hy — fH; et 3: Hy — f~'H, sont
des applications inverses. En plus, ces bijections entre X, et Xy préservent les sous-groupes

distingués.

Démonstration. Montrons que foa = idy,. Pour H; € X; on a B(a(Hy)) = f~'fH, =
ker(f)H; (d’apres le lemme 6.4), et comme ker(f) C Hy, ker(f)H; = H;.

Montrons que aef = idy,. Soit Hy € X,. Alors a(3(Hy)) = ff 'Hy. Comme f est une
application surjective on a ff~1Hy = H,.

Soient Hy € X; et Hy € Xy tels que Hy = «(H;) et donc Hy = (3(Hz). Supposons que
H, est distingué et montrons que Hy 'est aussi. Soient donc z € Gy et hy € Hy. Comme f
est surjectif on peut prendre y € Gy et hy € H; tels que x = f(y) et hy = f(hy). Alors on
a zher™' = f(y)f(h)f(y)™ = flyhy™') € f(H,) = H,. Supposons maintenant que Hy est
distingué. Alors Hy = f~'Hy = ker(paof), ol pa: G — Go/Hs est le morphisme canonique. O

6.6 Remarque. Soient G un groupe et N C G un sous-groupe distingué. La Proposition 6.5,
appliqué au morphisme canonique p:G — G/N, fournit une bijection entre I’ensemble des

sous-groupes de G/N et I'ensemble des sous-groupes de G contenant N.

6.7 Proposition. Soient G un groupe, N C G un sous-groupe distingué et H C G un sous-
groupe. Alors NH = {ab|aeN, be H} = {ba|aeN, bec H} = HN est un sous-groupe de G, N
est un sous-groupe distingué de NH et N N H est un sous-groupe distingué de H. Il existe un
isomorphisme f: NH/N — H/N N H tel que f(abN) = b(N N H) pour tout aeN, beH.

Démonstration. Notons p: G — G/N le morphisme canonique et i: H — G l'inclusion. Alors
poi: H — G/N est un morphisme, ker(pei) = N N H et im(pei) = pH. La Proposition 6.2 nous
fournit un isomorphisme ¢g: H/N N H — pH tel que g(b(N N H)) = p(b) pour tout b € H.

Le Lemme 6.4 montre que p 'pH = NH = HN. Notons j: NH — G linclusion. Alors
pej: NH — G/N est un morphisme, ker(pej) = N et im(p-j) = pH. La Proposition 6.2 nous
fournit un isomorphisme h: NH/N — pH tel que h(abN) = p(b) pour tout b € H et a € N.
L’isomorphisme f cherché est g~ loh. O

6.8 Proposition. Soient G un groupe, H et K des sous-groupes distingués de G tels que
K C H. Alors H/K est un sous-groupe distingué de G/K et il existe un isomorphisme
[(G/K)/(H/K) — G/H tel que fopp/k-px = pm, ot pu/x: G/K — (G/K)/(H/K), px: G —
G/K et py: G — G/H sont les morphismes canoniques.

Démonstration. La Proposition 6.1 affirme qu’il existe un morphisme ¢g: G/K — G/H tel
que gopx = pu, et que ker(g) = H/K. Alors H/K est un sous-groupe distingué de G/K. La
Proposition 6.2, appliquée a g, dit qu’il existe un isomorphisme g§: (G/K)/(H/K) — G/H; c’est

I'isomorphisme cherché. O
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7 Groupes cycliques.

On appelle un groupe G cyclique s’il peut étre engendré par un seul élément, c’est a dire,
s'il existe a € G tel que G = (a). Dans cette section nous allons classifier les groupes cycliques,
les morphismes entre eux et leurs sous-groupes.

Supposons que G est un groupe cyclique et que a est un générateur: G = (a). Nous avons
alors un morphisme surjectif f,:Z — G: n — a™. Le sous-groupe ker(f,) de Z est de la forme
nZ pour un unique n > 0; si a est d’ordre fini on a n = ordre(a), et si a est d’ordre infini on a
n = 0. La Proposition 6.2 fournit un isomorphisme fa: Z/nZ — G. On voit donc qu’'un groupe
cyclique infini est isomorphe a Z, et qu'un groupe cyclique fini d’ordre n est isomorphe a Z/nZ.

Passons maintenant a la classification des morphismes entre deux groupes cycliques. Comme
tout groupe cyclique est isomorphe & un unique groupe de la forme Z/nZ avec n > 0, il suffit
de trouver les morphismes f:Z/nZ — Z/mZ, pour n > 0 et m > 0. Comme nous avons
affaire a différentes sortes de classes d’équivalence, nous notons, pour a € Z, @, sa classe dans
Z/nZ. Supposons que f:Z/nZ — Z/mZ soit un morphisme. Alors f(1,) € Z/mZ satisfait a

n-f(1,) = f(m,) = f(0,) = 0,,. Cette construction nous donne une application:
(7.1) Hom(Z/nZ, Z/mZ) — {x € Z/mZ|n-x =0,,}, f— f(1,)

Comme Z est engendré par I’élément 1, Iapplication (7.1) est injective. Nous allons vérifier
qu’elle est aussi surjective. Supposons donc que x € Z/mZ et que n-xz = 0,,. Alors on a un
unique morphisme f:Z — Z/mZ tel que f(1) = x. Comme n-z = 0,, on anZ C ker(f). D’apres
la Proposition 6.1 il existe alors un morphisme f:Z/nZ — Z/mZ tel que f(a,) = f(a) = a-x
pour tout a € Z. En prenant a = 1 on voit que z est 'image de f sous I'application (7.1). Nous
avons donc montré que (7.1) est une bijection.

L’application inverse de (7.1) peut s’expliciter comme suite:
(7.2) {x € Z/mZ|nxz=0,,} — Hom(Z/nZ, Z/mZ), T — (G — Ty,

On vérifie que sous (7.1) la composition de morphismes correspond a la multiplication. En
prenant m = n on constate alors que sous (7.1) les automorphismes de Z/nZ correspondent a

des x € Z/nZ tel qu'il existe y € Z/nZ avec xy = 1,,. Autrement dit, on trouve que:
(7.3) Aut(Z/nZ) — (Z/nZ)", [+ f(1,)

est un isomorphisme.

Finalement, classifions les sous-groupes des groupes cycliques. D’apres la Proposition 6.5,
les sous-groupes de Z/nZ correspondent a des sous-groupes de Z qui contiennent nZ. On a
déja vu que les sous-groupes de Z sont de la forme dZ avec d > 0. On vérifie que dZ D nZ
si et seulement si d|n. Nous voyons donc que les sous-groupes de Z/nZ sont les groupes (d,,),
pour 0 < d|n. Noter que ces sous-groupes sont tous cycliques. On a trouvé que si G est cyclique
d’ordre n, alors pour tout d|n avec d > 1, G a exactement un sous-groupe d’ordre d et que ce

sous-groupe est cyclique.
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8 Isométries.

8.1 Définition. Soit X un ensemble. Une métrique, aussi appelée une (fonction) distance, sur
X est une fonction d: X x X — R telle que:

1: pour tout x et y dans X on a d(x,y) > 0,

2: pour tout = et y dans X on a d(z,y) = d(y, x),

3: pour = et y dans X on a d(z,y) = 0 si et seulement si x =y,

4: pour tout z, y et z dans X on a d(x,z) < d(z,y) + d(y, z). (inégalité du triangle.)

Un espace métrique est un couple (X, d), o1 X est un ensemble et d une distance sur X.

8.2 Exemples. 1. Soit X := R". Pour = (21, 22,...,2,) et y = (y1,- -+, ¥y,) dans R" notons
par (x,y) := T1y1 + - - - + T, Yy, le produit scalaire usuelle de z et y. Soit ||-|: R — R la norme

)1/ ?. Alors la distance usuelle d sur R™ donnée

associée a (-, -): pour z dans R" on a ||z|| = (z,x
par d(z,y) = ||z — y|| est une métrique sur R™.

2. Soit S un ensemble. Soit
B(S,R):={f:S—=R|3IbecRtel que Ve € Sona |f(z) <b}

I'ensemble des fonctions bornées sur S a valeurs dans R. Soit [|-||suyp: B(S, R) — R la norme sup:
|| fllsup = sup{|f(z)| | x € S}. Alors la fonction d: B(S,R) — R donnée par d(f, g) = || f — 9l|sup

est une métrique.

8.3 Définition. Soient (X,d) et (X',d') deux espaces métriques. Un morphisme d’espaces
métriques de X vers X' est alors une application f: X — X' telle que pour tout x et y dans X
onad(f(z), f(y)) =d(z,y), ou autrement dit, une application qui préserve les distances. Une

isométrie de X vers X' est une bijection f: X — X' qui préserve les distances.

On vérifie tout de suite que 'application inverse d'une isométrie est encore une isométrie. Ceci

entraine la proposition suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur.

8.4 Proposition. Soit (X,d) un espace métrique. Alors le sous-ensemble des isométries de

Sym(X) est un sous-groupe. On I'appelle groupe d’isométries de X et on le note Iso(X,d). O

8.5 Exemple. Considérons R" avec sa distance usuelle d. Pour v dans R™ notons ¢,: R” — R"™:

x +— v + x la translation par v. Comme pour tout v, x et y dans R"™ on a

d(ty(x), tu(y)) = llto(2) = (W)l = (v +2) = (W +y)|| = [lz = yl| = d(z,y),

ces translations sont toutes des isométries de R". Notons que ty = idgrn, que t,oty, = ty4y €t
que t; 1 =t_,. Ceci signifie que 'ensemble des translations {¢, | v € R"} est un sous-groupe de
Iso(R™), isomorphe au groupe (R™, +,0).

Notons par O, (R) I’ensemble des applications linéaires orthogonales g: R™ — R™. Rappelons
qu'une application linéaire g: R" — R est orthogonale si pour tout z et y dans R™ on a
(g(x),9(y)) = (x,y) et que la matrice par rapport & une base orthonormale d’une application

linéaire orthogonale est une matrice orthogonale, c’est a dire, une matrice A de type (n,n) telle
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que la transposée de A est I'inverse de A. On vérifie tout de suite que O, (R) est un sous-groupe
de Iso(R™). Nous verrons plus loin, dans la section 14, que le théoreme suivant dit que Iso(R")

est ce qu'on appelle un produit semi-direct de O, (R) par R".

8.6 Théoreme. Considérons R™ avec sa distance usuelle. Alors pour tout f dans Iso(R") il

existe un unique v dans R™ et un unique g dans O,(R) tels que f = t,°g.

Démonstration. Soit f dans Iso(R™). Nous cherchons maintenant v et g comme dans 1’énoncé
du théoreme. Alors on doit avoir f(0) = (t,09)(0) = t,(g(0)) = ¢,(0) = v. Ceci veut dire que
nous sommes bien contraints de prendre v := f(0). Soit donc g := ¢, 'of. Alors g est un élément
de Iso(R™) tel que g(0) = 0. Nous allons montrer qu’en fait g est dans O,(R), ce qui achevera
la démonstration.

Notons d’abord que pour tout  dans R™ nous avons ||g(z)|| = d(g(x),0) = d(g(x), g(0)) =
d(x,0) = ||z||. Pour tout = et y dans R" on a:

dg(z),9(v)* = lglx) —gW)I* = {g(z) — g(y), 9(x) — g(y)) =
= llg@I> +llgw)I> = 2(g(x), g(v)) = ll=]1* + [[ylI> — 2{g(x), 9(¥)),

mais aussi:

d(g(x), 9(y))* = d(z,y)* = lx —y|* = (x —y,x — y) = ||z + |lyl|* — 2(z, v).

La conclusion est que (g(x), g(y)) = (x,y) pour tout = et y.

Soit e = (ey,e9,...,6€,) la base orthonormale usuelle de R™. D’apres ce qu’on vient de
montrer, (g(e1),...,g(e,)) est une base orthonormale de R". Il existe un unique élément h
dans O, (R) tel que h(e;) = g(e;) pour tout i. Posons k := h™'g. Alors k est un élément de
Iso(R™) avec la propriété que k(0) = 0 et k(e;) = e; pour tout i. Le Corollaire 8.8 montre

que k = id, d’'ou g € O,(R). Une fagon plus simple de finir la démonstration, sans utiliser ce

corollaire, est la suivante: pour tout z = (x1,...,2,) dans R™ et tout i tel que 1 <i <non a
(k(z),e;) = (k(z), k(e;)) = (x,e;) = x;, ce qui montre que k(z) = (z1,...,2,). O
8.7 Lemme. Soient xg,x1,...,x, dans R™ n+1 points qui ne sont pas contenus dans un hy-

perplan, ou autrement dit, tels que les différences x; — x; engendrent R"™ comme R-espace

vectoriel. Siy et z dans R™ sont tels que d(y, x;) = d(z, z;) pour tout i, alors y = z.

Démonstration. Supposons que y # z. Soit H le sous-ensemble de R"™ formé des points z tels

que d(y,z) = d(z,z). Alors H est 'hyperplan médian de y et z, ce qui veut dire:

H=(y+2) + ()"

Comme H contient tous les x; (0 < ¢ < n), on a une contradiction avec ’hypothese que les z;

ne sont pas contenus dans un hyperplan. On a donc y = z. O

8.8 Corollaire. Soient xg,z1,...,x, dans R" n+1 points qui ne sont pas contenus dans un

hyperplan. Soit g dans Iso(R") tel que g(x;) = z; pour tout i. Alors g = idgn.
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Démonstration. Soit y € R". Pour tout i on a d(g(y), z;) = d(g(y), g(z;)) = d(y, z;), donc le
Lemme 8.7 affirme que g(y) = v. O

Soit maintenant X un sous-ensemble de R™. On notera par d la distance usuelle sur R", ainsi
que sa restriction a X. Nous allons étudier la relation entre les groupes d’isométries des deux
espaces métriques (R" d) et (X,d). Le groupe Iso(R"™) agit sur I'ensemble {Y C R"} des
sous-ensembles de R™ par la formule ¢-Y = {g(z) | z € Y}. Comme d’habitude, on note par
Iso(R™)x le stabilisateur de X. Si g appartient a Iso(R")x, alors sa restriction g|x: X — X a

X est une isométrie. Cette construction nous donne un morphisme de groupes
(8.9) ¢:Iso(R™) x — Iso(X), g+ g|x

8.10 Théoréme. Le morphisme ¢ de (8.9) est surjectif. Autrement dit: pour X un sous-
ensemble de R", muni de la distance de R", tout élément de Iso(X) est restriction d’un élément
de Iso(R™).
Démonstration. Si X = () ¢’est clair, donc supposons que X est non-vide. Soit z¢ dans X. Soit
F' le sous-epace vectoriel de R™ engendré par I'ensemble {z — x¢ | z € X}. Soit r := dim(F).
Prenons z1, ..., z, dans X tel que (x1 — xg, ..., 2, — xg) est une base de F'. Soit g dans Iso(X)
et posons y; := g(x;) pour 0 < i < r. Nous allons d’abord montrer qu’il existe un élément h de
Iso(R"™) tel que h(z;) = y; pour tout i, ensuite nous montrerons que g = ¢(h).

La construction de h est faite en étapes. Soit hy := t,,_s, la translation par yo — zp. On
a bien ho(z9) = yo. Supposons maintenant que pour un j avec 0 < j < r nous avons h; dans
Iso(R") tel que h;(z;) = y; pour 0 < i < j. Si par hasard h;j(xj11) = yj4+1 on pose hjiq = hj.
Supposons donc que h;(x;41) # yj+1. Soit s dans Iso(R") la symétrie par rapport au hyperplan

médian de h;(xj11) et y;41 . Notons que pour 0 <i < j on a

d(Yi, yj1) = d(g(7:), 9(xj41)) = d(@i, Tj41) = d(hy(:), hj(2541)) = d(Yi, hi(Tj41))

d’ott on conclut que s(y;) = y;. Posons hjiq := sohj. On a alors hj1(2j41) = yj+1 et hji(z;) =
s(y;) = y; pour ¢ < j. L’élément h, de Iso(R™) construit ainsi par récurrence a donc la propriété
que h,.(x;) = y; pour tout i, donc on pose h := h,.

Pour montrer que g = ¢(h), il suffit de montrer que g(z) = h(x) pour tout x dans X. Soit
alors # dans X. Comme ¢(z) appartient & X, on a g(x) — x € F. De la construction de h,

on voit que h est le composé d’une translation par une application linéaire orthogonale (cela

résulte aussi du Thm. 8.6). Comme z — xy est une combinaison linéraire de zy — xy, . . ., , — 2o,
il en résulte que h(x) — z est une combinaison linéaire de h(x1) — h(xog),. .., h(x,) — h(xg), ce
qui montre que h(x) — x appartient a F'. Le fait que pour 0 < i < r, h(x) et g(z) ont méme
distance a x; entraine que g(z) — h(x), qui est dans F', est orthogonale aux = — zy, . .., T, — Zo.
Comme ces derniers forment une base de F', on doit avoir g(z) = h(x). O
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9 Groupes diédraux et polyedres réguliers.

Dans cette section nous étudions les groupes d’isométries des polygones réguliers dans R? et
des cinq polyedres reguliers dans R3. Pour I'instant nous ne tentons pas de donner une définition
rigoureuse de ce que c’est un polyedre régulier dans R?3, mais nous présentons plutot les cing
seuls cas qui existent (le tétraedre, le cube, l'octaedre, le dodécaedre et l'icosaedre). Apres
cela nous donnerons des définitions rigoureuses, et quelques arguments pourquoi il n’existe pas
d’autres polyedres réguliers dans R3. Pour un traitement plus rigoureux des polyedres réguliers
nous conseillons les intéressés de voir les chapitres 1 et 12 de la série de livres “Géométrie” de

M. Berger, parue chez I’éditeur Cedic/Fernand Nathan.

9.1 Groupes diédraux.

Soit n > 3. Pour k € Z/nZ notons x;, = (cos(2kw/n),sin(2kn/n)) € R? o k € Z et
k = k mod n. Le sous-ensemble X = {z},| k € Z/nZ} de R? est alors 'ensemble des sommets
d’un n-gone régulier. Notons par d la distance de R?, ainsi que sa restriction & X. On définit
alors le groupe dihédral D,, comme étant le groupe Iso(X) d’isométries de X, ou X est muni
de la distance d. La rotation de R? de 27 /n est dans Iso(R?) et envoie xy, sur x31, donc induit
une isométrie de X; notons par p cet élément de D,,. D’autre part la symétrie par rapport a la
droite {(z,0) |z € R} et dans Iso(R?) et envoie x;, sur x_j, donc induit une isométrie de X;
notons par o cet élément de D,,. Le sous-groupe (p) de D,, opere transitivement sur X, donc
D,, aussi.

Déterminons le stabilisateur D,, ., de xo. Supposons que f € D, et f(zg) = xo. Alors
f(z1) = 21 ou f(x1) =x_1, comme x_; et x; sont les seuls des zy, tel que d(xy, o) = d(x1, o).
Dans le premier cas on pose g = f, dans le deuxieme cas on pose g = o f. Dans les deux cas on
a g(xg) = xo, g(x1) = 1 et g(xr_1) = x_;. Comme g € D,, on doit avoir, pour tout =z € X, et
pour k € {0,—1,1}: d(g(x), zx) = d(g(x), g(xx)) = d(z,xx). On sait que pour trois points non
collinéaires de R?, un point de R? est déterminé par ses distances & ces trois points (voir le
Lemme 8.7). Cela entraine qu’on doit avoir g(x) =  pour tout z € X, ou encore, que g = idx.

On a donc démontré que D, ,, = {idx,oc}. Ceci nous permet aussi de calculer l'ordre de
D,,: le Théoreme 4.5 dit que | X| = |D, /Dy ool = |Dul/|Dnsol, d’00t 0n tire: |D,| = 2n. En plus
le Théoreme 4.5, partie 2 dit que Dy, 2, = Dy, yi(g) = P* Dpaop™ " = {idx, pfop™"}.

Le sous-groupe (p) de D,, est d’ordre n. Comme [D,, : {(p)] =2 et o & (p), on a D,, = (p,0).
Les éléments de D,, s’écrivent de facon unique sous la forme p%c® avec 0 < a <n, 0 < b < 2.
Le calcul (opo)(zx) = (op)(z_1) = 0(21_x) = 2x_1 montre que opo = p~ ', dotop = p~lo. En

général on a:
a - —1) a —1)b
( b)( (4 d) a b c b _b+d a( b b)c b+d a ( 1) c b+d +( 1) c __b+d

On verra dans le section 14 que D,, est ce qu’on appelle un produit semi-direct de (p) et (o).
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9.2 Le groupe du tétraedre.

Considérons le sous-ensemble X := {(—1,—1,-1), (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,—1)} de R?.

Notons que la distance entre deux éléments distincts de X est toujours v/8, ce qui montre que

X est ensemble des sommets d'un tétraedre régulier, dont voici & coté une image*.
Nous définissons le groupe G “du tétraedre” comme étant le groupe Iso(X
d’isométries de X. Il est facile de voir, en notant que toutes les permutat10ns

de X sont induites par des isométries, que G est égal a Sym(X). Le groupe
G est donc isomorphe au groupe symétrique Sy. —

9.3 Le groupe du cube.

Considérons le sous-ensemble X := (£1,+1,+1) de R3. Notons que X
est 'ensemble des huit sommets d'un cube, dont on trouve une image a
coté. Soit G le groupe d’isométries de X; on I'appelle le “groupe du cube”.
Dans les exercices on montrera que |G| = 48 et que G est isomorphe a

Sy X Z /27, et aussi a un produit semi-direct (voir section 14 pour cette
notion) de (Z/2Z)? par Ss.

9.4 Le groupe de l'octaedre.
Considérons le sous-ensemble X := {(£1,0,0), (0,£1,0), (0,0,%+1)} de

R?3. Cest ’ensemble des six sommets d'un octaedre régulier, dont on trouve
une image a coté. Soit G' le groupe d’isométries de X; on 'appelle groupe
de Toctaedre. Comme l'octaedre est le “dual” du cube (ses sommets sont
les barycentres des faces du cube et les sommets du cube sont les bary-

centres des faces de 'octaedre), les groupes du cube et de I'octaedre sont

<P

isomorphes.
En fait, avec les plongements dans R? que nous avons choisis, les isométries du cube et du

octaedre sont induites par exactement les mémes isométries de R3.

9.5 Le groupe du dodécaedre.

A coté on a une image d'un dodécaedre. On démontrera un peu plus loin
qu’il existe vraiment un polyedre régulier dans R?® dont les douze faces
sont des 5-gones réguliers. En fait, nous démontrerons de deux fagons 1’exis-
tence de l'icosaedre et ensuite par “dualité” nous en déduirons I'existence

du dodécaedre. Pour 'instant nous demandons au lecteur de bien vouloir

&

admetttre 'existence du dodécaedre.

1. Les fichiers PostScript qui décrivent les cinq images du §9 ont été construits par R. Noot a I’aide du logiciel
Maple.
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Le dodécaedre a donc douze faces, vingt sommets et trente arétes. Soit X 1’ensemble de ses
sommets, et G le groupe d’isométries de X. On montre assez facilement que |G| = 120 et moins

facilement que G est isomorphe & A5 x Z/2Z (voir les exercices).

9.6 Le groupe de l’icosaedre.

A coté on a une image d’un icosaedre: c’est un polyedre régulier dont A

les vingt faces sont des triangles réguliers dont, en chacun des douze

sommets, cinq se rencontrent. Le nombre d’arétes est trente. Comme

I'icosaedre est le dual du dodécaedre, son groupe d’isométries est le méme \r

que celui du dodécaedre, donc isomorphe & Ag x Z/27Z.

Nous démontrons 'existence de l'icosaedre de deux fagons. La premiere démonstration est
assez brutale. Soit 7 := (1+1+/5)/2 le nombre de Fibonacci; on a donc 72—7—1 = 0. Considérons
le sous-ensemble X de R? consistant des douze points (0,1, +7), (7,0, £1) et (£1,+£7,0).
On vérifie en calculant que la distance la plus courte qui sépare deux éléments distincts de X
est 2 et que pour chaque élément de X il y a exactement 5 éléments de X qui sont a distance 2.
Pour arétes on prend les segments qui joignent deux éléments de X qui ont distance 2. Encore
en faisant des calculs on vérifie que pour chaque élément de X, ces 5 voisins et les arétes qui les
joignent forment un 5-gone régulier. Il est alors clair que les faces de I’enveloppe convexe (voir
la Section 9.7 pour la définition) de X sont des triangles réguliers, que X est 1’ensemble des
sommets de cette enveloppe convexe et qu’en chaque sommet 5 de ces triangles se rencontrent.

La deuxieme démonstration de l'existence de l'icosaedre est plus géométrique et moins
calculatoire. On consideére d’abord le 10-gone régulier dans le plan d’équation z = 0 de R3,
dont les sommets sont les points (cos(2kw/10),sin(2k7/10),0) avec k dans Z. Noter que les
points (cos(2kw/10),sin(2km/10),0) avec k pair forment un 5-gone régulier dont les cotés ont
longueur r := 2sin(7/5), ainsi que les points (cos(2km/10),sin(2k7/10),0) avec k impair. Il
est clair qu’il existe un s > 0 unique dans R tel que pour tout k pair, les distances de Pj :=
(cos(2km/10), sin(2k7/10), s) & Pry1 = (cos(2(k + 1)7/10),sin(2(k + 1)7/10),0) et & Py_q :=
(cos(2(k—1)m/10),sin(2(k—1)m/10), 0) sont toutes les deux égales a . On peut bien str calculer
la valeur de s, mais nous n’en aurons pas besoin. L’enveloppe convexe de ’ensemble des dix
Py, est un “tambour” dont les faces sont les dix triangles réguliers (Py, Pyi1, Pri2) et les deux
5-gones réguliers (Py, Ps, Ps, Pr, Py) et (Ps, Py, Ps, Py, Pig). Pour obtenir un icosaedre, il suffit
d’ajouter un point Py; := (0,0,¢) avec ¢ > 0 bien choisi, et un point Py5 := (0,0, u) avec u < 0
bien choisi. Alors les vingt faces sont toutes des triangles réguliers avec des cotés de longueur 7,
dont en chacun des douze sommets 5 se rencontrent. Ce serait un bon exercice de géométrie de
calculer s, t et u.

Pour obtenir un dodécaedre on procede comme suit. On prend un icosaedre. L’enveloppe
convexe de l'ensemble des barycentres des faces de licosaedre est alors un dodécaedre. Les
sommets de ce dodécaedre sont donc les douze barycentres des faces de l'icosaedre. Les arétes
sont les segment qui joignent les barycentres des couples de faces distinctes de l'icosaedre qui

ont un coté en commun.
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9.7 Définitions rigoureuses.

Rappelons qu'un sous-ensemble convexe d'un R-espace vectoriel E/ est un sous-ensemble X
de FE tel que pour tout x et y dans E, le segment qui joint x et y est contenu dans X . Autrement
dit, si X contient x et y, X contient tous les points Az +puy avec A+p =1, A > 0 et p > 0. Pour
X un sous-ensemble d'un R-espace vectoriel, I’enveloppe convexe (X) de X est le plus petit
ensemble convexe de E qui contient X; c’est l'intersection de tous les sous-ensembles convexes

qui contiennent X et plus concretement, c’est I’ensemble des sommes finies

Z)\Z‘ZEZ', I’Z‘EX, /\ZZO, Z)\Z:]'

Un polyedre convexe dans un R-espace vectoriel E est un sous-ensemble de F de la forme (X)
avec X un sous-ensemble fini de F. La dimension d’un polyedre convexe P = (X) dans E est
par définition la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par les différences x —y avec
x et y dans P; ce sous-espace est d’ailleurs le sous-espace engendré par les x — y avec x et y
dans X, donc il est bien de dimension finie.

Soit P un polyedre convexe. Un sommet de P est un élément x de P tel qu’il existe un
hyperplan H de F, disons d’équation [ = a avec [ un élément de 'espace dual E* de E et a
dans R, avec x € H et P—{z} contenu dans I'un des deux demi-espaces ouverts déterminés
par H (autrement dit, on a I(z) = a et soit {(y) > a pour tout y # x dans P, soit I(y) < a pour
tout y # = dans P). De facon équivalente, les sommets de P sont les x € P qui ne sont pas de
la forme A7 4+ Asxo avec x1 et x9 dans P distincts, Ay + Ao = 1, Ay > 0 et Ay > 0. De cette
propriété il résulte que pour P = (X) avec X fini, 'ensemble des sommets de P, qu’on notera
dans la suite par s(P), est contenu dans X; on montre aussi que (s(P)) = P. Les faces de P sont
les polyedres convexes (V) avec Y C s(P) tel qu'il existe un hyperplan H de E avec Y C H et
P contenu dans I'un des deux demi-espaces fermés déterminés par H. Par exemple, les sommets
de P sont les faces de dimension 0 de P. Pour tout ¢ > 0 nous noterons par f;(P) le nombre
de faces de dimension ¢ de P. Si E est de dimension N et P de dimension n, on voit que P
est 'ensemble de solutions dans £ d’un systeme de N—n équations linéaires (non homogenes),
li=a;, 1 <i< N-n,et f, 1(P) inégalités ; < a;, N—n+1 < i < N—n+f, 1(P), avec les a;
dans R et les [; dans E*.

Fixons un entier n > 1 et considérons des polyedres convexes dans I’espace métrique R™ (qui
est muni de sa distance usuelle). La définition de ce que c¢’est un polyedre convexe régulier dans
R" sera par récurrence sur la dimension du polyedre. Notons d’abord que pour P un polyedre
convexe dans R™, son groupe d’isométries Iso(P) agit, pour chaque ¢ > 0, sur ’ensemble des
faces de dimension 7: cela résulte par exemple du fait que les isométries de P sont induits par
des isométries de R™ qui sont des applications affines (c’est a dire, application linéaire suivie
d’une translation), donc envoient des faces vers des faces; voir I’exercice 66.

9.7.1 Définition. Un polyédre convexe régulier de dimension 0 dans R"™ est un point. Pour
k > 0, un polyedre convexe régulier de dimension k dans R™ est un polyedre convexe P de

dimension k dans R" tel que:

1. les faces de dimension < k sont des polyedres convexes réguliers,
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2. son groupe d’isométries Iso(P) opére transitivement sur I’ensemble des faces de dimension
1 pour tout 1 > 0,
3. pour chaque face F' de dimension < k, 'opération sur F' du stabilisateur Iso(P)r donne

toutes les isométries de F'.

Tout polyedre convexe de dimension 1 est un segment ({x,y}), avec x # y. La symétrie par
rapport a I’hyperplan médian de = et y échange x et y. Il en résulte que les polyedres convexes
réguliers de dimension 1 sont exactement ces segments ({x,y}). C’est un exercice assez facile
de montrer que les seuls polyedres convexes réguliers de dimension 2 sont des n-gones réguliers.
On vérifie sans probleme que les 5 polyedres des sections 9.2-9.6 sont des polyedres convexes
réguliers de dimension 3; dans la section suivante nous rendrons plausible le fait que ce sont les

seuls.

9.8 Pourquoi il n’y a pas d’autres polyedres réguliers dans R?.

Nous allons esquisser deux démonstrations du théoreme suivant. Nous appelons polyedres
réguliers dans R? les polyedres convexes réguliers de dimension 3 dans R?. On appelle face

d’un polyedre régulier les faces de dimension 2; on appelle aréte les faces de dimension 1.

9.8.1 Théoréme. Les seuls polyédres réguliers dans R® sont les tétraédres, les cubes, les

octaedres, les dodécaedres et les icosaedres.

Esquisse de la premiere démonstration. Cette démonstration repose sur le fait suivant.
Soit P un polyedre convexe de dimension 3 dans R?, et soit z un sommet de P. Alors pour
chaque face F' de P qui contient x, il y a exactement deux de ses arétes qui contiennent x;
nous notons par ap ’écart angulaire de ces deux arétes. Avec ces notations, la somme des ap,
avec P parcourant les faces contenant x, est strictement inférieur a 27. En considérant quelques
cas, on peut se convaincre que cela est vrai, mais une démonstration rigoureuse ne semble pas
vraiment facile. Une maniere serait de démontrer que 27 moins la somme des ap est égal a
I’angle polyédrique du cone convexe dual du cone de P en X.

Soit maintenant P un polyedre régulier dans R3. On sait alors que les faces sont des n-gones
réguliers, tous avec le méme n, car elles sont permutées transitivement par des isométries. Bien
sur on a n > 3. Comme les sommets sont permutés transitivement par Iso(P), il existe un
entier e > 3 tel que chaque sommet de P appartient a exactement e faces. Pour chaque aréte
il y a exactement 2 faces qui le contiennent. On vérifie facilement que dans un n-gone régulier,
les angles sont 7(1 — 2/n). Le fait nommé au début de cette démonstration a alors comme
conséquence que er(1l — 2/n) < 27. En utilisant que e > 3 on trouve tout de suite que n < 6.
Les seules valeurs possibles pour n sont donc 3, 4 et 5. Pour n = 3 on trouve, encore en utilisant
cette relation, que e < 6. Ceci conduit aux tétraedre, octaedre et icosaedre (il n’est pas difficile
de voir qu'une fois n et e fixés, il existe au plus un type de polyedre convexe régulier avec ces
valeurs de n et €). Avec n = 4 la seule valeur possible de e est 3 et on tombe sur le cube. Pour

n = 5 la seule valeur possible pour e est encore 3 et cela correspond au dodécaedre. O
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Esquisse de la deuxiéeme démonstration. Cette démonstration repose sur la formule de
Euler qui dit que pour un polyedre convexe P de dimension 3 on a fo — f1 + fo = 2, ou
pour chaque i, f; est le nombre de faces de dimension ¢ de P. Plus généralement, pour tout
polyedre convexe P de dimension n quelconque, on a 3.1 (—=1)'f; = 1+ (—=1)""L. Ce résultat
est démontré de fagon naturelle dans un cours de topologie algébrique; pour une démonstration
élémentaire et combinatoire on peut voir ...

Soit maintenant P un polyedre régulier de dimension 3 dans R3. Soient e et n comme dans
la premiere démonstration. Comme chaque face a n arétes, et chaque aréte est partagée par
deux faces, on a 2f; = nfy. Un méme raisonnement donne: efy = nfy. En divisant 1'égalité
fo— fi+ fo =2 par nfy on obtient alors:

1 1 1 1

cTh 2t

On laisse au lecteurs 'exercice que les seules solutions de cette équation avec e > 3, n > 3 et

f1 > 3 correspondent bien aux valeurs de e, n et f; des 5 polyedres que nous connaissons. O

9.9 Polyedres réguliers en dimension au moins 4.

La classification des polyedres réguliers de dimension quelconque est connu depuis 1850; elle
a été trouvée par Schlafli. Avant de donner le résultat, donnons quelques exemples.

Le cube de dimension n est le polyedre convexe
{(x1,...,2,) e R" | Vi : |2y] < 1}

On vérifie sans peine que le cube est un polyedre convexe régulier. Le cocube de dimension n

est le sous-ensemble de R suivant:

On vérifie que c¢’est un polyedre convexe régulier. On 'appelle cocube par ce que c’est le dual

du cube. Le simplexe de dimension n est le sous-ensemble de R™™! donné par:

{(zo,..., ) e R | > 2y =1, Vi:a; >0}

On vérifie que c’est un polyedre convexe régulier.

9.9.1 Théoréme. (Schlafli) Les seuls polyédres réguliers en dimension n > 4 sont le cube, le
cocube et le simplexe de dimension n. En dimension 4, il y a encore 3 autres polyedres réguliers,
appelés le (3,4,3), le (3,3,5) et le (5,3,3).

Pour les détails le lecteur intéressé est invité de consulter les livres “Géométrie” de Berger, cités

au début de ce chapitre.
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10 Simplicité des groupes A,, n > 5.

10.1 Définition. Un groupe G est dit simple si G # {e} et les seuls sous-groupes distingués
de G sont {e} et G.

Autrement dit, un groupe G est simple si pour tout morphisme f:G — G1, on a im(f) = {e;}
(c’est le cas si ker(f) = G) ou f: G — im(f) est un isomorphisme (c’est le cas si ker(f) = {e}).

La classification des groupes simples commutatifs est tres facile. Supposons que G est simple
et commutatif. Prenons = dans G différent de e (c’est possible car G # {e}). Alors G contient le
sous-groupe (z) # {e} engendré par z. Comme G est commutatif, ce sous-groupe est distingué.
Par conséquent, on a (z) = G. On voit donc que G est cyclique, donc isomorphe a Z/nZ pour
un unique n > 0. Par la classification des sous-groupes des groupes cycliques (voir §7), on sait
que les sous-groupes de Z/nZ sont les dZ/nZ, ou d|n. 1l en résulte que Z/nZ est simple si et
seulement si n est un nombre premier. Les seules groupes simples commutatifs sont donc les
groupes cycliques finis d’ordre un nombre premier, ou autrement dit, les groupes finis d’ordre
un nombre premier.

Le but principal de cette section est de démontrer que les groupes A, des permutations
paires de {1,2,...,n} sont simples pour n > 5. Avant de commencer la démonstration de ce

résultat il nous faut quelques résultats préliminaires.

10.2 Lemme. Pour n > 1, le groupe A,, est engendré par son sous-ensemble des cycles de

longueur 3.

Démonstration. La démonstration se fera par récurrence sur n. Pour n € {1,2} il n’y a
rien a montrer, car dans ces cas A, est le groupe trivial. Supposons donc que n > 3. Soit
o € A,. Si o(n) = n, on peut considérer o comme un élément de A,,_; et par récurrence on
sait alors que o s’écrit comme produit de cycles de longeur 3. Supposons donc que o(n) # n.
Prenons m € {1,...,n} tel que m & {n,o(n)} (c’est possible car n > 3). Considérons alors
7 := (0(n),n,m)o. Alors 7 est paire et on a 7(n) = n par construction, donc 7 peut étre
considéré comme un élément de A,,_; et par conséquent 7 est un produit de cycles de longueur 3.

Comme o = (m,n,o(n))7, o lui aussi est un produit de cycles de longueur 3. 0

10.3 Lemme. Soit n > 5. Alors les cycles de longueur 3 dans A, sont tous conjugués entre

eux.

Démonstration. Soit (a, b, ¢) un cycle de longueur 3 dans A,,. Nous allons montrer que (a, b, ¢)
est conjugué a (1,2,3). Soit ¢ un élément de S, tel que o(1) = a, 0(2) = b et 0(3) = ¢
(en effet, le nombre de tels o est n!/(n(n—1)(n—2)) > 2). Si o est pair, alors ¢ € A, et
0(1,2,3)07" = (a,b,c), ce qui résoud le probleme. Supposons donc que o est impair. Posons
alors 7 := 09(4,5). Alors 7 est dans A, et, comme 7(1) = a, 7(2) = b et 7(3) = ¢, on a
7(1,2,3)771 = (a,b, ). O

10.4 Lemme. On appelle doubles transpositions les élément de A,, dont la décomposition en
cycles disjoints consiste en deux cycles de longueur 2. Soit n > 5. Alors les doubles transpositions

dans A,, sont tous conjugués entre eux.
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Démonstration. Soit (a,b)(c,d) une double transposition. Montrons que (a, b)(c, d) est conju-
gué a (1,2)(3,4). Soit o un élément de S,, tel que o(1) = a, 0(2) = b, 0(3) = cet 0(4) =d
(en effet, le nombre de tels o est n!/(n(n—1)(n—2)(n—3)) > 1). Notons que o(1,2)(3,4)0~! =
(a,b)(c,d), donc si 0 € A, le probleme est résolu. Supposons donc que o est impair. Posons
T := 09(1,2). Alors 7 est pair et on a 7(1) = b, 7(2) = a, 7(3) = c et 7(4) = d, donc
7(1,2)(3,4)77! = (b,a)(c,d) = (a,b)(c,d). O

10.5 Lemme. Soient n > 5 et H un sous-groupe distingué de A, contenant un cycle de
longueur 3 ou une double transposition. Alors H = A,,.

Démonstration. Si H contient un cycle de longueur 3, H contient tous les cycles de longueur
3 (car ces cycles sont conjugués d’apres le Lemme 10.3 et H est distingué), donc H contient le
sous-groupe engendré par les cycles de longueur 3, donc (d’apres le Lemme 10.2) H = A,,. Si H
contient une double transposition, alors H contient toutes les doubles transpositions d’apres le
Lemme 10.4, donc H contient (1,2)(4,5) - (4,5)(2,3) = (1,2, 3) et comme on vient de montrer,
H=A,. O

10.6 Théoreme. Soit n > 5. Alors A,, est simple.

Démonstration. Soient n > 5 et H # {e} un sous-groupe distingué de A,,. Prenons un élément
o # e de H, et soit 0 = 01090, une décomposition de o en cycles disjoints telle que les
longueurs des o; forment une suite décroissante.

L’idée de la démonstration est la suivante. Nous voulons montrer que H contient un cycle
de longueur 3 ou une double transposition, car alors le Lemme 10.5 nous dit que H = A,,.
Pour o € S, le sous-ensemble {z |o(z) # x} de {1,2,...,n} sera appelé le support de o. Pour
montrer que H contient un cycle de longueur 3 ou une double transposition, il suffit de montrer
que H contient un élément dont le support est de cardinal 3 ou 4 (noter qu’en effet les seules
permutations paires dont le support est de cardinal 3 ou 4 sont les cycles de longueur 3 et les
doubles transpositions). Pour fabriquer un élément de H dont le support est petit, nous allons
considérer o’ := 7o77! € H avec 7 € A,, de support petit. Alors o’ est une petite perturbation
de o et on verra que 0 to’ € H est de support petit.

Si oy = (a1, as,...,aq) avec | > 4, soit o’ := 7077, avec 7 = (ay, as, az). Comme 70,771 =

o;pour ¢ > 1, on a o/ = 7017 toy---0, = (as,as,a1,a4,...,a;)09 -0, et donc o lo’ =
(ay,as3,a;). Le Lemme 10.5 nous dit que H = A,,.

Si o = (a,b,c)(d,e, f)os---0., le choix 7 = (a,b,d), donne ¢’ = (b,d,c)(a,e, f)os-- -0,
et o7lo’ = (a,d,b, f,c) € H. Le raisonnement qu’on vient de faire pour le cas ol o; est de
longueur au moins 4 nous dit que H = A,,.

Si 01 = (a,b,c) et les o; pour i > 1 sont de longueur au plus 2, alors 0? = (a,c,b) € H,
donc H = A,,.

Il reste le cas ou tous les o; sont de longueur 2. Dans ce cas on doit avoir r > 2 car
autrement o serait impaire. Donc ¢ = (a,b)(c,d)os - - 0,. Prenons 7 = (a,b,c). Cela donne

o = (b,c)(a,d)oz- -0, et 0710’ = (a,c)(b,d) € H. Le Lemme 10.5 nous dit que H = A,,.
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Comme on a traité tous les cas possibles, on a montré que H = A,,, ce qui montre que les

seuls sous-groupes distingués de A,, sont {e} et A, O

Depuis une dizaine d’années la classification des groupes finis simples est connue, mais comme
cette matiere est tres difficile, on ne peut pas en dire grand-chose dans ce cours. La liste complete
des groupes finis simples (& isomorphisme pres) se trouve dans le livre “Atlas of finite simple
groups”, écrit par Conway et al., et édité par Clarendon Press, Oxford, 1985. Dans cette liste
on trouve d’abord les groupes Z/pZ avec p premier. Ensuite il y a les groupes A,, pour n > 5,
les groupes de Chevalley et les tordus des groupes de Chevalley, et les 26 groupes sporadiques.
Un exemple d’un groupe de Chevalley est le groupe PSL, (Z/pZ) qui est le quotient du groupe
SL.(Z/pZ) des matrices de type (n,n) a coefficients dans Z/pZ et de déterminant 1, par son
sous-groupe de matrices scalaires. Le groupe PSL,,(Z/pZ) est simple si (n,p) n’appartient pas
a {(2,2), (2,3)}. Le plus petit des 26 groupes sporadiques se note Mj; (M pour Mathieu) et
est d’ordre 24-32.5-11. Le plus grand des 26 groupes sporadiques s’appelle le Monstre. L’ordre
du Monstre est:
2%0.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71

Dans la famille des 26 groupes sporadiques il y a en un qui s’appelle Baby Monster.
Nous donnons maintenant une autre démonstration du fait que les A,, sont simples pour
n > 5. Cette démonstration est par récurrence sur n. On montre, en calculant les cardinaux

des classes de conjugaison de Aj, que Ay est simple. Ensuite on procede par récurrence.

10.7 Lemme. Soient G un groupe et H C G un sous-groupe. Alors I'application 1:G — G,
x +— x~ ', induit une bijection entre G/H et H\G.

Démonstration. Notons p;: G — G/H et p,;: G — H\G les applications canoniques. De 'iden-
tité o(zh) = (xh)~' = h~'a~! € H-i(z) montre que 'application p,ot est compatible a la relation
d’équivalence sur G donnée par les translations a droite par H. D’apres la Proposition 3.2 il
existe alors une application unique pyor: G/H — H\G telle que Dgotepy = pyer. De méme, on
trouve une application unique pgei: H\G — G/ H telle que Dgotep, = pgot. De I'unicité il résulte

que ces deux applications sont des inverses I'un de I'autre. O

10.8 Lemme. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X, et soit H un sous-groupe de GG
tel que G/H est fini. Alors pour tout © € X, H opére sur l'orbite Gx de x sous G, et le nombre
d’orbites dans Gx pour l'opération de H est au plus |G/H|. En plus, si H est distingué dans

G, ces orbites ont toutes le méme cardinal et leur nombre est |G/(HG,)|.

Démonstration. Posons r := |G/H|. Nous venons de voir qu’alors |H\G| = r. Il existe donc
g1, ..., 9r dans G tels que H\G = {Hgy, ..., Hg,}, ou autrement dit, tels que G est la réunion

disjointe des classes Hg, ..., Hg,. Soit x € X; alors on peut écrire

Gr ={gz|ge G} = J{hgiz|h e H} = | Hgx

i=1 i=1

On voit donc qu’il y a au plus r orbites.
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Supposons maintenant que H est distingué. Soient x € X et g € G. Alors la multiplication
a gauche par g sur X: y — gy induit une bijection entre Hx et gHx = Hgx. Ceci montre que
toutes les Hg;x ont méme cardinal. Construisons maintenant une bijection entre 1’ensemble
H\(Gz) des orbites dans Gz pour 'opération de H et I’ensemble G/HG, (noter que d’apres la
Proposition 6.7 HG, est un sous-groupe de G). Soit f: G — H\(Gx) application donnée par
f(g) = Hgx = gHz. Montrons que f est compatible avec la relation d’équivalence sur G donnée
par le sous-groupe HG, opérant par translations a droite: pour g; € G, g2 € G, et h € H on
a f(g1hg2) = Hgrhgex = g1Hx = f(g1). D’apres la Proposition 3.2 il existe alors une unique
application f: G/HG, — H\(Gz) telle que f(¢HG,) = f(g) pour tout g € G. Par construction
f est surjective. Montrons que f est injective. Soient g1, g» € G tels que f(g1) = f(go). Alors on
a Hgix = Hgox, ot gox € Hgyzv, donc © € g5 ' Hgyz, ce qui entraine Pexistence d'un g3 € G,

et dun h € H tels que g3 = g5 'hgi, d’ou finalement g, = hg1g95"' € Hg1G, = g1 HG,. O

10.9 Lemme. Le groupe Ay a exactement 5 classes de conjugaison. Les cardinaux de ces classes

de conjugaison sont 1, 12, 12, 15 et 20.

Démonstration. On fait opérer S5 sur As par conjugaison. Soit ¢ € As et soit 0 = 01 -+ - 0, une
décomposition en cycles disjoints de longueurs [, ..., avec Iy + - - -+ [, = 5 (ceci revient a ne
pas négliger les 1-cycles). Alors d’apres la Proposition 2.3 on sait que Y./, (l; — 1) est pair et que
I'orbite de o sous l'opération de S,, est I'ensemble des permutations avec une décomposition
en cycles disjoints de longueurs [y, ...,[.. On voit facilement qu’il y a exactement 4 orbites
correspondant au partitions 5 =5, 5 =3+14+1,5=24+2+1etb=14+1+1+1+1
de 5. Les cardinaux de ces orbites sont respectivement 24, 20, 15 et 1. Appliquons maintenant
le Lemme 10.8 avec G = S5, X = (G avec opération de conjugaison et H = Ay, qui est donc
distingué dans Ss. La premiere orbite est l'orbite de = := (1,2,3,4,5); on a G, = (z) C H
donc le nombre d’orbites dans Gz pour l'opération de H est |G/H| = 2. On peut conclure
que la premiere orbite est composée de deux classes de conjugaison de Ay qui ont 12 éléments
chacun. La deuxieme orbite est 'orbite de z := (1,2,3)(4)(5); on a (4,5) € G, dou HG, = G.
Conclusion: cette orbite est une classe de conjugaison de Ay de cardinal 20. La troisieme orbite a
un nombre impair d’éléments donc ne peut pas “casser” en deux morceaux de mémes cardinaux.
Conclusion: cette orbite aussi est une classe de conjugaison de Aj et elle a cardinal 15. La

quatrieme orbite est {(1)} et est donc une classe de conjugaison de Aj. O
10.10 Proposition. Le groupe Aj est simple.

Démonstration. Soit H C Ajs un sous-groupe distingué. Alors H est réunion de certaines
classes de conjugaison de Aj, parmi lesquels on a certainement {(1)}. On trouve donc que
|H| = 1+ 12a + 15b + 20c avec a € {0,1,2}, b,c € {0,1}. En plus on sait que |H| divise
|As| = 60. On vérifie facilement que |[H| =1 ou |H| = 60. O

Autre démonstration du Théoréme 10.6. Pour n = 5 c’est la Proposition 10.10; pour
n > 6 on va faire une démonstration par récurrence sur n. Supposons donc que n > 6, que A,,_;

est simple et que N est un sous-groupe distingué de A,,, différent de {e} et de A,,. Alors pour
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tout ¢ dans {1,2,...,n} A, ;NN est distingué dans A, ; (ici on note par A, ; le stabilisateur de
i pour 'opération naturelle de A, sur {1,2,...,n}). Comme les A, ; sont isomorphes a A,,_;
(utiliser 'opération de A, ; sur {1,2,...,n} — {i}) il n’y a que deux possibilités pour chaque i:
soit A,;, NN ={e}ould,,NN=A,,

Supposons que, pour un certain ¢, on a A, ;NN = A, ;, alorson a A,,; C N pour le méme 1.
Mais comme N est distingué et les A, ; sont conjugués (A,, agit transitivement sur {1,2,...,n},
utiliser le Théoreme 4.5) ceci entraine que A,,; C N pour tout i. Comme les A, ;, 1 < i < n,
engendrent A,, (ceci se vérifie sans peine, par exemple on sait que les 3-cycles engendrent A,,)
on voit que N = A,,, ce qui est en contradiction avec I’hypothese que N #£ A,,.

Nous pouvons donc conclure que pour tout i on a A,; N N = {e}. Dans ce cas, N opere
librement sur {1,2,...,n}. Il en résulte que |N| divise n. Comme N est distingué dans A,
l'opération de A,, sur {1,2,...,n} induit une opération de A,, sur N\{1,2,...,n} (vérifiez ce
fait), qui est un ensemble de d := n/|N| < n/2 éléments. Ceci nous donne un morphisme
A, — S4. Le noyau de ce morphisme est un sous-groupe distingué de A, qui a au moins
n!/(2-d!) > n éléments. Or, nous avons déja vu qu'un tel sous-groupe est forcément égal a
A,,. Mais cela signifie que 'opération de A, sur N\{1,2,...,n} est triviale, tandis que par
construction cette opération est transitive. On en conclut que N\{1,2,...,n} n’a quun seul
élément, donc que |N| = n.

Nous savons maintenant que N opere librement et transitivement sur {1,2,...,n}. Cela
veut dire que l'application ¢: N — {1,2,...,n}, 0 — o(1), est bijective. En identifiant les deux
ensembles N et {1,2,...,n} a l'aide de ¢, nous trouvons que le sous-groupe N, de Sym(N),
qui a pour éléments les translations a gauche par N, est un sous-groupe distingué du groupe
Alt(N) qui a pour éléments les permutations paires de N. Ceci est trés remarquable, et par
exemple le groupe Z /27 x Z /27 a cette propriété. Nous montrons quun groupe d’ordre au
moins 6 ne peut pas avoir cette propriété.

Soit o un élément de Alt(N) tel que o(e) = e. Soient x € N et t, € Alt(N) la translation
a gauche par z. Comme Alt(N) normalise N,, on doit avoir ot,c~' = t, pour un certain
y € N. En prenant la valeur en e des deux cotés on voit que y = o(z). En évaluant l'identité
oty ' =, en o(y) on voit que o(zy) = o(x)o(y), ce qui signifie que o € Aut(N).

Il existe un sous-ensemble X de N tel que N = (X) et | X| < entier(logy(n)) (ceci se voit

en prenant z; # e dans N, xo & (1) etc.). Comme n > 6, on a
IN —{e} — X| >n —1— entier(logy(n)) >3

Cela montre qu’il existe un o # Idy dans Alt(V) tel que o(e) = e et o(x) = z pour tout z € X.

On a vu que o est un automorphisme de N, mais alors on trouve ¢ = Idy. O
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11 Théoremes de Sylow.

11.1 Définition. Soit p un nombre premier. Un groupe fini G est appelé un p-groupe si |G|

est une puissance de p.

11.2 Proposition. Soient p premier, G un p-groupe opérant sur un ensemble fini X et X :=

{z € X|Vg € G: gz = x} 'ensemble des points fixes. Alors on a
(X =[X]| (mod p)

Démonstration. Soit Y le complémentaire de X¢ dans X. Pour y € Y on a G, # G, donc
|Gy| = |G|/|G,| est de la forme p* avec @ > 1. On voit donc que Y est partitionné par des
orbites dont les cardinaux sont divisibles par p. Il en résulte que |Y| est divisible par p. Comme

|X| = |X% +|Y]|, on a montré que | X| et | X | sont congrus modulo p. O

11.3 Corollaire. Soient p premier et G # {e} un p-groupe. Alors le centre C' de G est non-

trivial.

Démonstration. Considérons 'opération de GG sur lui-méme par conjugaison. L’ensemble des
points fixes est alors C', donc |[C| = |G| =0 (mod p). Ceci montre que |C| > 1. O

11.4 Définition. Soit p premier. Si G est un groupe fini, |G| = p"m avec m premier a p, on

appelle p-groupe de Sylow dans G un sous-groupe H de G tel que |H| = p".

11.5 Théoréeme. (Sylow) Soient G un groupe fini, p un nombre premier, |G| = p™m avec m
premier a p. Alors:

1: il existe des p-groupes de Sylow dans G,

2: soit P C G un sous-groupe qui est un p-groupe, alors il existe un p-groupe de Sylow S dans
G tel que P C S,

3: les p-groupes de Sylow sont conjugués entre eux: pour S et S’ des p-groupes de Sylow dans
G il existe g € G tel que S’ = gSg~!,

4: le nombre de p-groupes de Sylow dans GG divise m et est congru a 1 modulo p.

Démonstration (Miller-Wielandt). Soit X := {Y C G ||Y| = p"} lensemble des parties
de G a p™ éléments; donc |X| = Cg:m. Considérons 'opération suivante de G sur X: aeY :=
aY ={aylyeY}.

Soit Y € X. Alors le stabilisateur Gy de Y agit sur Y par translations a gauche: a-y := ay.
Cette opération est libre, donc p™ = |Y| = |Gy|-|Gy \Y|. Ceci montre que |Gy| est de la forme
p*, avec k < n.

Si k = n, Gy est un p-groupe de Sylow dans G et Y est de la forme Gyx, avec x € G.
D’autre part, si S C G est un p-groupe de Sylow, les Sz, © € G, sont des éléments de X dont
le stabilisateur est d’ordre p™ (ce stabilisateur contient S, donc est égal a .5).

Posons X' :={Y € X ||Gy| = p"}, X" = {Y € X||Gy| < p"} et N le nombre des p-
groupes de Sylow dans G. L’application Y — (Gy,Y’) est une bijection entre X’ et I’ensemble
des couples (5, ¢), ou S C G est un p-groupe de Sylow et ¢ € S\G. On voit donc que | X'| = Nm.
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D’autre part, pour Y € X” on a |Gy| = p* avec k < n, d’ont |GeY| = p"*m =0 (mod p).
Comme X" est partitionné par des orbites dont les cardinaux sont divisibles par p, on voit que

p divise |X"|. Nous avons donc trouvé:
Chup = |X| = |X'| + X" = Nm  (mod p),

ou encore:
N=m'Ch.,
dans Z/pZ.

Nous pouvons conclure que N dépend seulement de p, n et m, et pas de la structure de
groupe de G. Pour trouver la valeur de N on peut donc supposer que G = Z/p™mZ. Dans ce
cas on sait (§7.1) que G posséde un unique sous-groupe d’ordre p", d’ott N = 1. (Noter que
nous avons aussi démontré la congruence Cg:m =m (mod p).)

Il reste a démontrer les parties 2, 3 et la premiere moitié de 4. Soient S C G un p-groupe
de Sylow et P C G un sous-groupe qui est un p-groupe. Nous allons montrer qu’il existe a € G
tel que P C aSa™' (noter que ceci entraine les parties 2 et 3). Pour ce faire, nous utilisons
le principe général que si I'on doit étudier les conjugués d'un sous-groupe H d’un groupe G,
il est utile de considérer l'opération de G sur G/H donnée par: a-gH = agH. En effet, le
stabilisateur de H € G/H est H, donc le stabilisateur de aH est aHa™! (voir le Théoréme 4.5,
2). Maintenant allons-y.

Considérons l'opération de G sur G/S donnée par a-gS = agS. En prenant seulement
des a dans P on obtient une opération de P sur GG/S. D’apres la Proposition 11.2 nous avons
(G/S)P|=|G/S|=m#£0 (mod p). 1l existe donc a € G tel que aS € (G/S)?, ou autrement
dit, tel que P C G = aSa™*.

Maintenant il nous reste a montrer la premiere moitié de 4. Pour cela, soit Z 1’ensemble
des p-groupes de Sylow dans G, et considérons 'opération de G sur Z donnée par conjugaison.
Par la partie 1, on sait déja que Z # (); soit donc S € Z. De la partie 3 il résulte que
Z = @G-S, donc que |Z] = |G|/|Gs|. Le stabilisateur de S pour 'opération de conjugaison de G
s’appelle le normalisateur de S dans G et se note Ng(S5). On a évidemment S C Ng(.5), d’ou
|Z]-[Na(5)/S] = |G[/|S] = m. O

Nous donnons maintenant une autre démonstration de I’existence des p-groupes de Sylow. Cette
démonstration a été trouvée dans les notes d’un cours sur les groupes finis simples par J-P. Serre
a 'ENSJF; elle consiste des trois lemmes suivants. Les détails dans les démonstrations de ces

lemmes sont laissés au lecteur.

11.6 Lemme. Soient p premier et G le groupe GL,(Z/pZ). Soit H le sous-groupe de G qui a

pour éléments les matrices de la forme
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c’est a dire les matrices (a; ;) telles que a; ; = 0 sii > j et a;; = 1). Alors H est un p-groupe
‘est a dire I tri ) tell j=0si1>jeta;,;=1). Alors H est g
de Sylow de G.

Démonstration. On sait (voir les exercices) que |G| = (p"—1)(p"—p)--- (p"—p"!). On cal-
cule: |G| = p"™ V2, avec m premier & p. Evidemment H est un sous-groupe de G, et
‘H| — pn(nfl)/2. 0

11.7 Lemme. Soient p premier, G un groupe fini, H C G un sous-groupe et S C G un p-

1

groupe de Sylow. Alors il existe a € G tel que H N aSa™" est un p-groupe de Sylow dans

H.

Démonstration. Comme il faut considérer les conjugués de S, on fait agir G sur G/S par
translation a gauche. Notons d’abord que |G/S| est premier a p car S C G est de Sylow. Il
existe donc des orbites dans G/S, pour l'opération de H, dont le cardinal est premier & p. Soit
H-aS une telle orbite. Considérons le stabilisateur H,g de aS dans H. Comme H,q = HNG,5 =
HnaGsa ' = HNaSa™, c’est un p-groupe. Comme |H|/|H,s| = |H-aS| est premier a p, c’est
un p-groupe de Sylow. a

11.8 Lemme. Soient p premier et G un groupe fini d’ordre n. Alors G est ismorphe a un
sous-groupe de GL,,(Z/pZ).

Démonstration. En utilisant 'opération de G sur lui-méme par translation a gauche, on voit
que G est isomorphe a un sous-groupe de Sym(G). En numérotant les éléments de GG, on trouve
un isomorphisme entre Sym(G) et S,,. Finalement, si pour o € S,, on définit la matrice mat(o)
telle que mat(o);; = 1 si j = o(i) et mat(o); ; = 0 sinon, on voit que S, est isomorphe a un
sous-groupe de GL,,(Z/pZ). O

Donnons enfin encore une autre démonstration de 'existence des p-groupes de Sylow. Cette

fois la démonstration est par récurrence sur |G|. D’abord un lemme.

11.9 Lemme. Soient p premier et G un groupe fini commutatif tel que p divise |G|. Alors il

existe a € G tel que ordre(a) = p.

Démonstration. Par récurrence sur |G|. Comme |G| > 1 on peut prendre b € G tel que b # e.
Si r := ordre(b) est divisible par p, disons r = ps, on peut prendre a = b*. Si p ne divise pas r,
on considere le morphisme canonique f: G — G/(b). Alors on a p| |G|/r = |G/(b)| < |G|, donc
par récurrence il existe ¢ € G tel que ordre(f(c)) = p. Par conséquent, p|ordre(c) et on procede

comme dans le premier cas. O

Démonstration (de 1). On fait opérer G sur G par conjugaison. Le centre C' de G est alors
I’ensemble des points fixes. Soit X le complémentaire, dans G, de C. On distingue deux cas.
Premier cas: p| |C|. D’apres le lemme précédent il existe ¢ € C' tel que ordre(c) = p. Soit

f:G — G/{c) le morphisme canonique (noter que (c) est distingué dans G). Par récurrence,
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il existe un p-groupe de Sylow S dans G/{c). Le groupe S := f~1S est alors un p-groupe de
Sylow dans G (noter que |S| = p|S| = p").

Deuxieme cas: p ne divise pas |C|. Comme p divise |G| et |G| = |C| + | X|, on peut prendre
z € X tel que p ne divise pas le cardinal de lorbite G-z de z. De |G-z| = |G|/|G,]| il résulte
que |G| = p™m/ avec m' premier a p. Comme = ¢ C, G, # G donc par récurrence il existe un

p groupe de Sylow S dans G; ce S est aussi un p-groupe de Sylow dans G (car |S| =p"). O

Comme premiere application des théoremes de Sylow nous donnons le résultat suivant.

11.10 Corollaire. (Cauchy) Soient p premier et G un groupe fini. Alors p divise |G| si et

seulement s’il existe a € G tel que ordre(a) = p.

Démonstration. Une des deux implications est déja connue: pour a € G on sait que ordre(a)
divise |G|, donc si p divise ordre(a), p divise |G|. Supposons maintenant que p divise |G|. Soit
S C G un p-groupe de Sylow, et b € S, b # e. Alors ordre(b) = p*, avec k > 0, donc a := p
est d’ordre p. O

Pour illustrer a quoi peuvent servir les théoremes de Sylow, considérons les deux résultats

suivants.
11.11 Proposition. Soit G un groupe tel que |G| = 15. Alors G est isomorphe a Z/3Z x Z /5Z.

Démonstration. Soit N le nombre de 3-groupes de Sylow dans GG. D’apres le Thm. 9.5 on
a N =1 (mod3) et aussi N|5; il en résulte que N = 1, donc il y a un unique 3-groupe de
Sylow S dans G et ce S est distingué. Soit N’ le nombre de 5-groupes de Sylow dans G. De
N =1 (mod 5) et N'|3 il résulte que N’ = 1. Soit alors S’ 'unique 5-groupe de Sylow dans
G; S’ lui aussi est distingué. Soit f: G — G/S x G/S’ donné par f(g) = (¢S, gS’). Alors [ est
un morphisme, ker(f) = SN S’ = {e} (noter que |S N S| divise 3 et 5) donc f est injectif.
Comme |G/S| =5, G/S est isomorphe a Z/5Z. De la méme fagon, G/S’ est isomorphe a Z/3Z.
La source et le but de f ont méme nombre d’éléments, donc f est un isomorphisme. O

11.12 Proposition. Soit G un groupe d’ordre 200. Alors G n’est pas simple.

Démonstration. Notons que 200 = 2352. Soit N le nombre de 5-groupes de Sylow dans G.
D’apreés le Thm. 11.5, on a N =1 (mod 5) et aussi N|8. Par conséquent, N = 1 et 'unique
5-groupe de Sylow dans G est un sous-groupe distingué différent de {e} et de G. O

35



12 Groupes commutatifs de type fini.

12.1 Définition. Un groupe G est de type fini s’il existe un sous-ensemble fini de G qui
engendre G.

Noter qu'un groupe fini est de type fini. Dans cette section nous allons classifier les groupes
commutatifs de type fini, mais nous commencons par la classification des groupes commutatifs

finis. Cette classification est donnée par le théoreme suivant.

12.2 Théoreme. Soit G un groupe commutatif fini. Il existe alors un entier unique s > 0 et

des entiers uniques n; > 1, 1 <14 < s, tels que
G=Z/mZ x - xZ/nZ et ns| -« -+ [na|ny

12.3 Corollaire. Deux groupes commutatifs finis G et G’ sont isomorphes si et seulement si

s=setn; =n, pour 1 <i<s.

Il nous faudra quelques résultats préliminaires pour la démonstration du Théoreme 12.2. Le

premier est le “Théoreme Chinois”.

12.4 Théoreme. Soient n # 0 un entier et n = nins - - -ng une factorisation de n en facteurs
qui sont deux par deux premiers entre eux: 1 <1i < j < s = pged(n;,n;) = 1. Alors il existe

un isomorphisme d’anneaux
fZ/nZ — Z/nZ X --- X Z/n,Z, [ (R

Démonstration. Considérons 'application ¢:Z — Z/n,Z x --- x Z/nsZ donnée par g(a) =
(@nys - - -, Gp, ). Cette application est un morphisme. On a a € ker(f) si et seulement si n;|a
pour tout i. On voit donc que ker(f) = ppem(ny,...,ns)Z. Comme les n; sont deux par deux
premiers entre eux on a ppem(ny, ..., ng) =ny---n, = n. L'existence et U'injectivité de f sont
garanties par la Proposition 6.2. Comme la source de f et le but de f ont le méme nombre
d’éléments, f est un isomorphisme. Comme f est compatible avec la multiplication, f est méme

un isomorphisme d’anneaux. O

12.5 Lemme. Soient G un groupe commutatif, x € G d’ordre n > 0 et y € G d’ordre m > 0.

Sin et m sont premiers entre eux on a ordre(xy) = nm.

nm., nm

)= g"My"Mm = e on a

Démonstration. Posons z := zy et [ := ordre(z). Comme 2" = (xy

! In,,In

llnm. D’autre part, on a e = 2!, donc e = e" = 2" = 2!y = ¢y d’olt m|in. Comme n et m
sont premiers entre eux on doit avoir m/|l. De la méme fagon on voit que n|l. Utilisant encore

que n et m sont premiers entre eux on trouve nm|l. O

12.6 Lemme. Soient G un groupe commutatif, v € G d’ordre n > 0 et y € G d’ordre m > 0.
Alors il existe z € G d’ordre ppem(n, m).

36



Démonstration. Soient pq,...,p, les nombres premiers distincts divisant nm. On a alors, de

fagon unique, n = pi* -+ pl et m = pi"* - - - p'r avec n;, m; > 0. Posant

n:= [] »" et m = J[ p"

on a n'|n, m'|m, pged(n’,m') = 1 et ppcm(n/,m') = ppecm(n,m). On applique le lemme
précédent a ™™ et y™/™ . qui sont d’ordre n’ et m’. O

12.7 Lemme. Soit G un groupe commutatif fini. Il existe v € G tel que pour tout y € G:
ordre(y)|ordre(z).

Démonstration. Soit © € G un élément tel que n := ordre(x) est maximal parmi les ordres
des éléments de G. Soit y € G. Posons m := ordre(y). On a bien stur m > 0. D’apres le lemme
précédent il existe un élément z € G tel que ordre(z) = ppem(n, m) > n. Comme l'ordre de x

est maximal on doit avoir ppcm(n, m) = n, d’ou m|n. O

On voit facilement que l'ordre de x dans le Lemme 12.7 est le plus petit entier positif n tel que

y" = e pour tout y dans G. Cet entier n est appelé I'exposant de G.

12.8 Lemme. Soient G un groupe commutatif fini et x € G tel que pour tout y € G:
ordre(y)|ordre(z). Soit f:G — G/(x) le morphisme canonique. Pour tout z € G/(x) il existe
y € G tel que f(y) = z et ordre(y) = ordre(z).

Démonstration. Soit z € G/(z), n = ordre(z). Prenons t € G tel que f(t) = 2. Comme
zordre(t) — f(pyordre(t) — f(ordre(®)) = 2 on a njordre(t); nous pouvons donc écrire ordre(t) = nm
avec m > 1. Comme ker(f) = (z) et f(t") = 2" =2 on a t" = 2! pour un | € Z. De nm =
ordre(t)|ordre(z) il résulte qu’on peut écrire ordre(z) = nmk avec k > 1. Comme e = t"" = g™
on a nmkl|lm, d’ou nk|l. Posons a := —Il/n et y := tx®. Alors f(y) = f(t)f(z*) = z. Comme on

l

avu, f(y) = z entraine n|ordre(y). D’autre part, y™ = t"z"* = 2'a~! = ¢, donc ordre(y) = n. O

12.9 Lemme. Soient s > 0 et ny,...,ns € Z. Alors Z°/(mZ X --- X ngZ) est isomorphe a
Z/mZ x - x Z/nsZ.

Démonstration. On applique la Proposition 6.2 au morphisme f:Z* — Z/niZ x - - X Z/n,Z

donné par f(ay,...,as) = (ag,...,a). O

Démonstration du Théoreme 12.2. Nous allons d’abord démontrer 'existence de s et des
n;, et cela par récurrence sur |G|. Si |G| = 1 on prend s = 0. Supposons donc que |G| > 1.
D’apres le Lemme 12.7 nous pouvons prendre z € G tel que Yy € G: ordre(y)|ordre(z). Soit
f:G — G/{x) le morphisme canonique. Comme |G/(z)| < |G| nous savons par récurrence qu’il
existe t > 0 et des m; > 1 tels que G/{(x) = Z/myZ X --- X Z/myZ et my|---|mg|my. Soit
g:Z/myZ x --- x Z/myZ — G/{x) un isomorphisme. Pour 1 < ¢ < ¢, notons par e; 1’élément
de Z/myZ x - - - x Z/myZ dont toutes les coordonnées sont zéro sauf la iéme qui est 1. D’apres

le Lemme 12.8 il existe des z; € G tels que f(z;) = g(e;) et ordre(z;) = m;. Notons n =
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ordre(z) et considérons le morphisme h: Z**! — G donné par h(as, ..., a;1q1) = xft - - - Pttt
Montrons que h est surjectif. Soit y € G. Alors on peut écrire ¢~ *(f(y)) = (ay,...,a) avec
a; € Z. On calcule: f(yz ™ -+ 2;") = f(y)g(e)) ™™ - gle) ™ = g9~ (f(y) — (@,....@)) =

e, dou yx; -z, € ker(f) = (). Il en résulte qu'on peut écrire y = xy' - it x™+ =
h(ay,...,a;y1). Considérons maintenant ker(h). Il est clair que pour tout (b, ..., by 1) € Z!!
on a (myby, ..., mby,nb 1) € ker(h), ou autrement dit, que ker(h) D myZx- - - xmyZ xnZ. Par

la Prop. 6.1 il existe un morphisme h: Z/(m,Z x - - - xm;ZxnZ) — G tel que h((ay, ..., ai11)) =
h(ay,...,a;41). Comme h est surjectif, h 'est aussi. Du Lemme 10.9 on déduit un morphisme
surjectif h: Z/myZ x --- x Z/myZ x Z/nZ — G. Le calcul |G| = |(z)|-|G/(z)| = nmy---my
montre que f est bijectif, donc un isomorphisme. Par le choix de x et des m; on a bien m; =
ordre(zy)|ordre(x) = n et my|---|ma|m,. Tout ceci montre qu'on peut prendre s = t+1, n;, =
m;_1 pour 2 <1 < setng =n.

Montrons maintenant 'unicité de s et des n;. Il suffit de montrer que s et les n; sont
déterminés par GG. Comme on doit avoir niny - - - ng = |G|, les nombres premiers p qui figurent
dans les décompositions en facteurs premiers des n; sont les p qui divisent |G|. Il suffit de
montrer que pour chaque p divisant |G| I'exposant de p en chaque n; est déterminé par G.

Soit p un nombre premier divisant |G|. Pour j > 0 soit H} := {z € G| 27 = e} le sous-
groupe de G ayant pour éléments les z € G d’ordre divisant p’. Ecrivons n; = p™in/ avec p fn.
Onamy >my > --- > mg > 0. Par le Théoreme Chinois on a Z/n;Z = Z/p™Z x Z/n;Z, d’ou

GXZ/p™MZ X - xXZ/p™ZL x G

avec p [ |G'|. Utilisant cet isomorphisme on voit que
‘H]p| _ Hpmin(j,mi)
i=1
On calcule que pour j > 1:
S
‘H;D‘/’ij,ﬂ _ Hpmln(j,mi)fmm(jfl,mi) _ H p = p\{z\m12]}|
i=1 1<i<set j<m;

Nous pouvons donc conclure que pour j > 1 le nombre des m; qui sont plus grand ou égal a j

est log,(|H}|/|H}_]). Ceci détermine la suite m; > mg > -+ > my. L'entier s est donné par la

formule
s = maxlog, |HY
pllcl " A
car pour chaque p| |G| on a log, |[HY| < s, avec égalité si et seulement si p[n. O

Nous commencons maintenant 1’étude des groupes commutatifs de type fini. Pour G un groupe
quelconque nous posons Gy := {x € G|3In > 0: 2" = e}; donc Gy est le sous-ensemble de
G formé des éléments d’ordre fini. On dit que G est “sans torsion” si Gios = {€}. Si Gyors €5t

un sous-groupe de G on 'appellera le sous-groupe de torsion de G.

12.10 Proposition. Soit G un groupe commutatif. Alors G est un sous-groupe de G et

G /Giors €St un groupe sans torsion.
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Démonstration. On a e € Gios. Si 7,y € Giops 1l existe n et m positifs tels que 2" = e = y™;
alors (xy)"™ = z""y"™ = ¢, donc Yy € Giors. Si & € Giors, n > 0 et 2" = ¢, on a (x71)" = e,
donc 27! € Giors. Nous avons montré que Giors est un sous-groupe de G. Soit © € (G/Gors )tors-
On prend n > 0 tel que " = €. On prend y € G tel que x = 7. Alors on a y” = 7" = 2" =€,
d’olt y" € Giors. 1l existe alors m > 0 tel que e = (y™)™ = y™™, ce qui signifie que y € Gyops €t

par conséquent que x = €. O

12.11 Définition. Un groupe commutatif de type fini est libre s’il existe r > 0 tel que G = 7.
Une suite x1,...,x, dans un groupe commutatif G est une base si pour tout x € G il y a un

élément unique (ay,...,a,) € Z" tel que x = xy* -+ - 2.

Pour 1 < i < r notons par e; ’élément de Z" dont toutes les coordonnées sont 0 sauf la zeme

qui est 1. La suite eq, ..., e, est une base de Z".

Soit G’ un groupe commutatif. Si f:Z" — G est un isomorphisme, la suite f(e;),..., f(e;)
est une base de G. Réciproquement, si z1,...,x, € GG on leur associe le morphisme f:Z" — G
donné par f(aq,...,a,) = x{* -+ 2% . Ce morphisme f est surjectif si et seulement si z1, ...z,
engendrent GG; f est un isomorphisme si et seulement si zq, ..., x, est une base de GG. Un groupe
commutatif de type fini est donc libre si et seulement s’il existe r > 0 et une suite z4,...,x,

dans G qui est une base.

12.12 Théoreme. Soit G un groupe commutatif, de type fini et sans torsion. Il existe un entier

r > 0 unique tel que G = Z". Cet entier r est appelé le rang de G.
Nous avons besoin d’un lemme avant de démontrer le théoréme.

12.13 Lemme. Soit eq,...,e, une base d’'un groupe commutatif GG, noté additivement. Soient
i,j € {1,...,r} distincts et a € Z. Soient ej = ey pour k # j et € = e; + ae;. Alors e}, ... e,

» T

est une base de G.

Démonstration. On a e; = € — ae; et e, = ¢ pour k # j. Cela montre que ef,... e

engendrent G. Soient ay,...,a, € Z tels que ai€| + - -+ + a,e,. = 0. Cela donne

0= Z agey, + a;(e; + ae;) = Zakek + (a; + aa;)e;,
kA ki

ce qui entraine a; = 0 pour k # i et a; + aa; = 0. On en déduit que a; = 0 pour tout k. O

Démonstration du Théoréeme 12.12. Montrons d’abord l'unicité de r. Soit f:Z" — G
un isomorphisme. L’image du sous-groupe 27" = {(2a4,...,2a,)|ay,...,a, € Z} de Z" est le
sous-groupe H := {2 |z € G} de G. Soient p: Z" — Z" /2Z" et p': G — G/ H les morphismes ca-
noniques. La Prop. 6.2 nous donne un isomorphisme f: Z" /2Z" — G /H. D’apres le Lemme 10.9
le groupe Z"/2Z" est isomorphe a (Z/2Z)". On en déduit que |G/H| = 2", ce qui montre que
G détermine r.
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Nous allons maintenant démontrer ’existence de r. Considérons les cardinaux |X | des sous-
ensembles X C G qui engendrent (&; nous appellerons le nombre minimal de générateurs de GG
le minimum de ces | X|. Nous montrerons 1'énoncé suivant:

Soit G’ un groupe commutatif, de type fini et sans torsion. Soit r le nombre minimal
de générateurs de G. Alors tout systeme générateur xi,...,z, de r éléments de G

est une base.

Noter que cet énoncé démontre I'existence d’un » comme dans I’énoncé du théoreme. Soit donc

Z1,..., %, un systeme générateur de G, et f: Z" — G le morphisme surjectif associé. Il nous faut
montrer que f est injectif. Supposons que f n’est pas injectif. Prenons 0 # = = (ay,...,a,) €
ker(f). Soit d := pged(ay,...,a,). Dans Z" on a alors x = da’ avec &' = (a1/d,...,a,/d).
Comme G est sans torsion, 1'égalité e = f(x) = f(da') = f(2)? entraine f(2') = e, ou
autrement dit, ' € ker(f). En remplacant x par z’ nous pouvons donc supposer que x =
(ay,...,a,) avec pged(ay, ..., a,) = 1.

Nous allons montrer qu’il existe une base fi,..., f. de Z" telle que f, = x. Notons que cela

finit la démonstration du Théoreme 12.12 car cela signifie que f(f1),..., f(f,—1) engendrent G,
ce qui est en contradiction avec la minimalité de r.

Prenons i € {1,...,r} tel que |a;| soit maximal parmi les |ag|, 1 < k < r. S'il existe j # i tel
que a; # 0, on peut écrire a; = aa; +b avec 0 < b < |a;| (c’est la division Euclidienne). D’apres
le Lemme 12.13 on a une base €}, ..., e, de Z" donnée par ej, = e;, pour k # j et e; = ¢; + ae;.

Utilisant les égalités e} = e, pour k # j, e; = € — ae; et a; = aa; + b on trouve:
T
T =ajer + -4 ape, = Y ape) + a;(e) — ae)) + (aa; + b)e; =Y aje),
ki, k=1

avec ay, = aj pour k # i et a; = b. Il en résulte que

Z|a§c| < Z|ak| et pged(ay,...,a) =1
k=1 k=1

(noter que a; = aajj+aj et aj, = aj, pour k # i). En itérant ce procédé on tombera donc en au plus
lai|+ - - -+ |a,| étapes sur une base fi, ..., f, telle que & = by f1 +- - - +b, [, pged(by, ..., b)) =1
et les b; sont 0 sauf un, disons b;. Dans ce cas on a v = £f;. La base voulue s’obtient par un
changement de signe (si nécessaire) et une permutation. O

Le théoreme suivant donne enfin la classification des groupes commutatifs de type fini.

12.14 Théoreme. Soit G un groupe commutatif de type fini. Il existe alors des entiers uniques

r,s > 0 et des entiers uniques n; > 1, 1 <1 < s, tels que
G=Z"XZ/mZ x ---xZ/nZ et ng| -+ - |ng|ng

Ces entiers r, s, ny,...,ns s’appellent les invariants de G.

Avant de démontrer ce théoreme, dont les Théoremes 12.2 et 12.12 sont des cas spéciaux,

démontrons les lemmes suivants.

12.15 Lemme. Soit f: G — H un morphisme surjectif. Si G est de type fini, H I'est aussi.
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Démonstration. Soit X C G un sous-ensemble fini qui engendre G. Alors {f(z) |z € X} est

un sous-ensemble fini de H qui engendre H. O
12.16 Lemme. Soit G un groupe commutatif de type fini tel que G = Gios. Alors G est fini.

Démonstration. Soient zq,...,x, un systeme de générateurs de GG. Notons n; 'ordre de x;.
Soit f:Z" — G le morphisme surjectif associé a z1,...,x.: f(as,...,a,) = z{*---z%. On a
ker(f) DniZ x --- x n,Z, d’ou, d’apres la Proposition 6.1, un morphisme surjectif Z"/(n;Z x
-+ X n,Z) — G. Il résulte du Lemme 12.9 que G est fini. O

Démonstration de 12.14. Montrons d’abord 'existence de r, s et des n;. D’apres la Proposi-
tion 12.10 et le Lemme 12.15, G/Gors est sans torsion et de type fini. D’apres le Théoréeme 12.12
il existe > 0 tel que G/Giors = Z7. Prenons xq, ..., z, € G tels que T, . .., T, est une base de
G/Giors- Considérons le morphisme:

: X Gtors — G, ai, ..., 0r), =axy e x”
IEARSE G, ((a ) y) = @yt aty

Si ((a1,.-.,a,),y) € ker(f) on a xf* -+ 29 =y~ € Giors, donc 77 - - - 7,9 = € dans G/Glors,
dotta; = --- = a, = 0. On en déduit que y = e et on voit donc que f est injectif. Montrons
que f est surjectif. Soit z € G. Il existe (ay,...,a,) unique tel que T = Z7* ---T,%. Posons
yi=azx;™--x;%. Alors on a§ =€, dou y € Gios €t © = f((a1,...,a,),y). Nous savons
maintenant que f est un isomorphisme.

Notons pry: Z" X Giors — Giors le morphisme donné par pry(z,y) = y. L’application pryof~!
de G vers Gyq est alors un morphisme surjectif. D’apres le Lemme 12.15 Gy, est de type fini.
D’apres le Lemme 12.16 nous dit alors que Gy est fini. L’existence de s et des n; résulte du
Théoreme 12.2.

Montrons maintenant 1'unicité de r, s et des n;. Il suffit de montrer que ces nombres sont
déterminés par G. Comme G/Gios = Z7, Ventier r est le rang de G/Giors. Comme Gioprs =

Z/mZx---xZ/nsZ, les entiers s,nq, ..., ng sont déterminés par G d’apres le Théoreme 12.2. O

Nous allons donner maintenant une autre démonstration du Théoreme 12.14 qui est basée sur
I'idée suivante. Si G est un groupe commutatif de type fini, engendré par z{,...,x, on a le
morphisme surjectif f: Z" — G donné par f(ay,...,a,) = x7* - - - 2% . D’apres la Proposition 6.2,

G est alors isomorphe & Z"/ ker(f). On pourrait donc étudier tous les groupes quotients de Z".

12.17 Théoréme. Soient n > 0 et H un sous-groupe de Z". Alors H est libre de rang au

plus n.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n =0 on a H = Z°. Pour n = 1, H est un sous-
groupe de Z, donc H = kZ pour un unique k > 0;ona H 2 Z%°sik=0et H = Z'si k # 0.

Supposons donc que n > 2. Soit p: H — Z le morphisme donné par p(as,...,a,) = a,. Soit
H' :=im(p); comme H' est un sous-groupe de Z, H' = ZF avec k' € {0,1}. Soit H” := ker(p),
donc H” est le sous-groupe d’éléments de H de la forme (ay,...,a,-1,0). On peut considérer
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H'" comme un sous-groupe de Z"~!, donc par récurrence H” = Z*" pour un k" < n—1.Si k' =
" .
ona H = H" = ZF . Supposons donc que k' = 1. Soient alors k := k” + 1, z1,..., Ty une

base de H” et x), € H tel que p(zy) est une base de H'. Soit f:Z* — H le morphisme donné

par f(ai,...,ax) = a1x1 + - - - + agxr. On montre que f est un isomorphisme de la méme fagon
qu’on a utilisée pour le morphisme f dans la démonstration du Théoreme 12.14. O
12.18 Théoreme. Soient n > 0 et H C Z" un sous-groupe. Il existe alors des bases eq, ..., e,
deZ" et f1,..., fm de H, telles que pour 1 <i < m on a f; = n;e;, avec n; > 0 et ny,| - - - |ng|n;.

Démonstration. La construction de telles bases est faite en étapes. On commence avec des
bases arbitraires e = (e;)1<j<, de Z" et f = (fi)1<i<m de H. Deux telles bases donnent une
matrice (z;,;) avec coefficients dans Z, de m lignes et n colonnes déterminée par: f; = 3°; z; je;.
Pour construire des nouvelles bases, on se permet de faire les opérations suivantes sur les deux
bases:

1. permutations des éléments d’une base,

2. multiplier n’importe quel élément d’une base par —1,

3. ajouter un multiple de 1'?eme élément d’une base au jeme élément de cette base, avec j
différent de 7.

On a vu en effet que ces opérations transforment une base en une base (voir le Lemme 12.13).
/
J
on obtient la matrice (77 ;) de la matrice (z;;) par 'opération correspondente suivante:

Si la base €' = (€;)1<j<n est obtenue par une telle opération appliquée a la base e = (e;)1<j<n,
1. la méme permutation, mais appliquée aux colonnes de (z; ),

2. multiplier la colonne correspondente par —1,

3. ajouter le méme multiple de la ¢eme colonne au jéme colonne.

Si la base " = (f)1<i<m est obtenue par une telle opération appliquée a la base f = (f;)i1<i<m,
on obtient la matrice (z; ;) de la matrice (;;) par les mémes opérations, mais appliquées cette

fois aux lignes. On voit donc que si on arrive, par ces opérations, de transformer la matrice

: , b e , , ,

(z;;) en une matrice (z; ;) telle que x}; = 0si i # j et x|+ |77, ,,, les bases cherchées sont
A .o / / : 3 / / / / /

trouvées: si f’ et ¢’ sont les bases qui donnent la matrice (7 ;), on prend f; ,..., fiete,, ... €.

L’algorithme suivant fait la transformation cherchée sur les matrices:

12.19 Algorithme. 1. Si z;; = 0 pour tout ¢,j on arrete; sinon, faire une permutation
sur les colonnes et une permutation sur les lignes telles que |z1 ;| est non-nul et minimal
parmi les |z; ;| qui sont non-nuls.

2. Sl existe ¢ > 1 tel que xy fx;1, écrive x;1 = g1 + 1 avec 0 < r < |xy14], soustraire ¢
fois la ligne 1 de la ligne ¢, échanger les lignes 1 et i. Répéter ceci jusqu'a x;1|z;1 pour
tout 7.

3. Pour 2 < i < n, soustraire la ligne 1 x;;/x;, fois de la ligne . Maintenant z; ; = 0 pour
tout ¢ > 2.

4. Répéter I'étape (1) et les étapes (2) et (3) et leurs analogues avec la premiere ligne (en

faisant des opérations sur les colonnes) pour avoir x;; =0sii>1letz;; =0sij > 1.
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5. S'il existe i, j avec x4 fx; , écrire z; j = qry1 1 +r avec 0 < r < |z1;], ajouter la ligne 1
a la ligne 7, soustraire la colonne 1 ¢ fois de la colonne j, recommencer avec (1). Sinon,
multiplier la colonne 1 par &1 pour avoir x;; > 0 et recommencer 'algorithme avec la

matrice (2;7)2<i<m,2<j<n-

La vérification que cet algorithme fait ce qu’il faut est laissée au lecteur. a

Remarque. On peut montrer que les entiers ny, ..., n,, ne dépendent pas des bases e et f. Par

exemple, le nombre n; est le plus grand commun diviseur des x; ;.

Deuxieme démonstration de 12.14. L’unicité de r, s et de n; se démontrent comme dans
la premiere démonstration. Montrons leur existence. Soient zy,...,x, un systeme générateur
de G et f:Z" — G le morphisme surjectif associé. D’apres le Théoreme 12.17 ker(f) est libre
de rang m < n. D’apres le Théoreme 12.18 il existe des bases eq,...,e, de Z™ et fi,..., fm
de ker(f) et des entiers non-négatifs n;, 1 < i < m, tels que f; = ne; pour 1 < i < m et
M| -+ [n2|ni. Comme fi, ..., f,, est une base, on a n; # 0 pour tout i. Soit ¢g: Z" — Z" le
morphisme donné par g(aq,...,a,) = aje; + - - - + aye,. Comme les e; forment une base de Z",
g est un isomorphisme. On a un morphisme surjectif fog: Z" — G dont le noyau est g~* ker(f).
La Proposition 6.2 dit alors que G est isomorphe & Z" /g~ ker(f). En remarquant que la suite

g f1), -, g7 (fim) est une base de g~ ! ker(f) on voit que
g tker(f) =mZ x - x npZ x {0}
Utilisant le Lemme 12.9 on trouve:
G=Z"/(MZ X - xn,Zx{0}"""™)=Z/mZ X - xZL/n,LxZ"™

Comme n,,| - - -|ns|ny, il existe j > 0 tels que la suite nq, ..., n,, termine par exactement j fois
1. Noter que Z/1Z = {0}. On a donc

G=2Z""XZ/MZ X - XZL/ng, ;L

avec ng > 1 pour 1 <k <m—j, et ny,_j| - - - |ny. O

12.20 Application de I’Algorithme 12.19. Soient n > 0, fi,..., f, € Z"™. Soit H :=
({f1,..., fm}) le sous-groupe de Z" engendré par fi,..., f. On aimerait calculer les inva-
riants 7, s, ny,...,ns du groupe Z"/H. Nous allons expliquer comment cela peut étre fait avec
I'’Algorithme 12.19. Notons e, ..., e, la base canonique de Z". On obtient une matrice (z; ;)
avec m lignes, n colonnes en posant: f; = >°; x;je;. On se permet maintenant de faire les 3
opérations données sur la page 42 sur la base e, ... e, de Z" et sur le systeme générateur
fi,---, fm de H (noter que ces opérations tranforment en effet un systéme générateur en un
systeme générateur). L'effet de ces opérations sur la matrice z; ; est la méme que sur la page 42.
L’Algorithme 12.19 démontre donc l'existence d'une base €/, ..., e, de Z", d'un entier m’ > 0

et d'une base f{,..., f/, de H tel qu’il existe des entiers strictement positifs di, ..., d,, tels
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que f! = d;e} pour 1 < i < m’ et dy|dg|---|d,. Disons que la suite dy,...,d,, commence par

exactement j fois 1. Alors de la formule
Z"/H = Z"™ X Z)dpwZ x --- x Z/d; 1\ Z

on déduit facilement les invariants de Z"/H: r =n—m/, s=m'—jet ny = dyy, ..., ns = dj1.
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13 Le théoréme de Jordan-Holder.

Soit G un groupe fini. Nous allons associer a GG des listes de groupes finis simples, a iso-
morphisme pres, avec multiplicités. La construction d'une telle liste dépend de certains choix,
mais le théoreme de Jordan-Holder affirme qu’en fait on ne trouve, a permutation pres, quune
seule liste. Tout le procédé est d’ailleurs un analogue assez exact de la décomposition en atomes
d’une molécule en chimie.

Voici le procédé, qui est par récurrence sur |G|. Si G = {e}, on lui associe la liste vide.
Si G est simple, on lui associe GG. Finalement, si G est non-trivial et non-simple, on prend un
sous-groupe distingué N de G, différent de {e} et de G, et la liste associée & G est alors la

réunion des listes associées a N et a G/N.

13.1 Théoréme. (Jordan-Holder) La liste associée a G comme ci-dessus ne dépend pas, a

permutation pres, des choix des sous-groupes distingués.

Nous allons démontrer ce théoreme un peu plus loin, apres quelques exemples et préliminaires.
Notons tout de suite que si GGy et G5 sont des groupes finis isomorphes, les listes associées a G

et a Gy sont les mémes. Regardons quelques exemples.

13.2 Exemples. (1) G := Z/30Z. Pour N on peut prendre 2Z/30Z. La liste de Z/30Z est
la réunion des listes de 2Z/30Z et de (Z/30Z)/(2Z/30Z). Le deuxiéme de ces groupes est
isomorphe a Z /27 par la Proposition 6.8; comme Z /27 est simple, sa liste est Z/2Z. Le premier
des deux groupes est isomorphe a Z/15Z (il est engendré par 2 qui est d’ordre 15). Dans Z/15Z
on peut prendre le sous-groupe 3Z/15Z, qui est isomorphe au groupe simple Z/5Z. Le quotient
(Z/15Z)/(3Z/15Z) est isomorphe au groupe simple Z/3Z (encore la Proposition 6.8). On voit
finalement que la liste associée a Z/30Z est Z/2Z, Z/3Z, Z/5Z.

(2) G := S3. Dans ce cas il n’y a qu'un seul sous-groupe distingué différent de {e} et de G-
c’est Az. Comme Az = Z/3Z et S3/A3 = Z/27Z, la liste associée a Sy est Z/2Z, Z/37Z.

(3) G := S4. On sait (Exemple 4.2 (3)) qu'il existe un morphisme surjectif f:S, — Ss,
tel que ker(f) = {(1),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}. On a déja vu que la liste de S3 est
Z/2Z7, 7/3Z. Pour tout = € ker(f) on a x* = e, donc ker(f) est commutatif (ce qui se vérifie
aussi directement, si on veut). Comme ker(f) n’a pas d’élément d’ordre 4, il est isomorphe a
Z/27 x Z/27. La liste associée a Sy est donc Z/2Z (3 fois), Z/3Z.

(4) G := S, avec n > 5. Prenons N := A,,. Comme n > 5, A, est simple, donc la liste
associée a S, est Z/27, A,,.

Notons enfin que deux groupes non-isomorphes peuvent bien donner la méme liste. Par exemple
les listes associées a Z/47Z et & Z/27 x Z./27 sont les mémes.

Pour la démonstration suivante du Théoreme 13.1, qui est tirée de notes d’un cours sur les
groupes finis simples par J-P. Serre a 'ENSJF, nous aurons besoin des notions de suite exacte
et de filtration.

13.3 Définition. Une suite de morphismes de groupes

fn—l
—

(13.3.1) G Loa, oGy — G,
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est exacte en degré i (avec 1 < i < m) si on a ker(f;) = im(f;—1). Une telle suite est appelée

exacte si elle est exacte en degré i pour tout ¢ avec 1 <1 < n.

Notons par exemple qu'une suite {e} — G’ Lasa - {e} est exacte si et seulement si f
est injectif, g est surjectif et ker(g) = im(f). Pour simplifier la notation dans ce qui suit nous
noterons le groupe trivial {e} par 1. Pour des raisons de notation, nous noterons aussi 1’élément

neutre d’un groupe par 1 dans la suite.

13.4 Lemme. Soit

1 1 1
I l I
1 - A - B — C — 1
I I I
1l - D —-— F — F — 1
l l !
G H I
I l l
1 1 1

un diagramme commutatif de morphismes de groupes tel que les lignes et les colonnes sont
exactes. Alors il existe des morphismes uniques o: G — H et : H — I qui font commuter le

diagramme complété. En plus, la suite 1 — G — H — [ — 1 est exacte.

Démonstration. Montrons d’abord qu’il existe un morphisme a:G — H comme dans le
lemme. Pour définir «, nous allons dire pour tout g dans G quel est son image dans H. Soit
donc g dans G. Comme le morphisme D — G dans le diagramme est surjectif, on peut prendre
un d dans D qui a image g dans G. Notons e l'image de d dans F par le morphisme D — E du
diagramme (attention: e n’est pas forcément 1'élément neutre 1 de E). Soit h dans H I'image
de e par le morphisme F — H du diagramme. Montrons que cet élément h ne dépend pas du
choix de d. Soit d’ dans D un élément qui a g pour image dans G. Alors d'd~! est dans le noyau
de D — @, donc il existe un élément a dans A qui a image d'd~* par A — D. Notons b I'image
de a par A — B, € I'image de d’ par D — FE et h' I'image de ¢ par E — H. Alors I'image

de b par B — E est ¢'e”!, ce qui implique que e’e”!

est dans le noyau de £ — H. On en
conclut que h' = h. La construction que nous venons de faire définit une application a: G — H.
La surjectivité de D — G implique que c’est la seule application de G vers H qui peut faire
commuter le diagramme. Montrons que « est un morphisme. Soient g; et g5 dans GG. Soient d;
et dy dans D tels que leurs images dans H sont g; et go. Soient hy et hy les images de dy et ds
dans H par la composée de D — E et E — H. Alors on a h; = a(g1) et he = a(g2). Comme
les images de dyds par D — G et D — E — H sont g1gs et hihy, on a aussi a(g192) = hihs.
L’existence et unicité de a sont maintenant démontrées.

L’existence et unicité de § se démontrent de la méme facon, donc nous indiquons seulement
quel est I'image d’'un h dans H par 3. Comme E — H est surjectif, nous pouvons prendre un
e dans I qui a h comme image dans H. Soit f l'image de e par £ — F'. Soit ¢ I'image de f par
F — I. Alors ce i ne dépend pas du choix de e, et on a 5(h) = i.
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Abordons maintenant la question d’exactitude du lemme. On voit facilement que [ est
surjectif, car la composée de F — F et F' — I est surjective. Montrons que ker(3) = im(«) en
montrant les deux inclusions. Soit g dans G. Prenons d dans D qui a image g par D — G. Soit
e 'image de d par D — E. Alors a(g) est I'image de e par E — H. L’image de e dans F est 1,
ce qui implique que B(a(g)) = 1. On a donc montré que im(«) C ker((3). Soit h dans ker(s3).
Prenons un e dans F qui a image h par £ — H. Soit f I'image de e par E — F. Alors f est
dans le noyau de F' — I, donc on peut prendre ¢ dans C' qui a image f par C' — F'. Prenons
un b dans B qui a image ¢ par B — C; notons e; I'image de b par B — E. Posons ey := eej .
Alors ey aimage 1 par F — F et image h par E — H. Prenons un d qui a image e; par D — FE.
Soit g I'image de d par D — G. Alors on a a(g) = h. On a donc montré que ker(5) C im(«).

Il reste & montrer que « est injectif. Soit ¢ dans ker(«). Prenons d dans D qui a image g par
D — G. Soit e I'image de d dans E. Comme e est dans le noyau de £ — H, on peut prendre
un b dans B qui a image e dans E. Notons ¢ I'image de b dans C'. Alors I'image de ¢ dans F
est 1, donc ¢ = 1. On peut donc prendre un a dans A qui a image b dans B. Soit d; I'image de

a dans D. Alors d; a image e dans FE, ce qui montre que d; = d. Par conséquent, g = 1. O

13.5 Remarque. La technique de démonstration que nous venons de voir s’appelle la chasse
de diagrammes. Le Lemme 13.4 est un cas spécial du “lemme du serpent”, qu’on peut trouver

dans chaque livre sur ’algebre homologique.

13.6 Définition. Soit G un groupe. Une filtration (décroissante) sur G' est une suite de sous-

groupes (G)i>0, de G telle que pour tout i > 0 on a G; D G;11. Une filtration
GDGoDGlDGQD"'

de G est appelée une filtration de Jordan-Hélder si
1: Gy =G,
2: G411 est distingué dans G; pour tout ¢ > 0,
3: pour tout i > 0 le quotient G;/G;1 est trivial ou simple,

4: il existe un i tel que G; est trivial.
13.7 Lemme. Pour tout groupe fini G il existe des filtrations de Jordan-Hélder.

Démonstration. Récurrence sur |G|. Pour G trivial ou simple c’est clair. Supposons donc que
G n’est pas trivial ou simple. Prenons un sous-groupe distingué non-trivial N de G, différent
de G. Par récurrence, il existe des filtrations de Jordan-Hélder pour N et G/N, disons (NV;);>o et
((G/N);)i>0- Soit j > 0 tel que (G/N); est trivial. Notons p: G — G/N la projection canonique
et posons G; := p~'(G/N); pour i < j. Pour i > j nous posons G; := N;_;. On peut vérifier
que (G)i>o est une filtration de Jordan-Holder pour G. O

13.8 Lemme. Soit (G;);>o une filtration de Jordan-Hélder d’un groupe G. Soit N un sous-
groupe distingué de G. Pour tout ¢ > 0 posons N; := NNG; et (G/N); := p(G;), oup:G — G/N
est la projection canonique. Alors (N;);>o et ((G/N););>0 sont des filtrations de Jordan-Hélder,

et pour tout ¢ > 0 on a une suite exacte

1 — N;i/Nij1 — Gi/Giy1 — (G/N)i/(G/N)ip1 — 1
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Démonstration. Vérifions que (N;);>o est une filtration de Jordan-Hélder. Comme Ny =
N NGy = NNG = N la premiere condition est satisfaite. Le noyau de la composée f;: N; —
G;/Gis1 de linclusion N; — G; par la projection canonique G; — G;/G;y1 est N;iq1, donc N;iq
est distingué dans N;. En plus, notons que que f; induit un morphisme injectif de N;/N;yq
dans G;/G;y1 et que 'image de cette injection est un sous-groupe distingué car la projection
G; — G;/Gi11 est surjective. Il en résulte que N;/N;;; est trivial ou simple. Finalement, si G;
est trivial, IV; I'est aussi.

Vérifions maintenant que ((G/N);)i>o est une filtration de Jordan-Holder. On a (G/N)g =
p(Go) = G/N. Soit g;: G; — (G/N); la surjection induite par la restriction de p:G — G/N
a G;. Comme g; est surjectif, 'image du sous-groupe distingué ;1 de G; par g; est distingué
dans (G/N);; cet image est (G/N);41. Soit h;: G; — (G/N);/(G/N);4+1 le composé de g; par la
projection canonique (G/N); — (G/N);/(G/N);41. Alors h; est surjectif et son noyau contient
Glit1, donc h; induit un morphisme surjectif de G;/G;41 vers (G/N);/(G/N);41, ce qui montre
que (G/N);/(G/N);41 est trivial ou simple. Finalement, si G; est trivial, (G/N); l'est aussi.

Pour construire la suite exacte, notons que pour tout i nous avons p|g,: G; — (G/N);, qui est
surjectif et qui a noyau ;. On laisse (comme toujours) la vérification que le diagramme suivant,

ou tous les morphismes sont induits par inclusions et projections canoniques, est commutatif

au lecteur:
1 1 1
! | !
I - Nigpp — G — (G/N)it1 — 1
! | !
1 — N; — G; — (G/N); — 1
! | !
N;/Nit1 Gi/Gin (G/N)i/(G/N)it1
! | !
1 1 1
Une application du Lemme 13.4 finit la démonstration. O

13.9 Définition. Pour G un groupe, (G;);>o une filtration de Jordan-Hélder de G et S un
groupe simple, soit n(G, (G;)i>0,S) le nombre d’indices i > 0 tel que G;/G;1 est isomorphe
as.

Maintenant nous pouvons énoncer une version plus précise du Théoreme de Jordan-Holder, et

le démontrer.

13.10 Théoréme. (Jordan-Hélder) Soit G un groupe fini. Soient (G;);>o et (G})i>o deux
filtrations de Jordan-Hélder de G. Soit S un groupe simple. Alors on a n(G, (G;)i>0,S) =
n(G, (G})izo, 5).

Démonstration. Récurrence sur |G|. Si G est trivial c’est clair. Si G est simple, on a pour
chaque filtration de Jordan-Hélder un ¢ > 0 unique tel que G; = G et G411 = {e}, ce qui montre

le résultat. Supposons donc que G n’est pas simple, et prenons un sous-groupe distingué N de
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G différent de {e} et de G. Soient (N;);>0 et (G/N);>o les filtrations de Jordan-Hélder induites
par (G;)i>o comme dans le Lemme 13.8. Soient (N/);>o et ((G/N)})i>o les filtrations analogues

induites par (G%);>o. Par récurrence nous avons
n(N, (Ni)izo, S) = n(N, (N})iz0,5) et n(G/N,((G/N)i)izo,5) = n(G, ((G/N))izo, 5)
D’apres les suites exactes du Lemme 13.8, on a

n(G, (Gi)izo, S) = n(N, (Ni)izo, §) + n(G/N, ((G/N)i)iz0, 5)

et
n(G, (G))izo, S) = n(N, (N;)iz0, S) +n(G/N, ((G/N)})iz0, S)

En combinant ces formules, la démonstration est terminée. O

13.11 Remarque. En généralisant un peu le principe de récurrence dans la démonstration du
Théoreme 13.10, on peut démontrer le méme résultat pour G quelconque. En général, bien str,

un groupe GG n’admet pas forcément des filtrations de Jordan-Holder.

49



14 Produits semi-directs.

Soit G un groupe et N C G un sous-groupe distingué. Notons G := G/N, p:G — G le
morphisme canonique et : N — G l'inclusion. Nous avons alors ce qu’on appelle une suite

exacte courte:
(14.1) N S G %G
c’est a dire: i et p sont des morphismes, i est injectif, p est surjectif et ker(p) = im(4). Si on

part d’une suite exacte courte quelconque:

(14.2) a &oa, Boa,

alors im(f1) est un sous-groupe distingué de G5 (car c¢’est ker(fy)) et d’apres la Proposition 6.2
il existe un isomorphisme fo: Go/im(f1) — Gs tel que fo = foop, ol po: Go — Ga/im(fy) est
le morphisme canonique. De facon un peu vague, on peut dire que la donnée d’un sous-groupe

distingué N d’un groupe G équivaut a la donnée d’une suite exacte courte (14.2) avec Gy = G

14.3 Définition. Soit G, £> Gy EEN (i3 une suite exacte courte. On dira que GGy est une
extension de G35 par G1. Un morphisme s: Gz — G4 est appelé une section de fy si faes = idg,.
On dira que la suite exacte courte est scindée, ou encore que (Go est une extension scindée de

G5 par G, s'il existe une section de f,.

14.4 Proposition. (1) La suite exacte courte (14.2) est scindée si et seulement s’il existe un
sous-groupe H de Gy tel que H Nim(f1) = {ea} et im(f1)H = Go.

(2) Si s:G3 — Go est une section de fo, H := im(s) est un tel sous-groupe de Go et la
restriction de fo a H est un isomorphisme de H vers Gf.

(3) Si H est un tel sous-groupe de G, alors la restriction de fy a H est un isomorphisme
f:H — Gg et s:=jof ! ot j: H— G5 est l'inclusion, est une section de fs.

(4) Si s: G3 — Go est une section de fo, tout élément x € Gy s’écrit de fagon unique sous
la forme x = f1(y)s(z), avec y € Gy et z € Gs.

Démonstration. Supposons que s: Gz — Go est une section de fo. Posons H := im(s). Soit
x € H Nim(f;). Par définition de H, nous pouvons écrire z = s(y), avec y € G3. Comme
im(f;) = ker(f2) ona ez = fo(x) = fo(s(y)) =y, don x = s(e3) = e5. Montrons que im(f,)H =
(. Soit © € Go; posons y := fo(x). Le calcul fo(xs(y)™h) = fo(z) fa(s(y)™!) = yy~! = e3 montre
que zs(y)~' € ker(fy) = im(f;). Nous pouvons donc écrire xs(y)~! = fi(z), pour un certain
z € G1. On a alors z = xs(y) " 's(y) = f1(2)s(y).

Supposons maintenant que H C Gq satisfait H Nim(f;) = {e2} et im(f1)H = Ga. Soit
f:H — G la réstriction de fo & H: pour h € H on a f(h) = fo(h). Montrons que f est un
isomorphisme. Pour h € ker(f) on a fo(h) = e3, donc h € ker(fs) N H = {es}. Ceci montre
que f est injectif. Soit x € (G3. Comme fy est surjectif, on peut prendre y € G5 tel que
fa(y) = z. Comme im(f1)H = Go, il existe z € Gy et h € H tels que y = fi(2)h. On a alors
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f(h) = fa(h) = fo(f1(2)) f2(h) = fa(y) = x. Ceci montre que f est surjectif. On a donc montré
que f est un isomorphisme. Si on note j: H — G l'inclusion, on peut alors prendre s = jof 1.

Il reste a montrer la partie (4). Nous avons déja vu que H := im(s) satisfait im(f;)H = G
et HNim(f;) = {e2}. Comme s et f; sont injectifs, il suffit de montrer que chaque x € Gy s’écrit
de fagon unique sous la forme = = yz, avec y € im(f1) et z € H. De l'identité Gy = im(f;)H il
résulte que chaque x s’écrit sous cette forme. Supposons que & = y;21 = ya29 avec yi, Yo € im(f)

et 21,290 € H. Alors on a 5 'y1 = 227 € HNim(f1) = {ea}, Aol yy = yo et 21 = 25. O

Supposons maintenant que N C G est un sous-groupe distingué tel que la suite exacte courte
(14.1) est scindée. Soit H C G un sous-groupe tel que NH = G et NN H = {e}. Nous avons
vu (Proposition 14.4, (4)) que chaque x € G s’écrit de fagon unique comme z = nh avec n € N
et h € H. Il est alors intéressant d’écrire le produit nihinohs de deux éléments arbitraires
de G sous cette forme. Pour le faire, introduisons le morphisme o: H — Aut(/N) donné par
I'opération de conjugaison de H sur N: pour h € H et n € N on a («a(h))(n) = hnh™! (noter
que hnh™' € N car N est distingué dans G). On peut alors écrire:

nlthLth = nlthLth_lhlhg = nl(a(hl))(ng)-hlhg
Ceci est la motivation pour la proposition suivante.

14.5 Proposition. Soient N et H des groupes et o: H — Aut(N) un morphisme. Le triple
(N x H,*,(en,em)), avec

(1, ha) * (n2, hy) = (n1(a(h1))(n2), hihs)

est alors un groupe. On 'appelle le produit semi-direct de N par H par rapport a « et on le note
N x, H. Les applications fi: N — N x, H: n— (n,ey) et fo: N Xo H — H: (n,h) — h sont
des morphismes qui font de N X, H une extension de H par N. L’application s: H — N X, H:
h i+ (en,h) est une section de f,. Finalement, si G est un groupe et i: N — G, j: H — G des
morphismes injectifs tels que i(N)j(H) = G, i(N) N j(H) = {e} et pour tout n € N, h € H:
j(h)i(n)j(h)~™* = i((a(h))(n)), alors 'application f: N xo H — G: (n,h) — i(n)j(h) est un

isomorphisme.
Démonstration. Tout se vérifie sans probleme. O

14.6 Exemples. (1) Soit n > 3. On a vu (§9.1) que dans le groupe diédral D,, tout élément
s’écrit de facon unique sous la forme p%o?, avec 0 < a < net 0 < b < 2, et que p*c’po? =
prt Dbt On voit que (p) C D, est un sous-groupe distingué, isomorphe & Z/nZ, et que
(o) C D, est un sous-groupe isomorphe a Z/2Z tel que (p)(c) = D, et (p) N (o) = {e}.

L’opération de conjugaison de (o) sur (p) est donnée par le morphisme

a: (o) — Aut({p)) : (™)) (p*) = op o™ = p=D'a

La Proposition 14.5 nous dit alors que D,, est isomorphe & Z/nZ xz Z/2Z, ou $:Z/2Z —
Aut(Z/nZ) est donné par (5(b))(@) = (—1)%a.
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(2) Soient n > 0 et G le groupe des isométries de R"™. On sait que chaque élément de G
s’écrit comme too, avec t une translation et ¢ une application linéaire orthogonale. Considérons
le groupe N des translations de R"™ et le groupe H des applications linéaires orthogonales de
R". Alors N est isomorphe & R" (groupe additif) via R" 3 z — (a — a+x) =t, € N, et H
est isomorphe au groupe O, (R) des matrices orthogonales. Soient h € H et x € R"™. Calculons,

pour tout a € R™:
(htyh 1) (a) = (hty)(h ' (a)) = h(z + h ' (a)) = h(z) + a = th(x)(a)

ce qui montre que ht,h~! = th()- Le sous-groupe N C G est donc distingué. L’intersection
N N H = {e} car une translation qui fixe l'origine est l'identité. La Proposition 14.5 montre
que G est isomorphe a R" x, O,(R), ou (a(A))(z) = Ax.

(3) Soit B le sous-groupe de GLy(R) qui a pour éléments les matrices triangulaires supérieur:
B = {(82) la,b,c € R, ac # 0}. Soit U C B le sous-groupe des matrices {((1)11’) |b € R}. Soit
T C B le sous-groupe des matrices diagonales: T' = {(gg) |a,c € R, ac # 0}. On voit tout de
suite que UT = B et que UNT = {e}. Le calcul

(o) (on) (0 ) =(6"2")

montre que U est distingué (comme B = UT), il suffit de vérifier que gUg™! C U pour g € T). La

Proposition 14.5 dit alors que B = U x,T', ou I'opération o de T sur U est donnée par la formule

a0
0c

voit que B est isomorphe au produit semi-direct R x5 (R* X R*), avec (5(a, c))(b) = ac™'0.

ci-dessus. En utilisant les isomorphismes R — U: b+ (| ll’) et R* x R* = T: (a,c) — () on

(4) Le groupe S,,, n > 2, est isomorphe & un produit semi-direct A,, X, Z/2Z.
(5) On a GL,(R) = SL,(R) x, R* pour un certain a.
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15

10.

11.

12.

13.

14.

Exercices.

Quels des triples suivants sont des groupes?

1I: (N, +,0), 2: ({z€Q* |z > 0},-,1), 3: (R, 1) ot zoy = x+y—1,

4: (| —=7m/2,m/2[,xoy,0) ou zoy = arctan(tan(x)+ tan(y)), 5: (M,(R),+,0),

6: (M,(R),-, I).

Soit G’ un groupe tel que Vo € G: 22 = e. Montrer que G est commutatif.

Soit G’ un groupe. Montrer que I'antimorphisme ¢: G — G: z +— 2~ ! est un morphisme si
et seulement si G est commutatif.

Soit G un groupe tel que lapplication f: G — G: x + 22 est un morphisme. Montrer que
G est commutatif.

Soit G un groupe fini tel que #G est pair. Montrer que G contient un élément d’ordre 2.
(Indication: considérer I'application ¢: G — G: z +— z~ 1))

Soit G un groupe fini et z € G d’ordre 2. Montrer que #G est pair. (Indication: considérer
lapplication t,: G — G: y — xy.)

Soit p premier et n > 1. Montrer que #GL,(Z/pZ) = (p"—1)(p"—p) --- (p"—p" ). (In-
dication: c’est aussi le nombre de bases de I'espace vectoriel (Z/pZ)™ sur Z/pZ. Pour le

premier vecteur d’une base il y a p"—1 choix, pour le deuxieme p"—p etc.)

. Donner un exemple de: un groupe G et des sous-groupes H; et Hs, tels que H; U Hy n’est

pas un sous-groupe.

Soit G un groupe, H; et Hs des sous-groupes. Montrer que H; U Hs est un sous-groupe
si et seulement si H; C Hy ou Hy C H;.

On définit le centre C' = C'(G) d'un groupe G par: C = {z€G |VyeG: xy = yx}.

(a) Montrer que C' C G est un sous-groupe distingué.

(b) Montrer que G est commutatif si et seulement si C' = G.

(¢) Montrer que pour f:G; — Gy un morphisme surjectif on a f(C(Gy)) C C(Gy).

(d) Montrer que C(GL2(R)) = {(¢?) |z€R*}.
Soient 7 et Go des groupes. Montrer que (G; X G, -, (e1,€2)), ou (x1,22)-(y1,y2) =

(x1y1, T2y2), est un groupe. Ce groupe est appelé le produit (direct, ou cartésien) de G4
et GQ.

(a) Montrer que Z/6Z et Sz ne sont pas isomorphes.

(b) Montrer que Z/6Z et Z/2Z x Z/3Z sont isomorphes.

(¢) Montrer que (R,+,0) et ({xr€R |z > 0},-,1) sont isomorphes.
(d) Donner un morphisme surjectif de (C,+,0) sur C*.

Soit G un groupe. Un élément de G de la forme zyxz 'y ~! est appelé un commutateur. Soit

G’ le sous-groupe de G engendré par tous les commutateurs: G’ = ({zyz 'y~ |z, yeG}).
(a) Montrer que G’ est un sous-groupe distingué de G.

(b) Soit f:G; — G2 un morphisme avec Go commutatif. Montrer que G C ker(f).
Soit f: Gy — G un morphisme et z€G; d’ordre fini. Montrer que ordre(f(z))|ordre(x).
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15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.
24.

25.

26.
27.

Soit G :={(,¢) € M2(R) | b # 0}.

(a) Montrer que G est un sous-groupe de GLy(R).
Montrer que Hy := {(}) |b# 0} est un sous-groupe non-distingué de G.
Montrer que Hy := { ((1)‘1’) |a€R} est un sous-groupe distingué de G.

Montrer que f;: G — R*: ((1) +) + b est un morphisme et que Hy = ker(f1).

)

)

)

) Montrer que fo: G — R: ((1) +) ¥ a n’est pas un morphisme.
) 10

)

Montrer que gi: R* — Hy: b— (),

la
01

Soit x€G d’ordre fini. Montrer que z" = e si et seulement si ordre(x)|n.

) est un isomorphisme.
Montrer que go: R — Hj: a+— () est un isomorphisme.
Soit f: G; — G5 un morphisme de groupes.

(a) Montrer que pour tout sous-groupe H; C G, l'image fH; de H; par f est un
sous-groupe de Gs.

(b) Montrer que pour tout sous-groupe Ho C Gy, 'image réciproque f~'Hy de H, par
f est un sous-groupe de GGy contenant ker(f).

(¢) Soit maintenant f surjectif, X; := {H; C G;| H; sous-groupe contenant ker(f)}
et Xy = {Hy C G| Hy sous-groupe}. On a alors des applications f.: X; — Xo:
H,— fH; et f*: Xy — Xi: Hy — f~1H,. Montrer que f, et f* sont des applications
inverses.

Soit n € Z. Déterminer tous les sous-groupes de Z/nZ.
Soit G un groupe. Soit Aut(G) 'ensemble d’automorphismes de G.

(a) Montrer que (Aut(G), ,id), ol » est la composition, est un groupe. Montrer que pour
tout z€G l'application ¢,: G — G: y — xyz~ ' est un automorphisme de G.

(b) Montrer que ¢:G — Aut(G): © — ¢, est un morphisme. Son image s’appelle le
groupe des automorphismes intérieurs de G et se note Inn(G).

(¢) Montrer que Inn(G) est un sous-groupe distingué de Aut(G).

Ecrire comme produit de cycles disjoints:

1o =(3,1,4)(1,5,9,2,6)(5,3) €Sy 2: 07}, otto = (3272°) € S5

3: 07! ouo = (5,6,2)(1,3) € Se.

Soit o = (23 20789 W) € S5, Calculer 02,

Déterminer les 7 ensembles X, := {ordre(o) |c€S,}, ou 1 <n < 7.

Montrer que o € S,, entraine que ordre(o) < e™/°.

Soit n > 3. Montrer que le centre C(S,,) de S,, est trivial; c’est a dire, montrer que tout
7 dans S,, qui commute avec tous les o de S,, est égal a (1).

Soit 2 < k < n. Calculer le nombre de cycles de longueur k£ dans S,,. (On devrait trouver
n(n—1)---(n—k+1)/k.)

Montrer que o € Sy entraine ordre(o) < 30.

Soit G un groupe. Montrer que pour tout = € GG 'application t,: G — G: y — xy est une
bijection. Montrer que I'application t: G — Sym(G): x + t, est un morphisme injectif.

Conclure que G est isomorphe & un sous-groupe de Sym(G).
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Soit G’ un groupe fini a n éléments. Montrer que GG est isomorphe a un sous-groupe de S,,.
Expliciter ceci pour G = Z/27Z x Z/2Z.

(a) Trouver les o € Sy tels que 02 = (1,2)(3,4).

(b) Soit n > 2. Est-ce qu’il existe o € S,, tel que 0® = (1,2)? Méme question pour n > 6
et (1,2)(3,4,5,6).

(c) Décrire I'ensemble {o?|c€S,}. (Plus précisément: quelles sont les longueurs des
cycles dans les décompositions en cycles disjoints des o27?)

Montrer que S, est engendré par {(1,2),(2,3),...,(n—1,n)}.

Montrer que pour n > 3 le groupe A,, est engendré par ses cycles de longueur 3.
Montrer que S, est engendré par {(1,2),(2,3,...,n)}.

Pour quels n est-ce que {(1,2,3),(3,4,...,n)} engendre S,7

Montrer que A, est engendré par les commutateurs de S,; c’est a dire, que A, =
{{oro"'r71 | 0,7€S,}). (Indication: calculer (1,2)(1,3)(1,2)7*(1,3)"!.) Conclure que si
f:S, — G est un morphisme avec G commutatif, A,, C ker(f).

Soit f:S, — S, un morphisme. Montrer que fA, C A,,. (Indication: faire d’abord
I'exercice précédent.)

Montrer que si o et 7 sont des cycles de longueur n dans S,, tels que o7 = 70, on a
T € (0).

Soient n impair et o € S, tel que 0 = (1). Montrer que ¢ a un point fixe; c’est a dire,
montrer qu’il existe ¢ tel que o (i) = i.

Pour chacune des trois conditions dans la Définition 3.1, donner un exemple d’une relation
~ sur un ensemble X qui ne satisfait pas a cette condition tandis qu’elle satisfait bien
aux deux autres.

Soit E(n) le nombre de relations d’équivalence sur I'ensemble {1,2,...,n}. Calculer E(n)
pour n < 5.

(a) Soient X; et Xy deux ensembles, ~; une relation d’équivalence sur X; et ~y une
relation d’équivalence sur X,. Soit ~ la relation sur X := X; x Xy telle que
(1, 22)~(y1,y2) si et seulement si z1~1y; et a~oys. Montrer que pour (x;x) dans
X la classe d’équivalence de (x1, z5) pour ~ est le produit de la classe d’équivalence
de x; pour ~q par la classe d’équivalence de x5 pour ~s.

Notons par p, p; et ps les projections canoniques. Montrer qu’il existe une bijection
unique f: X/~ — X/~ x Xy/~y tel que f(p(z1,22)) = (p1(x1), p2(x2)) pour tout
(21, 29) dans X.

(b) Soient G un groupe et ~ une relation d’équivalence sur G qui est compatible avec
la structure de groupe de GG. Montrer qu’il existe une application unique -: G/~ X
G/~ — G/~ qui fait de G/~ un groupe et de la projection p: G — G/~ un mor-
phisme, en utilisant la partie (a) et la Proposition 3.2.

Soit G un groupe opérant sur un ensemble X . Montrer que les trois conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) G opere transitivement sur X.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

(2) 1l existe un x dans X tel que pour tout y dans X il existe un g dans G avec y = gz.
(3) X n’est pas vide et pour tout z et y dans X il existe g dans G tel que y = gz.
(a) Soit ¢ = (i1,...,4;) un cycle de longueur k dans S,,. On considere l'opération de
(o) C Sy sur {1,2,...,n}. Déterminer les orbites pour cette opération.

(b) Soit ¢ = 0105+ -0, une décomposition en cycles disjoints d'un élément o de S,,.
Donner la relation entre les longueurs [; des o; et les orbites dans {1,2,...,n} pour
I'opération de (o).

Soit G un groupe. On considere l'opération a gauche de GG sur lui-méme par conjugaison.
L’orbite {aba™'|a € G} de b s’appelle la classe de conjugaison de b. Le stabilisateur
Gy = {a€G | aba='=b} s’appelle le centralisateur de b et se note C(b).

(a) Déterminer les classes de conjugaison et les centralisateurs dans Ss.

(b) Soit n > 1. On appelle partition de n une suite finie (z1, z, . . ., x,.) d’entiers telle que
n = xi+xo+ - +a,. et xt1>x9> - - - >x,>0. Donner une bijection entre I’ensemble des
classes de conjugaison dans S,, et ’ensemble des partitions de n.

(c) Pour tout o € Sy, déterminer son centralisateur C'(0) et sa classe de conjugaison
conj(o). Vérifier dans chaque cas que |conj(o)| |C(0)| = [S4.

Soit G un groupe opérant a gauche sur un ensemble X. Soit F':= {f: X — R} l'ensemble
des fonctions sur X a valeurs dans R. Montrer que lapplication F' x G — F: (f,a) —
(x> f(ax)) définit une opération a droite de G sur F.

Soient k£ un corps et » > 1 un entier. Montrer que 'application GL, (k) x k" — k™
(A, x) — Az définit une opération a gauche. Déterminer les orbites. Déterminer le stabi-
lisateur de (1,0,...,0).

Soient k& un corps et n > 1 un entier. Nous allons étudier les relations d’équivalence
induites par quelques opérations de GL,, (k) sur M, (k).

(a) Considérons l'opération de GL, (k) sur M,, (k) par conjugaison. Montrer que pour x
et y dans M, (k) on a x ~ y si et seulement si x et y sont des matrices semblables.

(b) Faisons opérer GL,, (k) sur M,,(k) par multiplication & gauche. Montrer que pour z
et y dans M,,(k) on a x ~ y si et seulement si ker(z) = ker(y).

(c) Faisons opérer GL,, (k) sur M, (k) a droite par multiplication a droite. Montrer que
pour z et y dans M, (k) on a x ~ y si et seulement si im(z) = im(y).

Soient k& un corps et n > 1, m > 1 des entiers. Considérons l'opération suivante de
GL, (k) x GLy,(k) sur M, ,,,(k) donnée par: (g, h)-z = gzh™'. Soit ~ la relation d’équiva-
lence sur M, ,,(k) induite par cette opération. Montrer que pour x et y dans M,, ,,(k) on
a x ~ y si et seulement si z et y ont méme rang.

Donner un exemple d’un groupe G et une relation d’équivalence sur G qui n’est pas
compatible avec la multiplication de G.

Soit G' un groupe opérant a gauche sur un ensemble X. Soit n > 1. On dit que 'opération
de G sur X est n-transitive si pour tous (x1,za,...,2,) €t (y1,92,...,y,) dans X™ avec
les x; tous distincts et les y; tous distincts il existe g € G tel que g(x;) = y; pour tout i.

(a) Montrer que 'opération de S, sur {1,2,...,n} est n-transitive.
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20.

ol.

02.

23.

o4.

95.

26.

o7.

o8.

29.

(b) Montrer que pour n > 3 l'opération de A, sur {1,2,...,n} est (n—2)-transitive mais
pas (n—1)-transitive.
On dit qu'un groupe G est cyclique s’il existe un élément x dans G tel que G = (x).
Montrer qu'un groupe fini d’ordre un nombre premier p est cyclique.
Soient G un groupe et H un sous-groupe. Donner une bijection entre G/H et H\G. On
appelle |G/H| = |H\G| l'indice de H dans G, et on le note [G : H].
Soient G un groupe fini et H C G un sous-groupe. Supposons que H # G. Nous allons
montrer que H ne coupe pas toutes les classes de conjugaison de G, ou autrement dit,

qu’il existe une classe de conjugaison C' de G telle que H N C = ().
(a) Montrer que H coupe toutes les classes de conjugaison de G si et seulement si

U aHa™ ' = G.
a€eG

(b) Montrer que pour a et b dans G: aH = bH entraine aHa ' = bHb™ .
(c) Soit n = |G| et d = |H|. Montrer que

U aHa™t

aeG

< 1+ (n/d)(d-1)

(Indication: |[aHa '| =d et e € aHa™'.)
Un groupe de 35 éléments opere sur un ensemble de 19 éléments sans fixer aucun d’entre
eux. Combien y a-t’il d’orbites pour cette opération?
Soient G un groupe et G’ C G le sous-groupe engendré par les commutateurs: G’ =
{zyx~ly~'| z,y € G}). Montrer que G’ est distingué. Montrer que G/G’ est commutatif.

Soit G un groupe et soit C' C G son centre: C' = {a€G |VbeG : ba = ab}. On sait
que C' est un sous-groupe distingué. Supposons qu'il existe z € G/C' tel que G/C = (x)
(autrement dit, on suppose que G/C' est cyclique). Montrer que G est commutatif.
Soient p un nombre premier et 0 < ¢ < p. Dans cet exercice on va montrer que p|C;, a
I'aide d’une opération du groupe Z/pZ sur un ensemble X.
(a) Soit X = {A C Z/pZ||A| = i}. Montrer que 'opération a gauche par translations
de Z/pZ sur lui-méme induit une opération a gauche de Z/pZ sur X.
(b) Montrer que cette opération de Z/pZ sur X est libre.
(c¢) Conclure en utilisant la formule qui relie | X| et les cardinaux des orbites.
(d) Ou est-ce qu’on a utilisé 'hypothese “0 < i < p”?
Soient G' un groupe et N C G un sous-groupe distingué. Montrer que G/N = {&} si et
seulement si N = G. (Indication: utiliser les définitions.)
(a) Soit C' le cercle {z € C||z|=1}. Montrer que C' est un sous-groupe de C*.
(b) Montrer que R/Z est isomorphe a C'. (Indication: considérer le morphisme de groupes
f:R — C*: z — exp(2mix).)
Soient G := Sy et N :={(1),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}. Montrer que N C G est un
sous-groupe distingué et que G/N est isomorphe a S3. (Indication: voir Exemple 4.2 (3).)
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60. Soit G :={(;%) € Ma(R)|a€R, b£0}. Soit N := {(}}) € Ma(R) |a€R}.
(a) Montrer que G est un sous-groupe de GL2(R).
(b) Montrer que N est un sous-groupe distingué de G.
(c) Montrer que G/N est isomorphe a R*.

61. Pour n et m des entiers positifs, calculer |Hom(Z/nZ,Z/mZ)|. (Indication: utiliser la

bijection (7.1). Si on ne voit pas quel sera le résultat, essayer quelques cas spéciaux.)
62. Soient G un groupe et H un groupe additif (et donc commutatif). Pour des applications
f,9: G — H on définit une application f* g:G — H: (f x g)(z) = f(x) + g(x).
(a) Montrer que si f et g sont des morphismes, f * ¢ est un morphisme.
(b) Montrer que Hom(G, H) avec la multiplication * est un groupe commutatif.
(c) Soient n et m des entiers positifs. Montrer que Hom(Z/nZ,Z/mZ), muni de cette
multiplication *, est isomorphe & Z/pged(n, m)Z. (Indication: montrer que la bijec-

tion (7.1) est un isomorphisme.)

63. (a) Donner quatre points distincts dans R? tels que les distances entre eux sont toutes
les mémes. (Indication: pour trouver une belle solution, considérer les sommets d’'un
cube.)

(b) Soit n > 1. Montrer que dans R" il existe n+1 points distincts tels que les distances
entre eux sont toutes les mémes. (Indication: trouver d’abord n+1 points dans R"*!
avec cette propriété, et remarquer ensuite que ces points sont contenus dans un
hyperplan.)

(¢) Montrer que dans R™ on ne peut pas trouver n+2 points distincts tels que toutes
les distances entre eux sont les mémes. (Indication: utiliser la partie précédente.)

64. Considérons I’ensemble X des sommets du tétraedre régulier plongé dans R? comme dans

la section 9.3. Montrer que chaque élément de Iso(X) est induit par un élément unique du
groupe orthogonal O3(R)), et donner la liste des 24 matrices orthogonales ainsi obtenues.

65. On considere l'ensemble X = {(&1,+1,+1)} de 8 points dans R3. Noter que X est

I'ensemble des sommets d’un cube. Soit G le groupe d’isométries de X (on considere ici
la distance usuelle sur R?).

(a) Montrer que |G| = 48.

(b) Montrer que pour tout ¢ € G il existe un élément unique s de O3(R) telle que
o(z) = s(x) pour tout x € X. Ecrire les 48 matrices qui correspondent aux éléments
de G.

(c¢) Notons par i: G — O3(R) l'injection définie par la partie (b). Montrer que ¢ est un
morphisme. Soit fi: G — {£1} le morphisme g — det(i(g)).

(d) Soit Y l'ensemble des diagonales du cube qui passent par (0,0,0). Choisissez une
bijection entre {1,2,3,4} et Y. Soit fo: G — Sy le morphisme induit par 'opération
de G sur Y et la bijection choisie. Montrer que f:G — Sy x {+1} donné par g —
(f1(g), f2(g)) est un isomorphisme.
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66.

67.

68.

69.

70.

72.

73.

74.

Soit P un polyedre convexe dans un R-espace vectoriel E. Soit g: ' — E un élément du
groupe affine de F, c’est a dire, g est de la forme toh, avec t: E — FE une translation et
h: E'— FE une application linéaire inversible.
(a) Montrer que g(P) est un polyedre convexe dans F.
(b) Montrer que que pour toute face F' de P, 'image g(F') de F par g est une face de
g(P), de méme dimension que F.
Soient GG un groupe fini et p un nombre premier. Montrer que le cardinal de ’ensemble
des éléments d’ordre p est un multiple de p—1.
Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que si p est un diviseur de n et x un élément de
G d’ordre p alors le cardinal de ’ensemble des conjugués de = divise n/p.
Soit G un groupe fini a 15 éléments. On suppose que G n’est pas commutatif.
(a) Montrer que le centre de G est réduit a I’élément neutre de G. (Indication: utiliser
I'exercice 55.)
(b) On fait opérer GG sur G par conjugaison. Montrer qu'il existe exactement une orbite
a b éléments. Montrer que les éléments de cette orbite sont d’ordre 3.
(¢) Conclure que tout groupe d’ordre 15 est commutatif.
Soit k un corps de caractéristique p > 0. On fait opérer G := Z/pZ sur k[X] par (i, P) —
P(X +1i). On fixe un élément a de k et on considere le polynéme F(X) := X? — X —a.
(a) Montrer que F' est invariant par I’action de G; en déduire que G opere sur 1’ensemble
des facteurs irréductibles (unitaires) de F' dans k[X].
(b) Si H € k[X] est G-invariant, montrer que le degré de H est multiple de p. (On
pourra, par exemple, considérer les racines de H dans une cloture algébrique de k.)
(¢) Déduire de (a) et (b) que F' est soit irréductible, soit décomposé dans k[X].
(d) Montrer que X? — X — 1 est irréductible dans (Z/pZ)[X].
(a) Soient s et ¢t deux entiers. Montrer qu’on peut écrire s = uu’, t = vv’ avec u, v, u’, v
dans Z, u et v premiers entre eux et ppem(s,t) = uv.
(b) Soient a et b deux éléments d’'un groupe G, d’ordres respectifs s et t. On suppose
que ab = ba. Montrer que (avec les notations du (a)) a'b”" est d’ordre ppem(s, t).
(¢) Si G est un groupe commutatif fini, montrer qu’il existe un élément de G dont 'ordre
est multiple de tous les ordres des éléments de G. Ce résultat est-il encore valable si
G n’est pas commutatif?
Soit G' un groupe commutatif fini d’ordre n. On suppose que pour tout d divisant n, G
admet un unique sous-groupe d’ordre d. Montrer que G est cyclique. (Utiliser 1'exercice
précédent.)
Soit K un corps commutatif, et soit G' un sous-groupe fini d’ordre n de K*.
(a) Montrer que G = {x € K | 2" = 1}. (Considérer le polynéme X" — 1.)
(b) Montrer que G est cyclique. (Utiliser 1'exercice précédent.)

Montrer que pour n > 8 le groupe A, est engendré par ses éléments de la forme o095,

avec 01 et o9 des cycles disjoints de longueur 4.
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75.

76.

e
78.
79.

80.

81.

82.
83.

On se propose de montrer que le groupe SLo(C)/{=£1} est simple.

(a) Soit G := SLy(C). Montrer qu’il suffit de démontrer que les seuls sous-groupes
distingués de G sont G, {1} et {£1}.

(b) Montrer, en utilisant que par des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
qui préservent le déterminant on peut transformer tout élément de G en 1’élément

neutre, que les matrices de la forme (¢) et (,7) engendrent G.

(¢) Supposons, aussi dans les parties qui suivent, que N est un sous-groupe distingué de

G qui contient un élément h différent de 1 et de —1. Montrer que si N contient un
31?)\) avec A # %1, alors N contient tous les élément de la
forme (;¢) et (7). (Indication: considérer le commutateur de h et (;).)

élément h de la forme (

la
01

tous les éléments de la forme ((1) 1) et (ll)?) (Indication: conjuguer avec des éléments
bien choisis de G.)

(e) Montrer, en utilisant la forme canonique de Jordan, que N contient un élément de

(d) Montrer que si N contient un élément de la forme (¢) avec a # 0, alors N contient

la forme (())‘ 1(/)/\) avec A # £1 ou (| ¢) avec a # 0. Conclure.

(a) Pour G € {S3,54,S5} et p € {2,3,5} donner des générateurs pour un p-groupe de
Sylow dans G et calculer le nombre des p-groupes de Sylow.

(b) Donner un exemple d’un groupe fini GG, d’'un nombre premier p et deux p-groupes
de Sylow distincts S7 et Sy dans G ou S; NSy # {e}. (Indication: on peut prendre
G=35,.)

Déterminer les p-groupes de Sylow des groupes diédraux D,, pour n > 3.
Déterminer les p-groupes de Sylow du groupe des symétries du cube.

Montrer que les 2-groupes de Sylow du groupe des symétries du dodécaedre sont isomorphe
aZ/2Z x Z /27 x Z/2Z. (Indication: utiliser un des 5 cubes inscrits dans le dodécaedre.)
(a) Soit G un groupe fini. Soit p premier tel que p divise |G| mais p? ne divise pas
|G|. Montrer que deux p-groupes de Sylow distincts dans G ont intersection égale a

{e}. Montrer que le nombre d’éléments d’ordre p dans G est p—1 fois le nombre de

p-groupes de Sylow dans G.
(b) Montrer qu'un groupe d’ordre 30 a un sous-groupe distingué d’ordre 2, 3 ou 5.

Soient p premier, N un entier tel que 1 < N < p et G un groupe d’ordre pN. Montrer

que G n’est pas simple.
Montrer que tous les groupes finis simples d’ordre < 60 sont commutatifs.

Montrer quun groupe fini commutatif est isomorphe au produit direct de ses p-groupes
de Sylow. (Indication: soient pi,ps,...,p, les nombres premiers qui divisent |G| et S;

I'unique p;-groupe de Sylow dans G. Montrer que ’application
f: S xS x---x S, — G, (X1, Tay ooy Typ) > T1To -+ - Ty

est un morphisme. Etudier ker(f).)
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.
92.

93.

94.

95.
96.

97.

98.

Soient G un groupe fini, p; et ps des nombres premiers distincts, H; C G un sous-groupe
qui est un p;-groupe et Hy C G un sous-groupe qui est un po-groupe. Montrer que
H, N Hy = {e}.

Soit p premier. Montrer qu'un groupe fini G est un p-groupe si et seulement si tout z € GG
a pour ordre une puissance de p.

Soient G un groupe, H C GG un sous-groupe distingué et p un nombre premier. Montrer
que G est un p-groupe si et seulement si H et G/H sont des p-groupes.

Soient p premier et k > 0. Soit G un groupe fini tel que p* divise |G|. Montrer qu'il existe
un sous-groupe H de G tel que |H| = p*. (Indication: on se ramene, par les théorémes de
Sylow, au cas ou G est un p-groupe. Pour les p-groupes on procede par récurrence sur k
en utilisant que le centre d’un p-groupe est non-trivial.)

Soient p premier et G un p-groupe. Montrer que pour tout k > 0 tel que p* divise |G| il
existe un sous-groupe distingué H de G tel que |H| = p*. (Indication: récurrence sur k
en utilisant que le centre d’un p-groupe est non-trivial.)

Soit G un groupe fini tel que ses p-groupes de Sylow sont distingués. Montrer que G est
isomorphe au produit direct de ses p-groupes de Sylow. (Indication: soient pq,pa, ..., p;
les nombres premier qui divisent |G| et S; 'unique p;-groupe de Sylow dans G. Montrer
que pour tout ¢ le sous-groupe N; := (U;; S;) est un sous-groupe distingué de G et que

|Ni| = I, |S;]. Montrer que G'/N; est isomorphe a S;. Montrer que le morphisme

est un isomorphisme.)

Soit G un groupe fini d’ordre p™ avec p premier et m > 2. Montrer que G a au moins
p? + (m — 2)(p — 1) classes de conjugaison. (Indication: récurrence sur m.)

Quels sont les invariants s, nq, ..., ns du groupe Z/5Z x Z/100Z x Z/6Z x Z/10Z?
Pour n € {1, 2, 3} calculer le nombre de groupes commutatifs & isomorphisme pres d’ordre
2", 5™ et 10™.

Redémontrer le résultat de I’exercice 73: un sous-groupe fini G du groupe multiplicatif K*
d’un corps K est cyclique. (Indication: on sait qu’il existe s > 0, ny,...,ng avec n; > 1,
ng| -+ |ny et G = Z/nZ x --- x Z/ngsZ. Montrer que le nombre de racines dans K du
polynome X" — 1 est alors au moins n? et conclure que s < 1.)

Trouver une base du sous-groupe H = {(a, b, ¢) | a+b+c = 0} C Z>. (Indication: suivre la
démonstration du Théoreme 12.17.)

Trouver une base du sous-groupe H = {(a,b,¢) |a+b+c=0 (mod 3)} C Z3.

Soit H C Z? le sous-groupe engendré par {(2, —2), (6,10)}. Montrer que Z*/H = Z/16Z x
Z/27.

Soit H C Z? le sous-groupe engendré par {(2,3,5),(=3,1,-2),(5,2,0)}. Montrer que
73 /H =~ 7,/ T7Z.

Soit H C Z3 le sous-groupe engendré par {(4,8,10),(—6,6,0), (6,6,12), (—2,14,10)}.
Montrer que Z3/H = Z /127 x Z./6Z x Z./27Z.
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99.

100.

101.

102.

103.

104.

(a) Soient Gy, Gy et H des groupes commutatifs de type fini. Supposons que G; x H
est isomorphe a Gy X H. Montrer qu’alors G; est isomorphe a Gs.

(b) L’assertion de la partie (a) reste valable si G, Go et H sont des groupes finis mais
non nécessairement commutatifs (ce résultat s’appelle le théoreme de Krull-Remak-
Schmidt). Montrer par un exemple que l'assertion n’est pas vraie pour les groupes
quelconques, méme si on les suppose commutatifs.

Soit p un nombre premier. Montrer qu'il existe x € Z/pZ tel que % = —1 si et seulement
sip=2oup =1 (mod4). (Indication: traiter d’abord le cas p = 2. Pour p > 2

considérer I'ordre d’un tel x et utiliser que (Z/pZ)* est cyclique.)
Calculer:
(a) {zr € Z/1001Z | 2* =1}.
(b) {x € Z/1001Z | 23 = 1}.
(c) {z € Z/1001Z | z* = —1}.
(Indication: factoriser 1001, utiliser le Théoreme Chinois.)
Soit G un groupe fini commutatif d’ordre n = p{*---p", avec py,...,p, des nombres
premiers distincts. Montrer que la liste associée & G comme dans la Section 13 est: Z/p;Z
(e fois),..., Z/p.Z (e, fois).
Pour K un corps et n > 1 notons par PSL,,(K) le quotient de SL, (K) par son sous-groupe

H de matrices scalaires.
(a) Montrer que H est isomorphe au sous-groupe {x € K*| 2" =1} de K*.
(b) Soit p premier. En sachant que PSL,,(Z/pZ) est simple pour n > 2 et (n, p) différent
de (2,2) et (2,3), donner la liste associée & GL,(Z/5Z) comme dans la Section 13
pour n =1, 2 et 3.

On dit qu’un groupe G est résoluble sl existe une filtration décroissante (G;);>o de G tel
que 1: pour tout ¢ > 0 le sous-groupe G, de G; est distingué et le quotient G;/G ;1 est
commutatif, 2: on a Gy = G et G; = {e} pour i assez grand.

(a) Soient G un groupe et N un sous-groupe distingué de G. Montrer que G est résoluble
si et seulement si N et G/N le sont.

(b) Soit k£ un corps et n > 1. Montrer que le sous groupe B (B pour Borel) de GL,, (k)
dont les éléments g sont tels que g; ; = 0 pour 7 > j est résoluble.

(¢) Pour un groupe G, on définit la filtration par les sous-groupes dérivés comme suit.
On pose G := G. Pour ¢ > 0 on définit G;,; comme étant le sous-groupe de G; qui
est engendré par les commutateurs des éléments de GG;. Montrer que G est résoluble
si et seulement si cette filtration est finie (autrement dit: si on a G; = {e} pour ¢
suffisamment grand).

(d) Soit G un groupe fini. Montrer que G est résoluble si et seulement si la liste de
groupes finis simples associée a G par le théoreme de Jordan-Holder ne contient que

des groupes commutatifs.
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105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

(e) Montrer que les seuls n > 1 tel que S,, est résoluble sont les n < 4. (La théorie de
Galois explique que ceci est la raison profonde pour laquelle il n’y a pas de formule
générale pour les racines de ’équation polynomiale de degré > 5 en une variable,
qui ne contient que des sommes, différences, produits, divisions et racines d’ordre
quelconque.)

(a) Donner un exemple d’'un groupe qui n’admet pas de filtration de Jordan-Holder.
(b) Donner un exemple d’un groupe infini qui admet une filtration de Jordan-Holder.
Soient N et H deux sous-groupes distingués d’'un groupe G, tels que N N H = {e} et
NH = G. Montrer que l'application f: N x H — G: (n,h) — nh est un isomorphisme.

(Indication: noter que pour n € N et h € H on anhn™'h™' € NN H.)

Donner un exemple d'un groupe G et deux sous-groupes H et N de G tel que: H C N,
N est distingué dans GG, H est distingué dans N mais H n’est pas distingué dans G.
(Indication: considérer des produits semi-directs.)

Soit G <f—1> Gy B, (3 une suite exacte courte. Un morphisme r: G5 — G s’appelle une
rétraction de fy si rof; =idg,. Supposons que r est une rétraction de f;. Montrer que le
morphisme f: Gy — Gy X G3: @ — (r(z), f2(x)) est un isomorphisme.

Soient K un corps et n > 1.

(a) Montrer que la suite exacte courte SL,,(K) h, GL,(K) % K* est scindée.

(b) Donner a: K* — Aut(SL,(K)) tel que GL,,(K) est isomorphe au produit semi-direct
SLn(K) xq K*.

(c) Montrer que, pour n impair, GL,(R) est isomorphe a SL,(R) x R*. (Indication:
choisir une section s: R* — GL,(R) de det: GL,(R) — R* telle que im(s) est dans
le centre de GL,(R).)

Montrer que le groupe d’isométries du cube est isomorphe a (Z/2Z)3 x,, S3, ot S3 opere
sur (Z/2Z)? par permutation des coordonnées. (Indication: considérer I'action du groupe
d’isométries sur I’ensemble des trois axes qui joignent les barycentres des faces opposées,
ou aussi: considérer les matrices trouvées dans 'exercice 65.)
Soient N, H des groupes et a: H — Aut(/N) un morphisme.

(a) Soit o € Aut(H). Posons 3 := aweo. Montrer que N x5 H est isomorphe a N x,, H.

(b) Soit 7 € Aut(N). Posons 7 := Inn(7)ecr, ot Inn(7) € Aut(Aut(V)) est la conjugaison
par 7. Montrer que N x., H est isomorphe a N x, H.

Donner un exemple de groupes N et H, d’'un morphisme non-trivial a: H — Aut(N), tels
que les groupes N x, H et N x H sont isomorphes.
Soient p et ¢ des nombres premiers avec p < ¢. Soit G un groupe d’ordre pq.

(a) Montrer qu’il existe un unique g-groupe de Sylow N dans G et que N est distingué.

(b) Soit H un p-groupe de Sylow dans G. Montrer que G = NH et que N N H = {e}.
Conclure que G est isomorphe & N X, H, ou a: H — Aut(N) est 'opération par
conjugaison.

(¢) Montrer que si g—1 n’est pas divisible par p, G est isomorphe a Z/qZ x Z/pZ.
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(d) Montrer que si p divise g—1, il y a, a isomorphisme pres, exactement deux groupes
d’ordre pq. (Indication: on a déja vu qu’'un tel G est isomorphe & un produit semi-
direct de Z/qZ X, Z/pZ, ou a: Z/pZ — Aut(Z/qZ) = Z/(q—1)Z; utiliser I'exercice

111 (a).)
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16 Sujets d’examen plus solutions.

Partiel d’algebre avancée.
le 10 avril 1993, 7:30-9:30

— Vous pouvez consulter tout document.
— Donnez des références pour les résultats que vous utilisez et qui ne se trouvent pas dans

les notes du cours.

— Vérifiez vos solutions le mieux possible. Bonne chance.

: 12345678 9 10
1. Soit 0 = (575378010 6) € S10- Calculer o9,

2. Soit f: Gy — G5 un morphisme de groupes. Supposons que Gy est engendré par I’ensemble
de ses éléments d’ordre 2 et que G5 est fini et d’ordre impair. Montrer que pour tout x € G,
on a f(x) = ey (ici eg est I'élément neutre de Gs).

3. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Supposons que |G| = 143 = 11-13 et que
|X| = 108. Montrer qu’il existe x € X tel que gz = x pour tout g € G. (Indication:
supposer qu'il n’en existe pas, considérer les orbites.)

4. Soit n > 5 un entier impair.

(a) Soient G un groupe et X C G un sous-ensemble qui est stable par conjugaison:
grg~' € X pour tout z € X et tout g € G. Montrer que le sous-groupe (X) de G
engendré par X est distingué.

(b) Montrer qu'’il existe des éléments d’ordre n dans A,,.

(¢) Soit X = {0 € A,,|ordre(c) = n}. Montrer que A,, est engendré par X. (Indication:
A, est simple.)
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Corrigé du partiel d’algebre avancée.
le 10 avril 1993, 7:30-9:30

1. 0 =(1,2)(3,4,5)(6,7,8,9,10) est une décomposition en cycles disjoints. Comme ces cycles
sont disjoints, ils commutent, donc: o* = (1,2)*(3,4,5)*(6,7,8,9,10)* pour tout k € Z.

Les congruences
1999 = 1 (2), 1999 =1 (3) et 1999 = —1 (5)

montrent que

o' = (1,2)(3,4,5)(10,9,8,7,6) = (53225 2 £290)

2. Soit x € GGy. On peut écrire x = x5 - - - ., avec x; d’ordre 2 pour tout 7. Soit y € G un
élément d’ordre 2. Alors f(y)? = f(y?) = f(e1) = eq, ce qui montre que f(y) est d’ordre
1 ou 2. Comme |Gs| est impair, il n’y a pas d’éléments d’ordre 2 dans G, donc f(y) est
d’ordre 1, ce qui signifie que f(y) = es. Comme les z; sont d’ordre 2, f(x;) = ey pour
tout i, donc f(z) = f(xq1) - f(x,) = ea.

3. Supposons qu’il n’y a pas de point fixe. Pour x € X on a |G-z| € {1, 11, 13,143} (ce sont
les diviseurs de 143). Mais 1 est exclu car x n’est pas un point fixe, et 143 est exclu car
143 > 108. Comme X est partitionné par les orbites, on doit avoir 108 = 11a + 13b, ou
a > 0 (resp. b > 0) est le nombre d’orbites de cardinal 11 (resp. 13). Modulo 11 on trouve:
2:b = —2, donc b = —1(11). On peut écrire b = 10 + 11c avec ¢ > 0. Ceci est impossible
car 13-10 > 108.

4. Soit n > 5 un entier impair.

(a) Soient x € (X) et g € G. On peut écrire © = x 29 - - - 2, avec, pour tout i, x; € X
ouz;' € X.0Ona
g™ = (gr1g~")(gr29™") -+ (92rg ™)
Posons y; = gz;9” . Siz; € Xonay, € X. Siz;' € Xonay ' =gz, 'g7' € X,

V= ¢+, avec, pour tout i, ; € X ou y;l e X.

On peut donc écrire gxrg~
(b) Comme n est impair, le n-cycle (1,2,...,n) est pair, donc dans A,,.
(c) X est stable par conjugaison: ordre(o7o~!) = ordre(r) dans n’importe quel groupe.
D’aprés (a) le sous-groupe (X) de A, est distingué. D’apres (b) on a (X) # {e}.
Comme n > 5, A, est simple, donc on doit avoir (X) = A,,.
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Examen d’algebre avancée.
le 26 mai 1993, 7:30-10:30

— Vous pouvez consulter tout document.

— Donnez des références pour les résultats que vous utilisez et qui ne se trouvent pas dans

les notes du cours.

— Vérifiez vos solutions le mieux possible. Bonne chance.

1.

(a)

Soient (G et GG deux groupes et f: G; — G5 un morphisme surjectif. Supposons que

(G1 est commutatif. Montrer que G5 est commutatif.

Soient G et H deux groupes, x € G d’ordre n et y € H d’ordre m. Montrer que

l'ordre de I'élément (x,y) de G x H est le plus petit commun multiple de n et m.
Montrer que C/Z est isomorphe a C*.
Soit G un groupe fini. Supposons qu’il existe x € G, = # e, tel que

G ={e}U{gag~"|g e G}

Montrer que G est isomorphe a Z/27Z.

Soit G un groupe d’ordre 870 = 2-3-5-29. Montrer que G n’est pas simple. (On
pourra utiliser sans démonstration que, comme |G| est sans facteurs carrés, pour
tout nombre premier p le nombre d’éléments d’ordre p dans G est (p—1)n,, ol n,
est le nombre de p-groupes de Sylow dans G.)

Soient GG un groupe fini, p un nombre premier, S C G un p-groupe de Sylow de G
qui est distingué et f: G — G un morphisme. Montrer que fS C S.

Donner des générateurs d'un 3-groupe de Sylow dans Sg.

Soit f:Z3 — Z x Z/37Z le morphisme donné par f(z,y,z) = (z +y — 22,7 + 2).
Calculer une base de ker(f).

Soit H C Z3 le sous-groupe engendré par {(3,3,15),(—3,3,9),(6,0,6)}. Trouver
r,s>0etny,...,ns >1telsque Z3/HXZ" x Z/mZ x --- x Z/n,Z et ng|---|ny.
Les deux groupes Z/250Z x Z/3Z x Z/500Z et Z/60Z x Z/50Z x Z/125Z sont-ils

isomorphes?
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L. (a)

(b)

Corrigé de I'examen d’algebre avancée.
le 26 mai 1993, 7:30-10:30

Soient x,y € Go. Comme f est surjectif, il existent a,b € G tels que x = f(a) et
y = f(b). Alors on a xy = f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a) = yz.

Soit k € Z. On a (z,y)* = (2, y*), donc (z,y)* = (eq, ex) si et seulement si 2% = eg
et y* = ey, ce qui équivaut a: n|k et m|k. Il en résulte que ppecm(m,n) = min{k €
Z|k>1et (z,y)* = (eg,en)}.

Soit f: C — C* le morphisme donné par f(z) = exp(2miz). Comme f est surjectif
et ker(f) = Z, le théoréme d’isomorphisme dit que f: C/Z — C*: f(Z) = f(z) est
un isomorphisme.

Soit n := |G|. Alors [{gzg~'|g € G}| = n—1. Comme le cardinal d’une orbite divise
le cardinal du groupe, on a (n—1)|n. Il en résulte que n = 2. Tout groupe d’ordre 2
est isomorphe a Z/2Z.

Supposons que G est simple. Alors pour p € {2,3,5,29} onan, > p+1, car n, = 1(p)
et si n, = 1 l'unique p-groupe de Sylow serait distingué. Il y a donc au moins
30-28 = 840 éléments d’ordre 29 dans G, au moins 6-4 = 24 d’ordre 5 et au moins
4.2 = 8 d’ordre 3. Comme 840 + 24 + 8 > 870 on est arrivé a une contradiction;

I’hypothese que G est simple est donc fausse.

Comme S est distingué et les p-groupes de Sylow sont conjugués, S est l'unique
p-groupe de Sylow dans G. L'image fS de S par f est un p-groupe (utiliser que |fS]
divise |.S]). Tout sous-groupe de G qui est un p-groupe est contenu dans un p-groupe
de Sylow, donc dans S.

On a |Sg| = 6! = 3%.21.5, donc un 3-groupe de Sylow dans Sg est d’ordre 9. Soient
r:=(1,2,3), y := (4,5,6) et H := ({x,y}). Alors = et y sont d’ordre 3, yzr = zy
et H={z"9®|0 < a,b < 3}. Donc |H| < 9. Comme [{{z})| =3 ety ¢& ({z}), on a
|H|=9.

On va montrer que vy, vy est une base de ker(f), on v; = (2,0,1) et (—3,3,0). On
calcule d’abord que vy, vy € ker(f). Si = (a,b,¢) € ker(f), onay =z —cv; =
(a',V,0) € ker(f), ot =a—2cet ) =b. On aalors 0 = d + ¥ et o/ = 0, d'ou
y = dvy avec d = ' /3 € Z. Ceci montre que x = cv; + dvs. On a donc montré que

v1 et vy engendrent ker(f). Il est clair que v; et vo sont indépendants.

En faisant des opérations élémentaires sur les colonnes et les lignes de la matrice de
lignes (3,3,15), (—3,3,9) et (6,0,6) on arrive a la matrice de lignes (3,0, 0), (0,6, 0)
et (0,0,0). Cela montre qu’'on peut prendre r =1, s =2, ny = 6 et ny = 3.

Par le théoreme chinois on montre que les deux groupes sont respectivement iso-
morphes & Z /nyZxZ/nyZ et A Z/myZX L/ moZx Z/m3Z, ouny = 22-3-5% ny = 2:53,
my = 22.3-53, my = 2-5% et my = 5. On a bien 1<ny|n; et 1<mgz|ms|m; donc les

n; sont les invariants du premier groupe et les m; sont les invariants du deuxieme
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groupe. Comme ces invariants ne sont pas les mémes, les deux groupes ne sont pas

isomorphes.
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Examen d’algebre avancée.
le 13 septembre 1993, 8:00-11:00

— Vous pouvez consulter tout document.

— Donnez des références pour les résultats que vous utilisez et qui ne se trouvent pas dans

les notes du cours.

— Vérifiez vos solutions le mieux possible. Bonne chance.

1. [4 points] Soient G un groupe, x,y,z € G et N C G un sous-groupe distingué tels que

€ N,y" e Netylzzz~! € N. Montrer que z € N et que y € N. (Indication: calculer

dans G//N; quels peuvent étre ordre(T), ordre(y) et que peut-on tirer de y~'zzz~! € N7?)

2. On se propose de déterminer tous les groupes finis qui ont exactement trois classes de

conjugaison. Soit donc G un groupe fini, disons d’ordre n, et supposons que G a exacte-

ment trois classes de conjugaison.

(a)

[2 points] En considérant 1’opération de G sur GG par conjugaison, montrer qu’on a

" 1,11

n a b
avec des entiers a > b > 0 tels que a|n et b|n.
[2 points] Déterminer toutes les solutions de 'équation () en entiers n > a > b > 0
tels que a|n et bjn. (Indication: on a b < 3 car n > a > b.)
[2 points] Donner la liste complete des groupes finis, a isomorphisme pres, qui ont
exactement trois classes de conjugaison. (On pourra utiliser sans démonstration que
tout groupe d’ordre 4 est commutatif et que tout groupe non-commutatif d’ordre 6
est isomorphe a S3.)
[1 point] Calculer le nombre d’éléments d’ordre 3 dans le groupe Sg.
[1 point] Montrer que ({(1,2,3), (4,5,6)}) est un 3-groupe de Sylow de Sg.
[1 point] Montrer que tout 3-groupe de Sylow de Sg s’écrit ({(a,b,¢), (d,e, f)}), avec
{a,b,c,d,e, f} ={1,2,3,4,5,6}.
[1 point] Soit S C Sg un 3-groupe de Sylow. Montrer que l'opération de S sur
{1,2,...,6} a exactement deux orbites de trois éléments chacun.
[1 point] Montrer que le nombre de 3-groupes de Sylow de Sg est égal au nombre de
partitions de {1,2,...,6} en deux ensembles de trois éléments.

[1 point] Calculer le nombre de 3-groupes de Sylow de Sg.
[2 points] Soit f:Z3 — Z/5Z x Z/5Z le morphisme donné par

fle,y,2) = (@ +y—22,7+2).

Calculer une base de ker(f).
[2 points] Soit H C Z3 le sous-groupe ({(—1,-2,6),(3,2,0),(—1,—2,12)}). Trouver
r,s >0etng,...,ng>1telsque Z3/H X Z" X Z/mZ X - -+ x Z/n,Z et ng|---|n;.
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1. Comme 2° € N,on a 7=

2.

et que ordre(y) € {1,7}, car 5 et 7 sont des nombres premiers. De y~

Corrigé de I'examen d’algebre avancée.
le 13 septembre 1993, 8:00-11:00

> =2 De méme, on a J’ =e. On voit donc que ordre(T) € {1,5}

Lyxz=1 € N on tire

Y =2Z-TZ !, ce qui veut dire que T et ¥ sont conjugués. Comme deux éléments conjugués

dans un groupe ont méme ordre, on doit avoir ordre(Z) = 1 et ordre(y) = 1. Ceci veut

dire que T =€ =7, ou encore: x € N et y € N.

(a)

Soient {e}, C; et Cy les trois classes de conjugaison de G. On a alors
n=1+|Ci[+|Cql.

Comme les classes de conjugaison sont des orbites pour une opération de (G, on peut
écrire n = a-|Cy| et n = b-|Cy|. En échangeant, si nécessaire, C et Cy, on peut
supposer que a > b. En divisant par n on trouve 1 = n~!+a ' +b~! avec a > b > 0,
aln et bin.

Supposons que (n, a, b) est une solution. Commen > a >bonal =n"t4+a 14+~ <
3b=!, d'ot b < 3. On a donc b = 2 ou b = 3. Essayons b = 2. Dans ce cas on a
270 = n7 b4 a7t < 2a7!, dott @ < 4. Les possibilités pour a sont donc 3 et 4.
On trouve les deux solutions (n,a,b) = (6,3,2) et (n,a,b) = (4,2,2). Maintenant
essayons b = 3. Alors 2/3 = n~ ! + a1 < 2a7!, dott @ < 3. Il n’y a qu'une seule
possibilité: a = 3. On trouve une seule solution (n,a,b) = (3,3,3). En total, il y a
donc trois solutions.

Soit G un groupe fini qui a exactement trois classes de conjugaison et posons n := |G]|.
De (a) et (b) il résulte que n € {3,4,6}. Supposons que n = 3. Comme 3 est premier,
G est alors isomorphe & Z/3Z et en fait ce groupe a exactement trois classes de
conjugaison. Supposons que n = 4. Alors G est commutatif, donc il a exactement
quatre classes de conjugaison; n = 4 est donc impossible. Supposons n = 6. De (b) il
résulte que les trois classes de conjugaison de GG ont 1, 3 et 2 éléments, donc G n’est
pas commutatif. On conclut que G est isomorphe a Ss3, qui a en fait exactement trois
classes de conjugaison. La liste demandée est donc {Z/3Z,S3}.

Un élément d’ordre 3 de Sg est un 3-cycle ou un produit de deux trois-cycles disjoints.
Le nombre de 3-cycles est 6-5-4/3 = 40. Le nombre de produits de deux 3-cycles
disjoints est C3-2-2/2 = 40. La réponse est donc 80.

Soit 0 :=(1,2,3) et 7 := (4,5,6). Alors o et 7 sont deux 3-cycles disjoints, donc ils

commutent. On a donce
S:={o,7})={0""|0<a<3et0<b<3}

et ces 0?7° sont tous distincts. On conclut que |S| = 9. Comme [Sg|/9 = 720/9 = 80
n’est pas divisible par 3, S est un 3-groupe de Sylow.
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(¢) Tous les 3-groupes de Sylow de Sg sont conjugués (c’est dans le théoreme de Sylow),

et on a la formule

o({(1,2,3),(4,5,6)})o " = ({(o(1),0(2),0(3)). (0(4),0(5),0(6))})

(d) En écrivant S comme en (c), on remarque que les orbites sont {a,b,c} et {d,e, f}.

(e) Soit X l'ensemble des 3-groupes de Sylow de Sg et Y l’ensemble des partitions de
{1,2,...,6} en deux ensembles de trois éléments. On a une application f: X — Y en
associant a S € X la partition donnée par les orbites de S (en (d) on a vu que c’est
une partition en deux ensembles de trois éléments). Soit d’autre part {1,2,...,6}

partitionné en {a, b, c} et {d,e, f}. A cette partition on associe le 3-groupe de Sylow

{(a,b,¢),(d, e, [)}) = ({(a,b,¢), (a,¢,b), (d, e, [), (d, f, e)}),

et soit ¢: Y — X l'application donnée par cette association. On vérifie tout de suite
que f et g sont des application inverses.
(f) D’apres (e), ce nombre est égal au nombre de partitions de {1,2,...,6} en deux
ensembles de trois éléments. Ce nombre est donc Cg /2 = 10.
4. (a) On constate que (—1,3,1) € ker(f); c’est le premier vecteur de notre base de ker(f).
Supposons maintenant que (x,y,0) € ker(f). Alors on a 5|z et 5|y, donc pour le

deuxiéme vecteur de notre base on peut prendre (0,5, 0), et pour le troisieme (5,0, 0).

(b) On trouve r =0, s =2, n; = 12 et ny = 2.
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Partiel d’algebre avancée.
le 12 mars 1994, 8:00-10:00

— Vous pouvez consulter tout document.
— Donnez des références pour les résultats que vous utilisez et qui ne se trouvent pas dans
les notes du cours.

— Vérifiez vos solutions le mieux possible. Bonne chance.

1. Pour chacun des énoncés suivants, donner une démonstration ou un contre-exemple.

(a) [2 points] Soient G un groupe et N C G un sous-groupe distingué tels que G/N est
fini, disons d’ordre n. Alors pour tout x dans G on a 2™ € N.

(b) [2 points] Soient f:G; — G2 un morphisme de groupes et X C G un sous-ensemble.
Alors on a f(X) = (fX).

(¢c) [2 points] Soient f:G; — Gy un morphisme de groupes et H; C G un sous-groupe
distingué. Alors fH; est un sous-groupe distingué de Gj.

(d) [2 points] Dans un groupe engendré par des éléments d’ordre 2, tout élément est
d’ordre 1 ou 2.

(e) [2 points] Soient G un groupe, H C G un sous-groupe et X C G un sous-ensemble.
Supposons que (X) = G et que pour tout z € X on a xHx™' = H. Alors H est
distingué.

2. [4 points] Soient G un groupe et C' = {z € G|Vy € G:xy = yx} son centre. On sait
que C est un sous-groupe distingué de G. Soit Aut(G) le groupe d’automorphismes de
G (Vopération est la composition). Montrer que G/C' est isomorphe a un sous-groupe de
Aut(G). (Indication: considérer 'opération de G sur G par conjugaison.)

3. [6 points] Combien déléments d’ordre 20 y-a t’il dans S147
Combien déléments d’ordre 20 y-a t’il dans Ay?
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Corrigé du partiel d’algebre avancée.
le 12 mars 1994, 8:00-10:00

1. (a) Soit x dans G. Alors dans G/N on a 2™ = T" = €, ce qui signifie que 2" € € = N.

(b) Soit go € f(X). Il existe g; € (X) tel que go = f(g1). Par la définition de (X), il existe
n>0et xq,...,2z, avec, pour tout ¢, x; € X ou :L’;l € X, tels que g1 = x129- - - .
Posons y; := f(x;). Pour tout i on ay; € fX ouy; ' € fX. Comme go = y12 - Yn,
on a montré que f(X) C (fX).
Montrons maintenant l'autre inclusion. Soit g5 € (fX). Alors on peut écrire go =
Y1Ya - Yn, avec n > 0 et y; € fX ou y; ' € fX pour tout i. Prenons des z; € Gy
tels que y; = f(;), et 7; € X ou ;' € X. Alors on a go = f(2125---1,), ce qui
montre que g € f(X).

(¢) Ceci est faux. Pour avoir un contre-exemple, prenons pour Gy le sous-groupe de S3
engendré par (1,2), Hy = Gy, Gy = S3 et f 'injection.

(d) Ceci est faux. Contre-exemple: S3 est engendré par ses 2-cycles, mais contient des
éléments d’ordre 3.

(e) Considérons l'opération de G sur G par conjugaison. Cette opération induit une
opération de GG sur I’ensemble des sous-groupes de G. Le stabilisateur Gy de H
contient X. Comme Gy est un sous-groupe de G, Gy contient (X). Donc Gy = G

et H est distingué.

2. On considere 'opération de G sur G par conjugaison. Cela donne un morphisme de

1 — y pour tout y, c’est

groupes 7: G — Aut(G). On a = € ker(7) si et seulement si zyz~
a dire, ker(y) = C. Il en résulte que G/C' est isomorphe & im(+y), qui est un sous-groupe
de Aut(G).

3. Supposons que o € Syg est d’ordre 20. Soit ¢ = 0105 - - - 0, une décomposition en cycles
disjoints, de longueurs I; > Iy > ... > [,. Alors on a pged(ly,...,l,) =20, et [y +---+1, =
10 (on suppose qu’on n’a pas négligé les 1-cycles). Au moins un des I; doit étre un multiple
de 5; on ne peut pas avoir [; = 10 car alors r serait 1 et ¢ serait d’ordre 10. Au moins
un des [; est un multiple de 4; comme on a déja un 5H-cycle, on a aussi un 4-cycle. On a
doncr=3,1; =5,y =4 et l3 = 1. Pour oy, il y a 10-9-8:7-6 /5 possibilités. Ensuite pour
o9 il reste 5-4-3-2/4 possibilités et pour o3 il reste exactement une possibilité. En total: il
y a 10!/20 = 181440 éléments d’ordre 20 dans Sig. Tout ces éléments sont impairs, donc

dans Ay il y en a 0.
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Examen d’algebre avancée.
le 30 mai 1994, 8:00-11:00

— Vous pouvez consulter tout document.

— Donnez des références pour les résultats que vous utilisez. Les résultats de tous les exer-
cices du polycopié, y compris ceux des examens et partiels précédents, peuvent étre utilisés
sans démonstration.

— Ce n’est pas nécessaire de tout faire pour avoir 20 points: le total est 22.

— Vérifiez vos solutions le mieux possible. Bonne chance.

1. Pour chacun des énoncés suivants, donner une démonstration ou montrer que 1’énoncé est
faux.
(a) [2 points] Les deux groupes Gy = Z/15Z x Z /27 x Z/36Z x Z/8Z et
= 7/247 x Z/18Z x Z/20Z sont isomorphes.
(b) [2points] Les deux groupes G = Z*/{({(0, —12, —12), (0,12, —24),(20,0,22)}) et G =
Z./457Z x 7./247 x Z/8Z sont isomorphes.
(¢) [2 points] Soit f:G; — G5 un morphisme surjectif avec Go commutatif. Soit H C Gy
un sous-groupe contenant ker(f). Alors H est distingué dans G.
(d) [2 points] Soit f:G; — G un morphisme avec Gy commutatif. Soit H C G un
sous-groupe contenant ker(f). Alors H est distingué dans G;.
(e) [2 points] Soient X un ensemble, G un groupe opérant a gauche sur X, H un groupe

opérant a droite sur X. Alors pour tout = dans X, g dans G et h dans H on a
(gz)h = g(zh).
(f) [2 points] Soient N et H deux groupes, a: H — Aut(/N) un morphisme tel que ker(«)
est différent de H. Alors N x, H n’est pas commutatif.
2. Soit G un groupe fini, disons d’ordre n, non commutatif. Soit C' le centre de GG et notons
= |C|. Soit r le nombre de classes de conjugaison de G.
(a) [2 points] Montrer que ¢ < n/4. (Indication: que peut-on dire de G/C?)
(b) [2 points] En considérant I'opération de G sur G par conjugaison, montrer que 7 est
au plus 5n/8.
3. (a) [4 points] Montrer que tout groupe d’ordre 7-11-13 est isomorphe a Z/1001Z. (Indi-
cation: considérer les p-groupes de Sylow.)

(b) [2 points] Soient G un groupe, N C G un sous-groupe distingué, H C N un sous-
groupe. Supposons que N est cyclique et fini. Montrer que H est un sous-groupe

distingué de G.

I0)



1.

(a)

(b)

Corrigé de I'examen d’algebre avancée.
le 30 mai 1994, 8:00-11:00

Vrai. Les groupes G et Gy sont isomorphes a Z/360Z x Z/12Z x Z/2Z, d’apres le
théoreme chinois.

Faux. Les invariants de G sont: r = 0, s = 3, n; = 360, ny = 12 et ng = 2, tandis
que ceux de Gy sont r =0, s = 2, n; = 360 et ny = 24.

Vrai. Voir la partie (d).

Vrai. Soit G := im(f) et f1:G; — G5 le morphisme surjectif induit. D’apres la
Proposition 6.5, H = f; ' fiH. Comme G35 est commutatif, f;H est un sous-groupe
distingué de G'3. D’apres la Proposition 6.5, H est distingué dans G.

Faux. On peut prendre X = {1,2,3}, G = H = S3 avec l'opération usuelle de G:
g+i = g(1) et I'opération suivante de H: i-h = h™1(1).

Vrai. Soit h dans H et n dans N tel que («(h))(n) # n (ceci existe car ker(a) # H).
On a alors: (en, h) * (n,ey) = (a(h))(n), h) tandis que (n,eg) * (ey, h) = (n, h).
Supposons que ¢ > n/4. Alors |G/C| € {1,2,3}. Donc G/C est un groupe cyclique.
D’apres 'exercice 50, G est commutatif, ce qui est une contradiction.

On considere 'opération de G sur GG par conjugaison. Soit r le nombre d’orbites.
Dans chaque orbite, on prend un élément z;. Comme pour x € C on a G-z = {x},

on peut supposer que {x1,...,z.} = C. Pour i > c on a |G-x;| > 2. Ceci donne:

n=|G =) |Gz|=c+ > |Gz >c+(r—c)2
i=1

i=ct+1
Donc 2r < n+c¢ <n+n/4=>5n/4, ce qui donne le résultat.

Soit G un groupe d’ordre 1001. En utilisant le théoreme de Sylow, on voit que le
nombre de p-groupes de Sylow est égal a 1 pour p dans {7,11,13}. Les p-groupes de
Sylow de G sont donc distingués. D’apres 1'exercice 80, GG est isomorphe au produit
direct de ses p-groupes de Sylow. Comme ces groupes sont d’ordre p, ils sont cycliques
et isomorphes a Z/pZ, donc G est isomorphe & Z/7Z x Z /117 x Z/13Z, et on finit
par le théoreme chinois.

Soit ¢ € G. Alors gHg ' est un sous-groupe de gNg~! donc de N. Notons que
|gHg™!| = |H|. Comme N est cyclique et fini, N n’a qu’un seul sous-groupe d’ordre

|H| (voir le texte du polycopié en haut de la page 18), d’'on gHg™' = H.
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— Vous

Examen d’algebre avancée.
le 13 septembre 1994, 8:00-11:00

pouvez consulter tout document.

— Donnez des références pour les résultats que vous utilisez. Les résultats de tous les exer-

cices

du polycopié, y compris ceux des examens et partiels précédents, peuvent étre utilisés

sans démonstration.

— Ce n’est pas nécessaire de tout faire pour avoir 20 points: le total est 22.

— Vérifiez vos solutions le mieux possible. Bonne chance.

1. Pour

faux.

(a)

chacun des énoncés suivants, donner une démonstration ou montrer que I’énoncé est

2 points] Les deux groupes Gy = Z/54Z x Z /127 x Z /727 et

Go = Z /487 x Z /277 x Z/367Z sont isomorphes.

2 points] Les deux groupes G1 = Z3/{{(36, 0, 180), (36, 36, 36), (30, 36,42)}) et

Go = Z/216Z x Z /127 x Z/18Z sont isomorphes.

[2 points] Soient p, g et r trois nombres premiers (non nécessairement distincts) et G
un groupe d’ordre pqr. Alors G peut étre engendré par 3 éléments.

[2 points] Soient G un groupe, N C G un sous-groupe distingué et =,y dans G tels
que zyz~'y~! € N. Alors pour tout n,m dans Z, on a z"y™x "y ™ € N.

2 points] 11 existe un élément o du groupe symétrique Sy tel que o2 = (1,2, 3).

[1 point] Soient G un groupe fini, N C G un sous-groupe distingué et H C G un
sous-groupe. Supposons que H N N = {e}. Montrer que |H| < |G/N]|.

[3 points] Soit m > 5 et soit N C S, un sous-groupe distingué. Montrer que N
appartient a {{e}, A,,,S,}. (Indication: considérer N N'A,,.)

[3 points] Soit n > 5 et soit H C S,, un sous-groupe tel que |S,,/H| < n. Montrer
que H = A, ou que H = S,,. (Indication: considérer l'opération de S,, sur S, /H
donnée par o - (TH) = (o7)H, et le morphisme v: S,, — Sym(S,,/H) induit par cette
opération.)

[2 points] Soient m > 2 et n > 2 des entiers. Soit G le groupe Z/mZ x --- X Z/mZ
(n facteurs). Montrer que |Aut(G)| > 1.

[3 points] Montrer que tout groupe fini G avec |Aut(G)| = 1 est isomorphe a {e} ou

a Z/2Z. (Indication: considérer d’abord 'opération de conjugaison de G sur G.)
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1.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

Corrigé de I'examen d’algebre avancée.
le 13 septembre 1994, 8:00-11:00

Faux. Les invariants de G sont: r = 0, s = 3, n; = 216, ny = 36 et ng = 6, tandis
que ceux de Gy sont: r =0, s = 3, n; = 432, ny = 36 et ng = 3.

Vrai. Les deux groupes ont mémes invariants: » = 0, s = 3, n; = 216, ny = 36 et
ng = 6.

Vrai. Soit x € G tel que © # e. Si x engendre G on a bien montré ce qu’il fallait,
donc supposons que ce n’est pas le cas. Prenons y dans G tel que y ¢ ({x}). Si
({z,y}) = G on a fini, donc supposons que ce n’est pas le cas. Prenons z dans G tel

que z & ({z,y}). La suite d’inclusions strictes

{e} € {z}) < {z,u}) € {z,y, 2})

montre que |({z,y, 2})| est produit d’au moins trois nombres premiers. On conclut
que [({z,y, z})| = pgr donc ({z,y,2}) = G.

Vrai. Dans le groupe quotient G/N on a Tg§ = § T, donc aussi Z"g™ = y"z". Ceci
implique bien que z"y™z "y~ ™ est dans N.

Faux. Supposons que o dans Sy est tel que o® = (1,2, 3). Alors l'ordre de o est 9.
Donc o est un cycle de longueur 9 (ici on utilise qu’on est dans Sg). Mais la puissance
troisieme d’un cycle de longueur 9 est produit de trois cycles disjoints de longueur
3. Contradiction.

Considérons le morphisme f: G — G/N. L'image fH de H est isomorphe & H/H N
N = H. Donc H est isomorphe a un sous-groupe de G/N, ce qui entraine |H| <
|G/N.

Soit N := NNA,. Alors N’ est un sous-groupe distingué de A,,. Comme n > 5, A,
est simple, donc N’ = {e} ou N’ = A,,. Dans le deuxieme cas, comme [S,, : A,,] = 2
est premier, on doit avoir N = A, ou N = S,. Supposons que N’ = {e}. Alors
on a vu dans la partie (a) de cet exercice que |N| < 2. Il suffit de montrer que
|N| = 1, donc supposons que |N| = 2. Alors on peut écrire N = {e,c}. Comme N

' = & pour tout 7 dans S,,. Mais cela signifie que o

est distingué dans S,,, on a 707~
est dans le centre de S,, et comme n > 2 on sait que ce centre est {e}. Ceci montre
que |N| = 2 est impossible.

Posons k := |S,,/H|. Alors |im(7)| < k!, donc | ker(y)| > n!/k! > 1. D’apres la partie
(b), on a ker(y) = A, ou ker(y) = S,,. Comme le stabilisateur de H € S,,/H est H,
on a ker(y) C H, donc H contient A,,. Il en résulte que H = A,, ou H = S,,.

Soit f:G — G l'application définie par f(ai,as,as,...,a,) = (az,a1,as,...,a,). 11
est clair que f est un automorphisme de GG qui n’est pas idg.

Pour chaque x dans G, la conjugaison y — zyx~! par z est un automorphisme de
G, donc est idg par hypothese. Cela signifie que pour tout x et y dans G, on a
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ryr~' = y. Donc G est commutatif. Donc G est isomorphe & un groupe de la forme
Z/nZ x --- x Z/n,Z, avec n; > 1 pour tout i. L’application z — 2! de G vers G
est un automorphisme. On conclut que pour chaque x dans G on a 22 = e et que

n; = 2 pour tout 7. De la partie (a) de cet exercice il résulte que s =0 ou s = 1.
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Partiel d’algebre avancée

Le 25 mars 1995, 10:30-12:30

Vous pouvez consulter tout document et tout livre que vous avez emporté(s). Il est autorisé
d’utiliser les résultats de tous les exercices du polycopié, méme de ceux que vous n’avez pas
faits. L’utilisation de calculatrices est autorisée.

Dans chaque partie de chaque exercice, vour pourrez utiliser les énoncés des parties précé-

dentes, méme si vous n’avez pas réussi a les prouver.

1. Pour chacun des énoncés suivants, donner une démonstration ou un contre-exemple.

(a) Soient G et Go des groupes finis tels que pged(|Gil, |G2|) = 1 et soit f: Gy — Gy
un morphisme. Alors f est trivial. (Un morphisme f:G; — Gy est dit trivial si
ker(f) = Gy.)

(b) Soient G et Go des groupes finis tels que pged(|Gy|,|G2|) > 1. Alors il existe un
morphisme non-trivial f: G; — Gs.

(c) Soient G et G des groupes et soit N; C GG; un sous-groupe distingué pour ¢ = 1, 2.
Alors Ny x Ny C G X Go est un sous-groupe distingué et (G x Gy)/(Ny x Ny) =
G1/N1 x Gy /No.

2. (a) Soit H C Z? le sous-groupe engendré par (7,—7,-7), (10,5, —5) et (13,17, —3).
Montrer que H = Z? et que Z3/H 2 Z/5Z x Z/7Z x Z.

(b) Soit H = {(a,b,c) € Z* | a4+ 3b+5c = 0 (mod 11) }. Montrer que Z*/H =
Z/117Z et que H = Z3. (On pourra étudier Papplication ¢: Z3 — Z/117Z donnée par
d(a,b,c) =a+ 3b+5¢c.)

3. Soit G un groupe d’ordre 6. Dans cet exercice on montrera que G est soit isomorphe a
Z/6Z soit a Ss.
(a) Montrer que si G est commutatif, alors G = Z/6Z.

Dans la suite de I'exercice on supposera que G ne soit pas commutatif.

(b) Montrer que G contient un élément a d’ordre 3. (On pourra utiliser I’exercice 2 du
polycopié.)
(c) Soit @ € G un élément d’ordre 3 dont l'existence est garanti par 3 et soit H C G le

sous-groupe engendré par a. Montrer que H est un sous-groupe distingué.
(d) Soit x € G tel que x € H. Montrer que pour tout g € G on a grg~' & H.

(e) La partie 3 montre que G opere a gauche sur I'ensemble G — H par conjugaison.

Montrer que ceci définit un isomorphisme G = Ss.

Bareme approximatif: Ex. 1: 3 X 2 = 6 points, Ex. 2: 2+ 2 =4 points et Ex. 3: 4 x2+3 =11
points.
Bonne chance.
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Corrigé du partiel

le 25 mars 1995

Exercice 1

a)

L’énoncé est vrai. Comme im(f) C G2 est un sous-groupe, |[im(f)| divise |Gz|. D’autre
part, im(f) = G/ ker(f), donc |im(f)| divise |G1|. Or pged(|G4|, |Gs|) = 1, donc |[im(f)| =
1 et ker(f) = Gj.

L’énoncé est faux. Pour donner un contre-exemple on peut prendre G; = Sz et Gy = Z/3Z.
Si f:S3 — Z/3Z est un morphisme non-trivial, alors im(f) C Z/3Z est un sous-groupe
avec im(f) # {0}, donc f est surjectif. Il s’ensuit que ker(f) C Sz est un sous-groupe
d’ordre 2, donc ker(f) est engedré par un élément d’ordre 2, ¢’est-a-dire par (1, 2), (1, 3) ou
(2,3). On verifie facilement que les sous-groupes {(1), (1,2)}, {(1),(1,3)} et {(1),(2,3)}
ne sont pas distingués.

L’énoncé est vrai. Soit ¢: G1 X Gy — G1 /Ny x Gy /Ny défini par ¢(g1, g2) = (91 N1, gaNo). On
vérifie aisement que ¢ est un morphisme de groupes, que ¢ est surjectif et que ker(¢) =
N7 X Ny. On conclut que N; x Ny C Gy X G5 est un sous-groupe distingué et que
(G X G9)/(N1 x Ny) = G1/Ny x G/Ns.

Exercice 2

a)

En appliquant I'algortithme 12.19, on transforme la matrice

7T =7 =7 1 0 0
10 5 -5 en 0 35 0
13 17 -3 0 0 O

Il existe donc une base (eq, ez, €3) de Z3 telle que (e, 35eq) est une base de H. Il s’ensuit
que H 2 Z? et que Z*/H = Z/35Z x Z et on conclut a l'aide du théoréeme Chinois.

Il est clair que ¢: Z* — Z/11Z est un morphisme surjectif et que ker(¢) = H. On a donc
un isomorphisme Z*/H = Z/11Z. En tant que sous-groupe de Z3, H est libre de rang au
plus 3. Si le rang de H est strictement inférieur a 3, alors il existe une base (eq, €9, €3) de
Z3 et des nombres ny,ny € N (possiblement nuls) tels que H est engendré par nje; et

naes. Dans ce cas, le groupe Z3/H est infini. C’est une contradiction, donc H = Z3.

Exercice 3

a)

b)

Si les invariants de G sont r, s et ny,...ng, alors r = 0 et le produit des n; est égal a 6.
Comme ng|ng,| - - - |n1, cela implique que s =1 et ny = 6.

Si 2% = e pour tout x € G, alors G est commutatif, donc il existe a € G tel que ordre(a)
ne divise pas 2. On a donc ordre(a) = 3 ou 6 mais dans le dernier cas, G est cyclique et

comme G n’est pas commutatif, cela est impossible. Il s’ensuit que ordre(a) = 3.
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c)

Comme il y a 2 orbites pour 'action de H sur G par translations a droite, on a gH = H
ou gH = G — H pour tout g € G. Si gH = H, alors g € H donc Hg = H = gH. Si
gH = G—H alors g ¢ H,donc Hg = G— H = gH. Dans chaque cas, on trouve gH = Hg,
donc H est un sous-groupe distingué.

H est distingué, donc z € H si et seulement si gzg~' € H.

L’ensemble G — H est d’ordre 3, donc l'action de G sur G — H donne un morphisme

1

G — S3. Soit * € G — H, alors G — H = xH = {z,ra,va*}. Le conjugué zazr~! est

1 1

d’ordre 3 et comme H est distingué, zax™! € H donc zaz™' = a ou a®. Si zax™! = a,

' = 2. Cela implique que la conjugaison par x fixe x

alors G est commutatif, donc rax™
et échange ra et xa®. L'image de x dans S3 est donc la transposition qui fixe . Comme
ceci est le cas pour tout élément de G — H, toutes les transpositions sont dans 'image de
notre application G — S3 donc cet application est surjective. Comme |G| = [S3], elle est

également injective.
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Examen d’algebre avancée

le mardi 6 juin 1995, 8:00-11:00

Vous pouvez consulter tout document et tout livre que vous avez emporté(s). Il est autorisé

d’utiliser les résultats de tous les exercices du polycopié, méme de ceux que vous n’avez pas

faits. L’utilisation de calculatrices et de modeles de polyedres réguliers est autorisée.

Dans chaque partie de chaque exercice, vour pourrez utiliser les énoncés des parties précé-

dentes, méme si vous n’avez pas réussi a les prouver.

1. Pour chacun des énoncés suivants, donner une démonstration ou un contre-exemple.

(a)
(b)
()

Soit k£ > 0 un entier et soit f : Z¥ — ZF un morphisme injectif. Alors f est surjectif.
Soit k£ > 0 un entier et soit f : Z¥ — ZF un morphisme surjectif. Alors f est injectif.
Soit G un groupe et soient z,y € G tels que ordre(x) = ordre(y). Alors x et y sont
conjugués.

Soient GG; et G5 deux groupes finis tels que la liste de groupes simples associée a G
par le théoreme de Jordan—Holder est, a permutation pres, égale a celle associée a
Gy. Alors |G| = |Gyl

Il existe un morphisme surjectif f:S5 — Z/5Z.

Il existe un morphisme injectif f:Z/5Z — Ss.

Soient n > 2 un nombre entier, D, le groupe diédral d’ordre 2n et N C D, le
sous-groupe (distingué) des rotations. Si z € D,, tel que x ¢ N alors ordre(z) = 2.
Soit H C Z? le sous-groupe engendré par (2, 3,0), (4,4, —6) et (2,5,6). Montrer que
Z3/H = 7/27 x Z.

Soit H' C Z3 le sous-groupe

{(a,b,c) €Z*|3a+5b=0 (mod 12) et 5a+T7c=0 (mod 25)}.

Montrer que Z*/H' = Z/300Z. (Indication: Trouver une application convenable
f1Z8 — 7)12Z x Z,/257..)

3. Soient G un groupe fini, A C G un sous-groupe et £ = {gAg~' | g € G} 'ensemble de

conjugués de A. Soit p un nombre premier tel que [G: A] < p.

(a)
(b)

()

(d)

Montrer que |E| < p. (Indication: Considérer I’action de G sur E par conjugaison.)

Soit S un p-groupe de Sylow de GG. Montrer que les orbites pour 'action de S sur

par conjugaison sont triviales.

Soient g € G et B = gAg~'. On vient de montrer que sBs~! = B pour tout s € S.
Montrer que BS est un sous-groupe de GG et que B est un sous-groupe distingué de
BS.

Appliquer la Proposition 6.7 pour montrer que BS = B et que S C B. En déduire
que S C Nyeq gAg™".
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Corrigé de ’examen d’algebre avancée

le 6 juin 1995

Exercice 1

a)

b)

L’énoncé est faux, un contre-exemple est fourni par 'application f:Z — Z définie par
f(z) = 2.

L’énoncé est vrai. Si f:ZF — Z* est un morphisme, alors on a ker(f) = Z* avec k' < k
et par le théoreme 12.18, Z*/ ker(f) = ZF~* x (un groupe fini). Si f est surjectif, alors
Z*/ker(f) = Z*, et il s’ensuit que k' = 0 et donc que ker(f) = 0, c’est-a-dire que f est
injectif.

L’énoncé est faux, les éléments 1,2 € Z/3Z donnent un contre-exemple.

L’énoncé est vrai. Si on a une suite exacte 1 = N — G — @ — 1, alors |N| - |Q| = |G|.
Ceci permet de montrer par récurrence sur |G| que |G| est le produit des ordres des
groupes simples dans la liste qui lui est associée: Si G est simple c’est clair. Si G' n’est
pas simple il existe une suite comme ci-dessus avec |[N| < |G| et |Q] < |G|. Par hypothese
de récurrence, |N| (resp. |Q|) est le produit des ordres des groupes simples dans la liste
qui lui est associée. Comme la liste de GG est la réunion des listes de N et de (), on déduit
le résultat pour G de I'égalité |N| - |Q| = |G]|.

L’énoncé est faux. Soit f: S5 — Z/5Z un morphisme surjectif. Si 7 € S5 est une transpo-
sition, alors 2 - f(7) = f(7?) =0, donc f(7) =3-(2- f(7)) = 0. Comme S; est engendré
par les transpositions, il s’ensuit que f(o) = 0 pour tout o € S;, contradiction.

L’énoncé est vrai. L'application f:Z — S5 définie par f(k) = (1,2,3,4,5)% induit un tel
morphisme par passage au quotient.

L’énoncé est vrai. Soit p un générateur de N (par exemple la rotation d’angle 27w /n)
et soit o la symétrie par rapport a l'axe des z. Si # € D,, — N, alors o = opF et

a? = opFop® = ocop~Fp* =id.

Exercice 2

a)
b)

On applique l'algorithme 12.19.
Le morphisme f:Z? — Z/12Z x Z/25Z7 défini par

fla,b,¢) = (3a+5b (mod 12),5a+ 7c (mod 25))

est surjectif car f(0, 5z, 18y) = (Z,y). Visiblement, ker(f) = H', donc ce morphisme induit
un isomorphisme Z/H' = Z /127 x Z/25Z. Le théoréme chinois permet de conclure.

Exercice 3

a)

Par définition, E est l'orbite de A pour l'opération de GG sur F par conjugaison, donc
|E| =[G : Gal]. Sia € A, alors ada™! = A, donc A C G 4. 1l s’ensuit que |E| = [G :
Gal <[G: A] <p.
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b)

c)

Comme S est un p-groupe, une orbite non-triviale pour ’action de S sur E contient au
moins p éléments. Il ne peut donc y avoir que des orbites triviales.

Clairement, BS # (. Si b,V € B et s,8 € S, alors bst's’ = b(sb's™!)ss’ € BS et
(bs)™! = 57171 = (s7'b71s)s™! € BS donc BS est un sous-groupe de G. Si b,V € B et
s € S, alors (bs)b'(bs)™* = b(sbs™1)b~! € B, donc B est un sous-groupe distingué de BS.
Appliquant la Propostition 6.7 avec G = BS, N = B et H = S, on trouve un isomor-
phisme BS/B = S/(BNS). Comme S est un p-groupe, on déduit que |S/(B N S)| est
une puissance de p. Le fait que [BS : B] < [G : B] = [G : A] < p implique alors que
BS/B = {e}, donc BS = B. On a S C BS = B. Ceci montre que S C gAg~! pour tout
g€ G,donc S C NyeggAg™'.
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Examen d’algebre avancée

le 8/9/1995, 14:00-17:00 heures

Il est autorisé, mais déconseillé, de consulter les documents et les livres que vous avez
emporté(s). Vous pouvez utiliser les résultats de tous les exercices du polycopié, méme de ceux
que vous n’avez pas faits. L’utilisation de calculatrices est autorisée.

Dans chaque partie de chaque exercice, vour pourrez utiliser les résultats donnés dans les

parties et les exercices précédents, méme si vous n’avez pas réussi a les prouver.

1. Dans tout I'exercice p désigne un nombre premier. On pourra utiliser le résultat suivant:

16.1 Théoréme. Soit G un groupe et soit C = {z € G | zy = yx pour tout y € G } le
centre de G. Si G/C' est cyclique, alors G est commutatif.

(a) Soit G un groupe d’ordre p?. Montrer que G est isomorphe & Z/p?Z ou & Z/pZ x
Z/pZ.

(b) Soit G un groupe d’ordre p3. Montrer que si G n’est pas commutatif, alors le centre
de G est d’ordre p.

2. Pour chacun des énoncés suivants, indiquer si ’énoncé est vrai ou faux et donner une
démonstration de votre réponse.

(a) Pour tout entier n > 3, le groupe symétrique S, est engendré par (1, 3,2) et (1,2,...,n).

(b) Le groupe symétrique Sg contient exactement 240 éléments d’ordre 6.

(¢) Soit G un groupe engendré par des éléments d’ordre 3. Alors G ne contient pas
d’élément d’ordre 2.

(d) Il existe un isomorphisme GLy(Z/2Z) = S;.

(e) Soient GG un groupe fini et p un nombre premier. Si G admet un p-groupe de Sylow
qui est cyclique, alors tous les p-groupes de Sylow de GG sont cycliques.

(f) Soient G, et Gy deux groupes finis tels que |G| = |Ga|. Alors la liste de groupes
simples associée a (G; par le théoreme de Jordan—Holder est, a permutation pres,
égale a celle associée a Gs.

(g) Soient p et ¢ deux nombres premiers (pas necessairement distincts!) et soient G; et
Go deux groupes tels que |G| = |G| = pq. Alors la liste de groupes simples associée
a G, par le théoreme de Jordan—Holder est, a permutation pres, égale a celle associée
a Ga.

(h) Soit G un groupe simple d’ordre 60. Alors le nombre de 3-groupes de Sylow de G
est égal a 10.

3. (a) Soit H C Z3 le sous-groupe engendré par { (1, 3,4),(2,2,3),(—1,1,1),(4,3,2) }. Est-
ce que Z3/H = 7?7
(b) Calculer le rang du groupe { (a,b,¢) € Z*> | a+2b+3c=0 (mod 4) }.
(c) Trouver une base du groupe { (a,b,c) € Z> | 3a+ b =0 }.
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Corrigé de ’examen d’algebre avancée

du 8/9/1995
Exercice 4

a)

Soit C' le centre de G. Comme G est un p-groupe, C' est non-trivial, donc |C| = p ou
p?. Si |C] = p, alors G/C est d’ordre p, donc cyclique et G est commutatif. Si |C| = p?,
alors G = C donc G est également commutatif. Ceci montre que tout groupe d’ordre p?
est commutatif. La classification des groupe commutatifs de type fini montre qu’il y a, a
isomorphisme pres, deux groupes commutatifs d’ordre p*: Z/p?Z et Z/pZ x Z/pZ.

Soit encore C' le centre de G. Dans ce cas, on a |C| = p, p? ou p*. Si |C| = p? alors G/C
est d’ordre p, donc cyclique et G est commutatif. Si |C| = p3, alors G = C donc G est
également commutatif. Il ne reste que la possibilité que |C| = p.

Exercice 5

a)

b)

L’énoncé est faux. Si n = 5, alors (1,3,2) et (1,2,...,5) sont des permutations paires,
donc le groupe qu’ils engendrent est contenu dans As.

L’énoncé est vrai. Si 0 € Sg est d’ordre 6, alors o est un cycle de longueur 6 ou le produit
de 2 cycles disjoints: une transposition et un cycle de longueur 3. Il y a 85432 — 190

6
cycles de longueur 6 et 82432 — 190 produits de I'autre forme, soit au total 240 éléments

2 73

d’ordre 6.

L’énoncé est faux. Le groupe alterné Aj est engendré par les cycles de longueur 3, donc
par des éléments d’ordre 3. Mais (1,2)(3,4) € Aj;, qui contient donc un élément d’ordre
2.

L’énoncé est vrai. Le groupe Glo(Z/2Z) opere sur Uespace vectoriel (Z/2Z)% par des
automorphismes linéaires, donc ce groupe opere sur 'ensemble E = {(1,0),(0,1),(1,1)}.
Ceci induit une application a: GLg(Z/2Z) — Sym(E) = S3. Si un élément ¢ € GLo(Z/27Z)
fixe les éléments de E, alors ¢ = id, donc « est injective. Comme les deux groupes ont 6
éléments, c’est en effet un isomorphisme.

L’énoncé est vrai. Soit S C G un p-groupe de Sylow cyclique et soit x € S un générateur.
Si " C G est un autre p-groupe de Sylow, alors il existe y € G tel que S’ = y~1Sy.
Comme |S| = |S’| et comme l'ordre de y~'zy est égal a Uordre de =, il s’ensuit que S’ est

1

engendré par y 'xy. S’ est donc cyclique.

L’énoncé est faux. La liste associée a Aj est (As) et celle associée a Z/60Z est
(Z/2Z,7,/2Z,7/3Z,7./57),

quoique évidemment |Aj| = |Z/60Z|.

[’énoncé est vrai. Si p # ¢, alors ¢’est un résultat du cours que GGy admet un sous-groupe
distingué N d’ordre max(p,q). On a G/N = Z/min(p, q)Z donc la liste associée a G est
(Z/pZ,Z/qZ). 1l en est de méme pour Gl.

Si p = q alors il s’ensuit de l’ecercice 1.a) que les listes de G et de G5 sont tous les deux
égales a (Z/pZ,Z/pZ).
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h) L’énoncé est vrai. Il s’ensuit du théoreme de Sylow que le nombre de 3-groupes de Sylow
de G est égal a 1, 4 ou 10.
Si ce nombre vaut 1, alors 'unique 3-groupe de Sylow est distingué, ce qui contredit
I’hypothese que G est simple.
Si ce nombre vaut 4, alors GG opere de facon transtitive, donc non-triviale, sur I’ensemble
de ses 4 3-groupes de Sylow. Ceci donne un morphisme non-trivial G — Sy, qui ne peut
pas étre injectif car |G| > |S4|. Son noyau est donc un sous-groupe distingué non-trivial

de G, contredisant encore 1'hypothese.
Exercice 6

a) Non, application de I’algorithme du cours montre que Z3/H = Z/117Z.
b) Le morphisme Z* — Z/4Z donné par (a,b,c) — a + 2b + 3c induit un isomorphisme

Z°/{(a,b,c) €Z’ |a+2b+3c=0 (mod 4)} = Z/47Z.

Le rang du groupe donné est donc égal a 3.

¢) En applicant Ialgorithme donné dans la démonstration du théoréme 12.17, on trouve par
exemple ((—7,3,0),(0,0,1)).
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