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1 L’equationde Fermat.

1.1 Intr oduction.

Noussuivronsle livre de Samue[Samuel]d’assezres,encompktantpardesréferencesu
livre de Cohen[Cohen]pourdesrésultatsalgorithmiqguesEn mémetemps,nousessayeronde
motiver le plus possible par desexemplessimples,lintroduction desnotionstechniquesC’est
pourcelaqguenouscommenonsparregarder’ équationde Fermat:

Danscette équation,n estun entiet plus grandou égala un, et le problemequi se poseest
de trouver, pour n donre, toutesles solutionsde cette équation,c’est a dire, tous les triplets
(a,b, c) dansZ? telsquea™ + b" = ™. Avantdedire quoiquecesoit surceproblemeparticulier
remarquongjue ce problemegardeun senssi on remplaceZ par n'importe quel anneaulles
anneauwserontcommutatifeetunitairesdansce cours,saufmentionexplicite contraire) En effet,
I'ensembledessolutionsdansA?2, pour A un anneaugstsimplementi’ensembledesracinesdu
polyndbmez™ + y™ — 2" dansA3. Plustard aujourd’hui,nousallonsconsicererl’anneauClt].

Si¢: A — B estun morphismed’anneauxet (a, b, ¢) dansA?* unesolutionde I’ équation
de Fermatde degré n ci-dessusalors (¢(a), ¢(b), ¢(c)) dansB? estégalementune solution
de la mémeéquation.En fait, cettedernere propriete estvraie pour tout sysemed’équations
polynomialesa coeficientsdansZ.

L’ équationde Fermatesthomogene: touslesmondmesy intervenantont mémedegré. Une
autrefagon dedire celaest: si A estunanneau(a, b, c) dansA? et A dansA nondiviseurdezéro,
alors(a, b, ¢) estunesolutionsi et seulemensi (Aa, Ab, Ac) I'est. GEorrétriguementcelas’ex-
primeendisantquel’ensembledessolutionsestun cone,et (aumoinssurun corps)la propriete
pour (a, b, c) d’étreunesolutionnedépendquedela “droite” A(a, b, ¢), doncquedel'image de
(a, b, ¢) dansle “plan projectif’ sur A. Engéréral,quandon consiceredessysemesd’équations
polynomialeshomogenes,on a intérét a consicererles solutionsdansl’espaceprojectif corres-
pondant,car celafait baissera dimensiondu probleme(c’est a dire, le nombrede variables)
d’'un.

L’homoceréite de I’ équationde Fermatentrdne égalementinerelationentrelesensembles
desolutionsdansZ etdansQ, quenousallonsmaintenanexpliquer.

Pourr > 0, un élément(ay,... ,a,) de Z" estdit primitif si pged(ay,...,a,) = 1. En
particulier un élementprimitif deZ" estnonnul, ettouta nonnul dansZ" estdela formedd’,
avecd dansZ eta’ primitif (d estalorsunpgcddesa;). Le groupeZ* = {1, —1} desélements
inversiblesde Z operepar homotletiessur’ensemblePrim(Z") desélementsprimitifs de Z",
et on nousnoteronsP(Z") le quotientPrim(Z")/Z*. Ceciestl'analoguesur Z de la définition
usuelledel'espaceprojectif P(Q") := (Q" — {0})/Q*. Aveccesdéfinitions,on ala proposition
suiante.

1.1.1Proposition. L’inclusion de Prim(Z") dansQ" — {0} induit une bijection entrelP(Z")

etP(Q").



La vérificationestlaiseecommeexercice; disonsseulementuel’applicationinverseestobte-
nuecommesuite: poura nonnul dansQ", on prendun dénominateucommund desa;, c’est
adire un d dansZ non nul tel queles da; sontentiers,et on écritda = ea’ avece dansZ et
a' dansz’” primitif. (Uneautrefagon de construirel’applicationinverseestde montrerque pour
a # 0 dans)’ I'intersectionQ-a N Z" estun Z-modulelibre derangun, etd’en prendreesdeux
gérérateurs voir la section9.)

Soit maintenant: > 1. NotonsX I'ensembledessolutionsprimitivesdansZ? del’ @quation
" +y" = 2", etY I'ensembledessolutionsnonnullesdansQ? del’ équationz™ + y™ = 2. Le
groupeZ* = {1, —1} desinversiblesdeZ opéreparhomotteétiessur X, et,dela mémefagon, Q*
operesurY. SoientX := X/Z* etY := Y/Q* lesquotientsde cesactions Alors la proposition
précédentamplique quelinclusion de X dansY induit unebijectionde X versY'.

1.2 L’équationde Fermat, degrée 1.

Il N’y apasgrandchoseadire. PourA n'importequelanneau(a, b, ¢) dansA? estunesolu-
tion si et seulemensi c = a + b. Autrementdit, nousavonsunebijectionde A2 versl'ensemble
dessolutions,qui ervoie (a, b) vers(a, b, a + b).

1.3 L’équationde Fermat, degré 2, sur Z.

Ici, noussuivons[Samuel §1.2].1l s’agitmaintenantie!’ équation
2 + y2 = 22.

Lessolutions(a, b, ¢) aveca, b et c desentierspositifs et abc non nul, sontappeésdestriplets
pythagoriciensNotonsquedetoutefagon, (a, b, c) dansZ? estunesolutionsi etseulemensi tous
lestriplets (+a, +b, +c) sontdessolutions.Il noussufiit detrouver touteslessolutionsdansN®.
Nousallonsclassifiellestripletspythagoriciengrimitifs, al’aide dela factoriali€ del'anneauZ.
Commé’ équatiomquenousconsiceronsesthomogene c’estadire quetouslestermesontméme
degré, toutesolution (a, b, ¢) dansZ? avecabc # 0 estdela forme (+da’, £db/, £dc'), avecd
dansN nonnul,et(a’, ¥, ¢') untriplet pythagoricierprimitif. Onproczdeparlesétapesuivantes.
1. Soit(a, b, ¢) untriplet pythagoricienLesconditionssuvantessontéquivalentes
(@) pged(a,b,c) =1,
(b) pged(a,b) =1,
(c) pged(a,c) =1,
(d) peed(b,c) = 1.
(Eneffet, si (a, b, ¢) estpythagoricieret si parexempleun nombrepremierp divisea etb,
alorsp divisea? + b?, doncc?, donce.)

2. Soit (a, b, ¢) untriplet pythagoricienprimitif. Alors ¢ estimpair, etl'un d’entrea etb est
pair (pourle voir, on utilise queles carésdansZ /47 sont0 et 1).



3. Soit(a, b, ¢) untriplet pythagoricienprimitif avecb pair. En écrivant

(6/2)* = ((c = a)/2)((c + a) /2),

onmontrequ’il existeu etv dansN, premiersentreeux,tel qued < u < v, (c—a)/2 = u?
et(c+ a)/2 = v?. (Eneffet, (c — a)/2 et (c + a)/2 sontpremiersentreeux car I'id éal
gu'’ils engendrentontientc eta, doncl, etleur produitestun car.) On conclutqueles
triplets pythagoriciensprimitifs avec b pair sontlestriplets (v — u?, 2uv, v* + u?), avec
0 < u < v premierentreeuxetuv pair.

Une autrefagon de faire la liste de tousles triplets pythagoriciensestla suivante,quel’on
pourraitappeler‘parangtrisationrationnelledu cercle”. A un triplet pythagoricien(a, b, ¢) on
fait correspondrée point (a/c, b/c) ducercleC dansR? derayonun etdecentre(. Un élement
deC estdit rationnelsi sesdeuxcoordonessontrationnellesEnconsicerantiesdroitespassant
par(—1,0), onmontrequetout autrepointrationnelde C' estdela forme

(1 =#9)/(1+1%),2t/(1+ %)),

avect dansQ (¢ étantla pentede la droite consiceree). En effet, pour¢ dansR notonsD; la
droitedansR? qui passepar(—1, 0) etqui estdepentet, etnotons(z(t), y(t)) le deuximepoint
d’intersectionde D; avecle cercleC. Alors ¢ estrationnellesi et seulemensi (z(t), y(t)) I'est

(si(z(t),y(t)) estrationnelle,D, contientdeuxpointsrationnels,doncsapenteestrationnelle,
sit estrationnelle Je deuxemepointd’intersectiorestdelaforme (—1,0) + A(1, ¢) avec\ dans
R solutiond’une équationde degré deuxa coeficientsrationnelset avecuneracinerationnelle

un petit calculdonnela formule enhaut).En écrivantt = u/v avecu etv desentierspremiers
entreeux,on obtientde nouweaula classificatiordestriplets pythagoriciengprimitifs obtenueen
haut.

1.4 L’équationde Fermat, degrén > 3, sur Clt].

En 1993,Andrenv Wiles amontié qu'il n'y a pasde solutionsnontrivialesdansz3. Malheu-
reusementia démonstratiorestbeaucouprop difficile pourl’expliquerdanscecours.Pourceux
qui veulentvoir commentcelamarche voir par exemplele livre de Cornell, Silvermanet Ste-
vens[CSY, oulesdeuxexpossauSeminaireBourbakiparSerreet Oesterg, enjuin 1995,oule
numeéro22 du magazinéQuadrature” gte 1995(Editionsdu choix, Argenteuil).Signalonsaussi
gue Kummer au 19emesiecle, avait déja demonté le theoemede Fermatpour de nombreux
exposantpremiers.

Cequenouspouwvonsfaireaveclestechniques notredisposition estrésoudreceséquations
dansl’anneauClt].

1.4.1Théoréme. Soitn > 3 entier Sia, b etc dansC[t| satisfonta™ + b"™ = ¢" etsontpremiers
entreeux (pged(a, b, ¢) = 1), alorsa, b etc sontde degré zéro, c’estadire, sontdansC.

Preuve. Laméthodes’appelle‘la descenténfinie”. Supposonsloncqu’il existeaumoinsune
solutionprimitive nonconstanteSoitalors(a, b, ¢) unetelle solutionoti le maximumdesdegrés
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dea, b etc estminimal. Notonstoutd’abordquea, b etc sontpremiersentreeuxdeuxpardeux,
tousnonnuls,etqu’auplusund’entreeuxestconstantOna:

a*=c"-b" = H(C—Cb).
(=1
Lesfacteursc — (b sontpremiersentreeux, deux par deux,car chaquepair d’entre eux forme
unebasedu sousC-espacevectorielde C[t] engendé parb et ¢ (notonsquece sous-espacest
dedimensiondeuxcarb etc sontnonnuls,premiersentreeuxet pastouslesdeuxconstant)Par
la factoriali€ de C[t], nousobtenongjuelesc — (b sontdespuissancesiémesadesinversibles
pres.Maislesinversiblessontlesconstant®ionnuls,qui sonteux-memesilespuissancesiemes.
Il existedoncdesz, dansCjt] telsque

c— (b= .

Commelesc— (b sontpremiersentreeuxdeuxpardeux,lesz, le sontegalementEn consicerant
lestermesdominantsde c etdeb, on voit qu’auplusun desz, estconstantPrenonsnaintenant
n'importetriplet z, y, et z parmiles z, (celaestpossibleparcequern estaumoins3). Comme
Z™, y" etz™ appartiennendu sous-espacee C[t] engendrearb etc, il y aunerelationlinéaire
nontriviale parmieux,disons:
az" + py" = 2",

aveca, 8 ety dansC, ne pastousnuls. Mais commechaqueélementde C estune puissance
nieéme,noustrouvons,enchoisissantlesracinesniemesdea, 5 et+y, unerelation:

n n__.n
Ty Y = 2y,

aveczy, y; etz; premiersentreeux deuxa deux,ne pastousconstantset de mémedegré que
x, y et z, respectrement.Mais celacontreditla minimalité entermesdesdegrésde la solution
(a, b, c) dedépart. O

Avant de continuer notonsque nousavons utilisé que I'anneauC|t| estfactoriel, et que tout
inversiblede C[t] estune puissancenieme.Ce sontexactementesdeuxpropriétesqui posent
un probkeme pour les anneauxZ[e?"/"]. Le défaut de non factoriali€ de tels anneauxainsi
gueleursgroupesmultiplicatifs, serontétudés plus tard dansce cours.Signalonsaussique la
méthodequi a conduita une preuve du theoemede Fermatn’est pasd’étudieren granddétail
lesanneauxzZ[e?™*/"], maisplutdt desanneauxdela forme Z[z, y]/ (y? = x* + ax + b), C’esta
dire, descourbeslliptiques.

Pourmontrerquel’on sait demontrerdesrésultatsgéréraux,citonsle suivant, casspécial
d’'un theoemede Faltings,auparaantconjecturede Mordell (voir parexemple[Serrel).

1.4.2Théoreme. Soit F' dansQ[z,y, z] homognede degré au moins4, tel que les dérivées
OF/0x, OF /0y etdF 0z ne s’annulentpasen un mémepointde C* — {0}. Alors 'ensemble
{(a,b) € @ | F(a,b,1) = 0} estfini.

Cequi estintéressantlansce résultatestla conditionsurle degré. Le fait quece degré doit étre
aumoins4 correspondufait quela variéete dessolutionsdansP(C?) estunesurfacecompacte
connee etorientabledontle genre(i.e., le nombredetrous)estaumoinsdeux.
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1.5 L’équationde Fermat, degré4, sur Z.

Ici noussuivons[Samuel§1.2]. Nousallonsmontrer:
Soientz, y etz dansZ telsquez* + y* = 22. Alorszyz = 0.

Supposonsloncqueceténoné soitfaux,etsoit (z, y, z) dansN® avecz* +y* = 22, zyz # 0, et
z minimal. Pourobtenirunecontradictionon procdeparlesétapesuivantespou I'on applique
cequenoussavonsdéja destriplets pythagoriciengcar (22, y?, ) estuntel triplet).

1. z, y etz sontdeuxadeuxpremiersentreeux.

2. Aprespermutationsi nécessairejex ety, onax etz impairs,y pair. Il existeu etv dans
N, premiersentreeux,avecu > v, telsque:

z? = u? — 2, y2:2uv, z = u? + 02

La premireéquationdit quez? + v? = u?; commex estimpair, v estpair. La deuxéme
équationdit que(y/2)? = uwy, doncil existea etb dansN telsqueu = a? etv, = b%. De
la premiereéquationontire qu’il existec etd dansN, premiersentreeux,telsque:

r=c—d*, v=2d, u=c*+d.

La deuximede ceséquationsdit queb? = cd, doncquec et d sontdescaries, disons
c=e? etd = f? avece et f dansN. Commeu = a?, ona:

e4+f4:a2,

etcommea? = u etz > u?,onaz > u? > o* > a. Contradictionavecla minimalite de z.

1.6 L’équationde Fermat, degré 3, sur Z.

Ceci n’est pasfait dans[Samuel].Nous suivons|[I-R, §17.8]. La méthodeesttoujoursla
méme: factoriserapresadjonctiondesracines3emesde 'unit&, et descentenfinie. Nouscom-
menonsparquelquesésultatssurle sous-annead := Z[j], avecj? + j + 1 = 0, deC.

1.6.1Proposition. La conjugaisorcomplece z — Z induit sur A un automorphismel’anneau.
L'applicationN: A — N, a — aa = |a|?> estmultiplicative et s’appellela normede la Z-

algébreA. L'anneauA esteuclidienpourla fonction N ; A estdoncfactoriel.Le groupeA* de
sesélémentsnversiblesest{+1, +j, +5%}, etestcycliqued’ordre6. L’élément\ := 1 — j de A

estpremier etle quotientA/\ A estun corpsatrois élémentsUnefactorisatiorde3 dansA est
la suivante: 3 = —j2)2.

Preuve. CommeA estunsous-anneadeC, A estintégre.Pourvoir queN: A — C, a > |a/?
prendsesvaleursdansZ, faisonde calculsuivant:

N(n+mj) = (n+mj)(n+mj*) =n>+nm(j +5%) + m*> = n* — nm + m?,



C’estdoncvrai que N prendsesvaleursdansN. Pour montrerque A esteuclidienpour la

fonction NV, il fautmontrerquepourtousa etb dansA avecbh nonnul, il existeq etr dansA

aveca = gb+r et N(r) < N(b). Soienta etb dansA, avech # 0. Soit¢ alorsun deséléements
de A le plusprochedea/b. Alorsona:

la/b—q| <1/V3 < 1.

(Pourl'expliquer, faire un dessindu réseaud dansC ; ce réeseawestl’ensembledessommets
d’un pavagede C pardestrianglesde cotesun.) Posons: := a — ¢b. Onalors:

7| = la—qbl = |b] - [a/b - q| < [b],

d'ol N(r) = |r|? < [b]2 = N(b).

Soit a dansA. Alors a estinversiblesi et seulement’il existe b dansA tel queab = 1.
En particuliet si o estdansA*, il existeb dansA telquel = N(1) = N(ab) = N(a)N(b),
d'ou N(a) = 1. D’autre part, si a estdansA et N(a) = 1, onal = aa, donca estdansA*
(eta™! = @). Lesinversiblesde A sontlesa dansA avec N(a) = 1, c'estadire, lesa dans
l'intersectionde A etle cercleunité.

Pourvoir cequ’estA/\A, notonsqueA = Z[t]/(t*+t+1), cequi nousdonneun morphisme
surjectifA — I3, enernvoyantt versl (eneffet, 'image det?+¢+1 estalors0). Parconstruction,
I'image de A dansF; estnulle, doncle morphismeA — F; sefactorisepar A/AA cequi donne
unesurjectionde A/AA surTs. Le fait que N(\) = 3 implique que X estirréductible,donc
premier(car A euclidiendoncfactoriel). Mais alors A/\A estun corps(c’estle quotientd’un
anneauprincipal par un idéal premiernon nul), doncle morphismeA/AA — F; estinjectif, et
doncunisomorphisme.

Calculons V2= (1—-5)?2=1-2j+42=1+j+4%2—-3j = -3j. O

Faisonsquelquessxemplesde factorisationdansA. Factorisongarexemple3 + j et4 — j.
D’abord,N(3+7j) = 32— 3+1 = 7 estpremierdonc3 + j estpremier ainsique3 + j = 2 —j.
La factorisationde 4 — j estplusintéressanteOna N(4 — j) = 42+ 4+1 = 21 = 3.7.On
essaialorsdediviser4 — j parun élémentdenorme3, parexemplel — j. Ontrouve:

4—j A—-j1-52 4-4%—j+1

_ _ 3+ 5.
1 1-j1-/° 3 +J

Comme3 + j estpremieronalafactorisationt — j = (1 —5)(3+j) enélementpremiersde A.

1.6.2Lemme. LespuissancegoisiemesdansA/9A = A/\*A sont0, £1, £\3.

Preuve. CommeA/)\A = T, tout élementde A estd’'une desformesl + Aa, —1 + Aa, Aa
(aveca dansA). On calculeles puissancesroisiemesde cesbétes,en utilisantquemémelesa
enhauts’écriventencoresousla formea; + \a’ aveca; dans{0,1, —1} (eton utilise le “petit
théoemede Fermat”). O

Nous allons montrerun résultatplus fort que I'énon& que pour tout (z,y, z) dansZ? avec
2 +1y® = 23 onait zyz = 0; celaestnécessairgour faire la descenténfinie. Cettefois, la

......



1.6.3Notation. Soit A unanneaudactoriel,a dansA nonnul, etp dansA premier Nousnotons
alorsw,(a) le nombrede facteursp dansla decompositiorde A enfacteursirréductiblesPlus
précimentonaa = p*@a’, avecp nepasdivisanta’. (On utilise la lettrev pourvaluation.)

1.6.4Théoréme. Supposonguez, y etz sontdansA etqueu estdansA* telsquex®+1y° = uz>.
Alors zyz = 0.

Preuwve. Par contradiction.Supposongioncque z, y, z et u sontdans A, avec u dans A*,
23 + 1y = w2 etayz # 0. Par 'argumenthabituel, nous pouvons supposermue z, y et z
sontdeuxa deuxpremiersentreeux.

Montronsque A|zyz, et quesi A|zy, alorsu = +1. Supposonsioncque \|zy. Alors A ne
divisepasuz?, doncona+1 = +u dansA/A\3A. Celaveutdire que)? diviseu —1 ouu+1. 1l en
résultequeu = +1. (Par exemple,on peututiliser que|u £ 1| < 2 tandisque|\?| = 3v/3 > 2.)
Nousavonsdoncmontrela deuxiemeassertionMontronsla premere.Supposongue) nedivise
paszyz. Alors {3, 3, 23} C {1, -1} dansA/)\*A. Mais alorsonau = +2 dansA/)\*A. Cela
veutdire que\* diviseu — 2 ouw + 2. Mais1 < |u + 2| < 3 tandisque|\*| = 9, cequi estune
contradiction.

Cecinousrameneaucasol nousavonsz, y, z etu dansA, avecu dansA*, 22 + 3 = uz?, et
Alz. Nousallonsmaintenanproduireun tel quadruplet(z’, i/, 2/, u') avecwv,(2') < vy(2); c’est
cala contradictioncherctee.Allons-y.

Notonstout d’abordque dansA/\A nousavonsz?® + y® = 0, doncquez + y = 0 (dans
A/XA, biensir). Mais alorsz® + y* = 0 dansA/\*A (utiliser ce que noussavonsdescubes
dansA/\*A), donc)*|uz3, donc)?|z. Nousécrivonsmaintenant

(z 4+ y)(z+ jy) (@ + j%y) = 2° + y* = u®.

Comme\%|uz?, aumoinsun desfacteursa gaucheestdivisible par \? ; enrempla@anty par jy
ou j2y si nécessairepn a \?|(x + y) (notonsquecessubstitutionse changenpasz, cequi est
importantpour notreargument).

Montronsqu'alorswvy (z + jy) = va(z + j%y) = 1. Commel'image dej dansF; estl, il est
clair que \ divisex + jy etz + j%y. Supposongue \?|(z + jy). Alors z + y = z + jy dans
A/N?A, donc0 = (1 — j)y = Ay dansA/)\? A. Commey estdansA*, celaentrdneque)?|\, ce
qui estfaux. De mémepourz + j%y : A2 nedivisepasl — ;2. Nousavonsdonc:

n(@+y)=3ui(2) =2, w(z+jy)=1, w(+5y) =1

Le faitquedet( j) = —A montreque(z + y)A + (z + jy)A = AA, etdemémeontrouve que
x + v,z + jy etz + 52y ont,deuxa deux,plusgrandcommundiviseur A\ A. La factoriali€ de A
donnel’existenced’élémentsy, 3 ety de A qui sontpremiersa A et premiersentreeuxdeuxa
deux,etd’ élementsu,, u, etuz de A*, telsque:

4y =u\NO203 gz 4 gy = w6, x4 5%y = ushyd
La combinaisorinéaireaveccoeficients1, j et j? decestrois équationsgdiviséepar )\, donne:

0 = w A3 303 4 juy 83 + j2usy®.
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On posemaintenants; = 3, y; = 7, et z; = A& ~lq, Alors on a, avece; ete, dansA*
corvenables
3 3 3
T] +E1Y] = €227

Comme)3|z3 (carvy(z) > 2),0nae; = +1 dansA/)\3A, cequi montreques; = +1 (dansA).
Enrepla@nty; par—y, sinécessairepn obtientdonc:

3., ,3 3
Tt Y = €221,

avecuy(z1) = va(z) — 1. O
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2 L'anneauZ]i| etle theoremedesdeuxcarreés.

2.1 Un peud’arithm étique dansZ]i].

Le but de cettesectionestd’abordde comprendreeommentsefactorisenies nombrespre-
miers dansZ/i|, et d’appliquerle résultatpour déterminerquelsentierssont sommede deux
carés.Lesrésultatde cettesectionsetrouventdans[Samuej §5.6], maisy sontdemontésde
fagon moinsélementaire.

2.1.1Proposition. Laconjugaisorcomplecez — Z induit surZ[i] unautomorphisme’anneau.
L'applicationN: Z[i]| — N, a — aa = |a|?> estmultiplicative et s’appellela normede la Z-
algébreZli|. L'anneauZ|i] esteuclidienpourla fonction N ; Z[i] estdoncfactoriel.Le groupe
Z[i]* desesélémentsnversiblesest{+1, +i}, etestcycliqued’ordre4.

La demonstratiorestanaloguea celle quenousavonsdéja faite pourZ[j].

2.1.2Théoreme. Soitp unnombrepremier Alors p estencorepremierdansZ.|i] si etseulement
sip = —1 modulo4. Pour2 ona:2 = (1+1i)(1—1i) = i(1—1%)*. Unnombrepremierp congrual
modulo4 sefactorisecomme: p = (a + bi)(a — bi), endeuxfacteurgpremiersnonassocés.Les
éléementgpremiersdeZ[i] sontceuxdontla normeestun nombrepremier(forcémentl modulo
4 ouégala?2) oule carée d’un nombrepremierqui est—1 modulo4.

Preuve. Montronsd’abordles assertionsur la factorisationdansZ[i] desnombrespremiers.
Supposonsioncp premierdansZ et non premierdansZ[i]. Soit alorsa premierdansZ|i| tel
quea|p; notonsquep/a n'estpasinversibledansZli]. Ecrivonsa = a + bi aveca etb dansZ.
Alors a* + b = N(a)|N(p) = p?. Onenconclutque N(a) = p, etdoncquep n'estpas—1
modulo4. La situationde 2 sevérifie parun calcul. Montronsmaintenantjuelespremiersp qui
sontl modulo4 sefactorisenten deux premiersnonassodes. Soit doncp premier congrua 1
modulo4. Lesdeuxracinedistinctesdez? + 1 dansF, (cesontlesélementd’ordre4 dugroupe
cycliqueF;,) nousdonnendeuxmorphismesl'anneauxde Z[i] verslF,. Soita ungérérateurdu
noyaudel'un desdeux.Alors « estpremierdansZ|i], il divisep, etil n'estpasassocdap (par
exemplecarZ[i|/pZ[i] estde cardinalp?). CommeN (a)|N(p) = p?, onaca = N(a) = p.

Montronsque tout premierde Z[i| estun diviseurd’un uniquepremierpositif de Z. Pour
cela, supposongjue « dansZ[i] soit premier Alors Z[i]/Z[i]« estintégre(car « premier),et
mémeun corpscar en plus Z[:] principal. (En fait, nousn’utiliseronspasque c’est un corps.)
Consiceronsle morphismed’anneauxXZ — Z[i|/Z[ilo.. SonnoyaucontientN («) = o@ qui est
nonnul, etsonimageestintegre.ll enrésultequele noyauestengende parunnombrepremierp.
Bien siir, ona«|p. D’'autre part, si p estpremierdansZ et «|p, p estun gérérateurdu noyaude
7. — Zi]/Z[i]c.

Pourfinir, montronda classificatiordespremiersde Z[i| entermesde la norme.Supposons
que« dansZ[i] soit premier Notonsp I'uniqgue nombrepremierdivisible par .. En utilisantla
factorisationde p en premiersdansZ|i], on voit quesi p n'estpas—1 modulo4, N(«a) = p, et
quesinonN(a) = p?. D’autre part,il estclair quesi o dansZ[i] esttel que N («) estpremier
alorsa estpremier Supposonsgjuea dansZ|:] esttel que N(a) = p? avecp = —1 modulo4.
Commep? = N(a) = a@, onaa|p. Mais commep estpremierdansZ[i], o I'est aussi. O
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2.2 Lethéoremedesdeuxcarreés.

2.2.1Théoreme. Un nombrepremierp estla sommede deux carés si et seulemensi p est
congrual modulo4 (Fermat).Soitn dansN. Alors n estune sommede deux car@és si et
seulemensiv,(n) estpair pourtoutnombrepremierp qui est—1 modulo4.

Preuve. Lapremereassertioraété vuedandasection2.1: a?+b? = (a+bi)(a—bi) danszli].
Montronsla deuxemeassertionSoit n dansN, nonnul. Supposonsl’abordquew,(n) estpair
pourtoutnombrepremierp qui est—1 modulo4. Pourchaquepremierp = 1 mod4, choisissons
ap €th, dansZ telsquep = a + b3. Alors onan = (a + bi)(a — bi) oU:

a+bi=(1+0)"" ] (ap +b0)>™ [ p»™7

p=1(4) p=—1(4)

D’autre part, supposonsjuen = a? + b? aveca et b dansZ. On écrit alorsn = oa, avec
a = a + bi. Soitp premier avecp = —1 modulo4, doncpremierdansZ|i]. Il existev dansN et
3 dansZli] premierap telsquea = p¥3. Alorsonaa = p*3, etdonc,avecm := (33 dansN :
n = p*“m, avecp nepasdivisantm dansZ[i|, doncpasnonplusdansZ. Celamontrebienque
vp(n) estpair. O

Dansle TD onverraunalgorithmeefficacepourtrouver unefactorisatiordansz|:] d’'un nombre
premierp dansN qui estl modulo4. Cetalgorithmeestassesimple,et utilise desparticularies
de Z[i] (étreengende par uneracinedel'unité d’ordre 4, et étreeuclidien).Dansdescasplus
géréraux,signalongqu’il existe desalgorithmesefficacespourfactoriserdespolynomessurles
corpsfinis (algorithmede Berlekamp)et pour trouver des élementscourts dansdes réseaux
(LLL : Lenstra-Lenstra-Lwasz), pourcesalgorithmesyoir [Cohen].

2.2.2Théoreme. Toutn dansN estsommede quatrecareés.

Pourla preuwe, quenousnedonnerongasici parmanquedetemps voir [Samuel §5.7]. L'id ée
dela preue estla mémequecelle du théomedesdeuxcarés, maison remplaceZ[i| parun
sous-anneacornvenabledela Q-algebre(noncommutatve) desquaternions Qe Qi Qj @ Qk,

aveci? = j2 = k? = —1, etij = —ji = k. CetteQ-algebreestunealgebrea division : tout
elémentnonnul admetuninverse.Le sous-anneald & Zi & Zj & Zk ne sufit caril n’estpas
“euclidien” (il estfaciledeveérifiergu'’il n’estpaseuclidienpourla normeeuclidienne)Le sous-
anneauquel’on prendestceluiengendé pari, j, k et(1 +i + j + k) /2. Unefagond’écrirecet
ordreest:

{la+bi+cj+dk)/2|a,be,d € Z,a=0b=c=dmod2}.
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3 Anneauxdesentiersdanslescorpsdenombres.

3.1 Elementsentiers.

Maintenantque nousavons vu quelquesapplicationsnon triviales de I'arithmétique dans
desanneauxels queZli] et Z[j], nousallonsintroduirede tels anneauxdanstousles corpsde
nombresPar corpsde nombrespn entendextensionfinie de Q.

3.1.1Définition. SoitQ — K uneextensionfinie. Un éléementz de K estdit entiersurZ s'il
estracined’un polyndmeunitairea coeficientsdansz. Autrementdit, z dansK estentiersurZ
s'il existen > 1 etdesa; dansz, 0 < i < n, telsque:

2"+ a, 12"+ -+ a1z +ag=0.
L’ensembledetelsélementsseranoté K. Unenotationplus courantgour K estOg.

3.1.2Exemple. MontronsqueQ; = Z. Il estévidentque Q; contientZ. Soit a dansQy, et
écrivonsa = n/m, avecn etm > 0 desentierspremiersentreeux.Prenonsf dansZ[z] unitaire
telque f(a) = 0. Ecrivonsf = z" + a,_12"~* + - - - + ao. Celadonne:

—1
n" +a,_n"" m-+---+aym” =0.

Supposonsiu’un nombrepremierp divisem. Alors p divisea,_;n"~'m + - - - + agm”, doncn’”,
doncn, cequi contreditquen etm sontpremiersentreeux. Il enrésultequem = 1 etquea est
dansZ.

La définitiond’intégrali€ estclairementunegéréralisatiordela notiond’élementalgébrique
dansuneextensiondecorps.Nousallonsmontrertout de suiteque K, estenfait un sous-anneau
de K, contenanfZ. Le fait que K7 contientZ estdetoutefagon évident.

3.1.3Proposition. SoitA — B un morphismed’anneauxUn élémenth de B estdit entiersur
A s'il existen > 1 etdesa; dansA, 0 < i < n, tel que:

" 4+ G 0" P+ -+ arb+ag = 0.

Pourb dansB, lesconditionssuivantessontéquialentes
1. b estentiersurA ;
2. la sousA-algébreAlb] de B estun A-moduledetypefini ;
3. il existeunesousA-algébreC de B, contenanb, etdetypefini entantque A-module;
4

. Il existeun sousA-moduleM de B, detypefini, contenani et stablepar multiplication
parb (i.e., telquebM C M).

5. il existe un sousA-module M de B, de type fini, contenantun non diviseurde zéro et
stableparmultiplicationparb.

Soit B' 'ensembledesh dansB qui sontentierssur A. Alors B' estunesousA-algébredeB.
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Preuve. Montronsque(1) = (2). Soit f dansA|z] unitaire,tel que f(b) = 0. Alors le sous-
anneauA|b] de B estl'image du morphismede A-algébresA[z] — B qui ervoie x versb.
Commef estunitaire,on peutdiviseravecrestepar f dansA|z], cequi montrequele A-module
Alz]/(f) estlibre de base(1,z,... ,z" 1), avecn le degré de f. Il en résulteque A[b] est
engende, entantque A-module,parl, b, ..., b" 1. Bien slir, cecisevoit égalemenennotant
quedansA[b] lesb™ avecm > n sontcombinaisondinéairesdesb* aveck < m, doncdes”
aveck < n.

(2) = (3) : onpeutprendreC := A[b].

(3) = (4) : onpeutprendreM := C.

(4) = (5) : onpeutprendre' M = M".

Montronsfinalementque (5) = (1). Soit M un sousA-modulede B, de type fini, conte-
nantun nondiviseurde zéro z, et stablepar multiplication parb. Soientn > 0 etmg,... ,m,
desgérerateursde M. Pourtout i, bm; s’écritcomme} . a;;m;, aveclesa;; dansA. Notons
e la basecanoniquedu A-modulelibre A", et consiceronsle morphismeg: A® — M qui en-
voie e; versm;. Commelesm; engendrenfi/, ce morphismeestsurjectif. Nousavonsalorsun
diagrammecommutatif:

A 2 M

A 2 M
ou b- estl'endomorphismen — bm de M, etou a- estlendomorphismes — av de A™. Soit
f dansA[z] le polyndme caracéristiquedet(zI,, — a) de a. Par définition, f estunitaire,de
degrén. Le théoemede Cayley-Hamilton (voir ci-dessouslit que f(a) = 0 dansEnd 4(A™). |l
enrésultequel’endomorphismen — f(b)m de M estnul. En particuliet f(b)x = 0, etcomme
x n'estpasundiviseurde zéro, f (b) estnul.

Montronsmaintenante deuxemeénoneé. |l fautdoncmontrerque B’ estunesousA-algebre
de B. Soientdoncb; etb, dansB'. Alors la sousA-algebreA|b;, b;] de B engendeeparb; etb,
estun A-modulede typefini (carengende parlesbib), avec0 < i < net0 < j < m sib; et
b, sontracinesde polyndbmesunitairesa coeficientsdansA de degrésn et m respectiement).
L’ équivalenceentreles conditions1 et 3 montrealors que tout élémentde A[b,, by] estentier
surA. O

3.1.4Théoreme.(Cayley-Hamilton) Soit A un anneaucommutatif,n > 0 un entier et a
dansM,,(A). Soit f dansA[t] le polynbme caracéristiquedet(tl, — a) dea. Alors f(a) = 0
dansM,,(A).

Preuve. C’estclair sia estdiagonale nousallonsnousramenem ce cas.Fixonspourl’instant
'anneauA, maispensonsaux coeficientsde a commedesvariables Alors les coeficientsde
f(a) sontdesfonctionspolynomialesdesa; ;, a coeficientsdansZ. Il sufiit doncde montrer
l'identité pour A := Z[{z;; | 1 < i,j < n}], eta la matricez. PlongeonsA d’aborddansson
corpsdesfractions K, et ensuitedansun corpsde decomposition/ de f (f vu commeélement
de Kt]). Si le discriminantde f estnonnul, a an valeurspropresdistinctesdansL, estdonc
diagonalisablesur L, etle résultatestclair. Pourvoir quele discriminantestnonnul, il suffit de
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le voir apresun choix corvenablede valeurspourles z; ;. On peutprendrepar exemplepour z
la matricediagonaleliag(1,2,... ,n). O

3.2 Lescorpsquadratiques.

3.2.1Théoreme. Touteextensiondedegré 2 deQ estisomorpheunesous-&tensiondeQ — C
dela formeQ — Q(v/d) pourununiqued # 1 dansZ sandacteurcarté: e*|d impliquee = +1.
Soitd # 1 unentiersansfacteurcart. Alors Q(+/d) estuneextensiondedegré 2 deQ. Ona:

QWd)z = Z|Vd] sid# 1 mod4,  Q(d)z =Z[(1+Vd)/2] sid =1 mod4.

Dansle premiercas,(1, v/d) estuneZ-basedeQ(v/d);. Dansle deuxémecas,(1, (1 + Vd)/2)
estuneZ-basedeQ(v/d).

Preuwve. Soit K uneextensiondedeyré 2 deQ. Prenonst dansK telque K = Q-1 @ Q-z. Il
existea etbh dansQ telsquez? + ax + b = 0. Onposey := z + a/2 (2 estbieninversibledans
Q), etonay? = d' := a?/4 — b. Onabien K = Q(y). Onécritd’ = ¢*d avecc dansQ etd dans
Z etsansfacteurcarie. En posantz := y/c,ona K = Q(z), avecz? = d; d # 1 car K estde
degré deux.Cecimontredoncl’existence.

Supposonsgjued etd’ sontdesentiers# 1 sansfacteurcarié, tels queles Q-algebresQ(v/d)
etQ(v/d') soientisomorphesll existealorsa etb dansQ telsqued’ = (a+bv/d)?, cequidonne:
2ab = 0 eta® +b?’d = d'. Sia = 0,0nab’d = d' etonad = d'. Sib = 0,0naa’® = d’, cequi
contreditle fait qued’ n’estpasun caré dansQ. Ceciétablitl'unicité.

Soit maintenantd # 1 un entier sansfacteurcaré. Soit par la théorie de Galois, soit en
remarquantiuez?® — d a deuxracinesdistinctesv/d et —/d dansk := Q(+/d), onvoit que K
a un uniqueautomorphismeontrivial o, donré paro(a + bv/d) = a — bv/d, pourtouta etb
dansQ. Commeo estunautomorphismeonac(K7) = K. Pourtoutz dansk, ona:

0= (r—z)(v—o0(z) =2° — (v +o(z))r + zo(z),

avecr + o(z) etzo(z) dansQ. Soitz dansKy. Alors o(z) estdansKy doncz + o(z) etzo(z)
sontentierssurZ ; commeils sontdansQ, ils sontdanszZ. Enécrivantz = a + bv/d, aveca etb
dansQ, celadonne:

20€Z, a*—db® €.

En particulier celaimplique que4db? estdansZ. On endéduitque2b estdansZ (card estsans
facteurcar). Ensuite on distinguelestroiscasd = 1, —1 et2 modulo4, etontrouve quez est
biendela formesouhaiée(il estutile denoterque(2a)? — d(2b)? estdans4Z). D'autrepart,on
vérifiedirectementjuelesz decetteformesontentierssurZ. Lesdétailssontlaissesaulecteur
]

3.3 La trace.

Notre but suivantestde montrerquepour@Q — K uneextensionfinie, K7, estlibre derang
dimg K entantqueZ-module.Nousallonsdonnerdeuxdémonstrationsle cela.La premire

15



seraplutdt algébrique,en utilisant une forme quadratiquequi s’appellela forme tracede K
sur Q. La deuxemedémonstratiorfait appela desrésultatsbien connussur les sous-groupes
discretsde R-espacewectorielsde dimensiorfinie. Introduisongnaintenanta trace.

3.3.1Définition. Soit A un anneaugt B une A-algebrequi estlibre de rangfini entantque
A-module.Pourb dansB on appelletracedeb sur A la tracedel’endomorphismeb: B — B,
x — zbduA-moduleB ; c’estunélementde A quel’on noteralrz, 4 (b). L'applicationTr /4 de
B vers A estun morphismede A-modulespon 'appellerale morphismeracedela A-algebreB.
L'application(by, by) — Tr(biby) de B? vers A estA-bilinéaire,et estappeéela formetracede
la A-algebreB ; nousla noteronsg(by, bo) + (b1, b2) B/a.

Pourquela formetracenoussoit utile, nousavonsbesoinde savoir qu’elle estnondégererée.

3.3.2Théoreme. Soit K — L uneextensionfinie de corps.Alors la forme traceestnon dége-
néréesi et seulemensil’extensionestséparable.

Preuve. Supposongjue K — L soit separableAlors il existe desélémentsprimitifs pour
cetteextension prenongenun, disonsb, etsoit f dansK [x] sonpolyndmeminimal sur K. Soit
K — K'uneextensionquiscindef : f = (x—by) - - - (x—by) dansK'[z]. NotonsL' := K'®x L
la K'-algebreobtenuede K — L parextensiondesscalairesie K a K’ (voir la section9 pourla
définition du produittensorield’algebressurun corps).Alors (-, -) .,k estsimplementa forme
bilinéairedéduitede -, -) .,/ x parlamémeextensiondesscalairesD’autrepart,la K'-algebreL’
estisomorphea (K')? via:

K[z)/(f) — L, L' — K'l]/(f) = (K)".

Maintenanton calculedirectementUne fagon de dire ce qui sepasseici, estde dire quecette
extensiondesscalairesie changeien aux matricesqui donnente morphismeet la formetrace,
parrapporta une K-basede L, etala K’-basede L' endéduite,maisqu’apescetteextension
de K aK', il existeunebasebeaucoupnieuxadapéeauproblemequenousvoulonsrésoudre
la basecanoniquede (K')?.

Nousne montronspasl'implication dansl’autre sensVoir deslivresd’algebre,parexemple
celuideLang(Algebra). O

Nousallonsmaintenanmontrerquepour K uneextensionfinie deQ, latraceTrg/g: K — Q
envoie Kz dansZ.

3.3.3Lemme. SoitA unanneaugt f: B; — B, un morphismede A-algébres.Soitb dansB;
entiersurA. Alors f(b) estentiersurA.

Preuve. Immédiatcar f(b) estannuk partout polyndmequi annuleb. O

3.3.4Proposition. Soit K une extensionfinie de Q, et notonsd := dimg K. Il existe alors
exactement! morphismesle K dansC, disonse., ... ,¢q. Soitz dansk, etsoit f dansQ)t]
sonpolynbmeminimal surQ. Alors :

1. (t— ¢ (z) - (t — da(z)) = flimewX
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2. Siz estdansKy, f estdansZ[t];

3. Le polynbmecaracéristiquede-z: Q(z) — Q(z) estf;
4. Le polyndmecaracéristiquede-z: K — K estfd™e@ X
5. Siz estdansKy, Trg q(x) estdansz.

Preuwve. Lefaitqu’il existeexactement! morphismesle Q-algebresde K dansC a ét montre
enpremiersemestreRappelonsousle principedela démonstration on montre parrécurrence
surd, I' énoné@ suivant: soit K — L uneextensiondecorps,separablegdedegré d, etsoit K une
cloturealgébrique alorsil existe exactement! morphismesle K -alggébresde L dansk .

Soientmaintenant, ... , ¢4 lesplongementslenotre K dansC. Montronsla formule1 en
haut.Soitdoncz dansK. L'identité sevoit alorsenregroupantes ¢;(x) qui sontéegaux Chaque
racinede f dansC intervientdimg,) K fois. Cecimontrela premerepartie.

Soitz dansKz. Onappliquela premirepartieaQ(z). Ennotantd, := dimg Q(z) ona:

f=(t=¢1(2)) - (t = ba,(2)),

avecdy, ... , ¢q, lesplongementsle Q(z) dansC. Les¢;(z) sontentierssurZ, donclescoefi-
cientsde f, qui sontdessommedle produitsde ¢; (), sonteuxaussientierssurZ. Mais comme
ils sontdansQ, ils sontdansZ. Ceciterminela demonstratiorde la deuxemepartie.

Par rapportta Q-base(1, z, . .. , 2% ') deQ(z), la matricede -z est:
1
1 )
1 —agq,1

ol nousavonsécrit f = t% +3~. _, a;t'. Onmontre parrécurrenceurla taille decettematrice,
gue son polyndme caracéristiqueest f (c’est un exercice).Une autrefagon de demontrerla

troisiemepartieestdedire quele polyndmecaracéristiquede -z estdansQ[t], unitaire,dedegré

d., et,parCayley-Hamilton,annulez, doncégalef. Encoreuneautrefagondefaireestd’étendre
lesscalairesle Q aC, etde choisirunebasemieuxadapéeau calcul,c’estadire, unebaseou

-z estdiagonale.

Soit(yi, - - . , ¥.) uneQ(z)-basede K. Onadonced, = d. Alors lesz'y; formentuneQ-base
de K, quel'on ordonnecommestuite: (yi, zyi, ... ,x% 1y, ys,...). Parrapporta cettebase,
la matricede -z estconstitieede e blocs,chacunégalala matricede la partieprécdenteCela
démontredoncla quatremepatrtie.

La cinquiemepartierésultedirectementiespartiesprecedentes. O

3.4 Premieredémonstrationdela libertéde K.

Pourmontrerque K, estlibre derangdimg K entantque Z-module,nousallonsmontrer
gue K7 contientun sous-anneaavec cettepropriete. Ensuite,en utilisantla forme trace,nous
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montreronspar un argumentde dualite, que K, estcontenudansun sousZ-modulelibre de
rangdimg K de K. Par le résultatqui dit quetout sous-modul&l’un Z-modulelibre derangn
estlibre derangauplusn, celaimpliqueque K7, estlibre, derangdimg K.

3.4.1Proposition. SoitQ — K uneextensionfinie. Alors K contientun sous-anneaqui est
libre derangd := dimg K entantqueZ-module.

Preuve. Prenonsr dansK un élémentprimitif : K = Q(z). En le rempla@nt par nxz avec
n > 0 unentiercorvenablepnaz entiersurZ. Il estclair queZ[z] alespropriétesvoulues. [

3.4.2Théoreme. Soit K uneextensionfinie deQ. Alors K estlibre derangdimg K entant
queZ-module.

Preuve. Soit A unsous-anneade K7 qui estdéja du bonrangsurZ. Notonsquepourtout x
dansKy ety dansA, ona (z,y)k/q dansZ. Celanousdonneun morphismede Z-modulesde
Ky versHomy(A,Z) :

z = (Y (2,9)k/0)-

Comme A contientune Q-basede K (car A estlibre du bon rang; appliquerla définition
d’'indépendancdinéaire),et que la forme trace(-, -) ko estnon dégerérée, ce morphismeest
injectif. Donc K, estisomorphea un sous-modulale Homy(A, Z), qui estlui-mémelibre de
rangdimg K. Commetout sous-modulel’un Z-modulelibre de rangfini n estlibre derangau
plusn, celanousdonneque K, estlibre derangauplusdimg K. Mais commeil contientA, il

estderangdimg K. O

3.5 Deuxiemedéemonstrationdela libertéde K7,

Soit K uneextensionfinie deQ, d := dimg K, et¢y, ... , ¢4 lesplongementsle K dansC.
Nousnumeérotonsles ¢; de la fagn suivante: ceuxqui ontimagedansR sontéy, ... , ¢,,, et
ensuitetel qued,, 1,,+; = ¢,,+i, OU ¢ Signifie suivi dela conjugaisorcomplexe.Nousposons

O: K >R xC?, = (¢1(x),-.., Orytry(T))-

Cetteapplication®, qui estun morphismanjectif de Q-algebres s’appellele plongementano-
niquede K (passi canoniquegaril fautnuméroterles¢;). De cequi precede, il résultequesion
ax dansKy, et®(z) = (z1,... , %y, 4r,), alorsle polyndme

(t - iEl) e (t - le)(t - $T1+1)(t - xT1+7"2+1) e (t - le-H"z)(t - xT1+2T2)

estdelaformet? + a,_1t4 ' +- - - +a;t + ay, aveclesa; dansz. Méme lesa; sontdessommes
deproduitsdez; etdez;. Celaimpliqueque®(Ky) estdiscret,etdonc,parle theoemesuivant,
qued(K7) estlibre derangauplusd.

3.5.1Théoreme. SoitH unsous-groupéiscretd’'unR-espacevectorielVV dedimensiorfinien.
Alors H estunZ-modulelibre de rangauplusn. En plus, touteZ-basede H estunesuiteR-
linéairemenindépendanteleV . Si H estderangn, onl'appelleun réseau.
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Preuve. Voir [Samuel,IV, Thm 1]. Mais la preuwe donree la-basne me plait pastrop; elle
ne donnepasd’algorithmepour calculerune basedu sous-groupeliscret.Pourcetteraison,je
donneuneautrepreu\e.

NousremplgonsV parsonsousR-espacevectorielengende par H.

Soientdonc V' et H commedansle théoeme.Nous devons montrerque H estlibre de
rangn, et quetoute Z-basede H estuneR-basede V. Récurrencesur n. Pourn = 0, c'est
clair. Supposonsioncquen > 1. Choisissonsin produitscalaire(-, -) surV, et notons||-|| la
normeassocde.Prenonsy, dansH nonnul, avec||ho|| minimal (c’estpossiblecar H estdiscret,
doncd’intersectionfinie avectout sous-ensemblieorré de V). NotonsV'’ I'orthogonalde Rh,,
etp: V — Rhy etp’: V — V' lesprojectionsorthogonales.

Montronsd’abordqueZhy = H N Rhy. Soit h dansH N Rhy. Onah = Ahy pourun A
dansR. Ecrivons\ = m+¢ avec0 < ¢ < 1. Alorsehy = h—mhy estdansH, et|[eho]|| < ||hol[,
donce = 0, eth estdansZh,.

Montrons maintenantque p' H estdiscret(dansV’, bien siir). Pour cela, il faut montrer
qu’il existee > 0 tel quesi h estdansH mais pasdansRhy, alors||p'(h)|| > e. Soit donc
h dansH mais pasdansRh,. En translatantpar un élementde Zh,, nouspouwons supposer
que|lp(h)|| < (1/2)]|hol| (faireun dessinavecla bandedestels i, etla boulede rayon||hy||).
Comme]| k|| estminimal,ona||p'(R)|| > (1/2)v/3]|hol|-

Par récurrencep’ H estlibre, derangauplusn — 1, ettouteZ-basede p' H estuneR-base
deV'. Soienth,, ... , h, dansH telque(p'(h,),... ,p'(h,)) soituneZ-basedep’' H. On montre
qu'alorsh := (hg, hy, ... , h,) estuneZ-basede H (exercice).ll estclairque(hg, hy, ... , h,) est
uneR-basede V. Parrapporta cetteZ-basede H, touteZ-basede H estdonréeparun élément
deGL,(Z), doncenparticulierparun élementde GL,, (R), cequi terminela démonstration. O
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4 Lesanneauxde Dedekind.

Nousvoulonsdémontrerquedans’anneaud’entiers K7 d’un corpsdenombreskK onafac-
torisationuniquedesidéauxnonnulsenidéauxpremiers Celaremplaceragandesapplications,
la factoriali€ perdue Pourvoir quela factoriali€ estperdue consicererle casK = Q(v/—5).
La géeréralite naturellede ce quenousvoulonsfaire estle cadredesanneauxde Dedekind .Nous
allonssuire [Samuel|lll].

4.1 Définition. Un anneauA estdit de Dedekindsi :
1. il estintegre;
2. noetlerien: toutidéalestdetypefini;

3. intéegralementlos: tout élementdu corpsdefractionsqui estentiersurl’anneau estdans
'anneau

4. toutidéalpremiernonnul estmaximal(la dimensionde Krull estauplusun).

4.2 Les Ky sontde Dedekind.

Avec ce guenousavonsdéja vu, il estclair quetout anneawprincipal estde Dedekind.Le
but de cette sectionest de montrerque les anneauxd’entiers des corps de nombressont de
Dedekind.Par définition, cesanneauwsontintegresL e fait qu’ils sontlibresde rangfini entant
gueZ-modulesentrdne qu’ils sontnoetleriens: tout idéal estun sous-modulel’'un Z-module
libre de rangfini, donclibre de rangfini, doncengendé, mémeentant que Z-module,par un
nombrefini d’'élémentsRestedoncavoir gu'’ils sontintéegralementlos,etquetoutidéalpremier
nonnul estmaximal.

4.2.1Proposition. Soit K uncorpsdenombresSoitp unidéalpremiernonnul de K. Alorsp
estmaximal.

Preuve. Soit z dansp non nul (existe car p non nul). Comme K, estintegre,l’application
Ky — p, y — zy, estinjective. Celamontrequep estlibre de mémerangque K, entantque
Z-module,doncque K7 /p estfini. Commeun anneauntegrefini estun corps,p estun idéal
maximal. O

4.2.2Lemme. SoitA — B — C desmorphismesl’anneauxavec B entiersur A : toutb dans
B estentiersur A. Soitx dansC', entiersur B. Alors x estentiersurA.

Preuwve. Prenonsinerelationde dépendancentégralepourz surB :
" 4 by 2" 4+ by =0,

aveclesb; dansB. Notonsquela sousA-algebreA[by, . . . , b, 1, z] deC estdetypefini entant
que A-module,carengendé pardesmondmesh - - - b," | z'» avectouslesexposantdorrés.Le
critered’intégrali® du cours3 implique quex estentiersur A. O
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4.2.3Proposition. Soit K uncorpsdenombresAlors K7 estintégralementlos.

Preuve. Il n'y aqu'aappliquere lemmeprécdentdansle casZ — K; — K. O

4.3 Autresexemplesd’anneaux de Dedekind.

Les anneauxde Dedekindne se manifestenpasuniguementn théorie desnombresmais
egalemenengéontetriealgébriqgue,commele montrel’exemplesuivant.

4.3.1Exemple. Soit k& un corps, f dansk[z, y| irréductible tel que f et sesdérivéspartiels f,
et f, engendrentid éalk[z, y] dek[z, y]. Alors 'anneauA := k[z, y]/(f) estde Dedekind.En
termesgéonetriques I'anneaude coordonieesd’une courbealgébriqueaffine nonsinguliereest
de Dedekind.Un tel anneauA peutétrenonfactoriel,doncle fait qu’il soitencorede Dedekind
estimportant.Par exemple, Rz, y|/(z* + y* — 1) n'estpasfactoriel. Ce dernierfait n’est pas
difficile adémontrerPar exemple lesélementsy etz — 1 n'admettenpasde pgcd.

4.4 Genreralitesnoetheriennes.

Noussuivons[Samuellll].

4.4.1Proposition. Soit A un anneaugt M un A-module.Les conditionssuiantessontéqui-
valentes

1. toutefamille nonvide desous-modulede M posgdeun élémentmaximal,c’estadire, si
1 estunensembleronvide et, pourtout: dansl, M; unsous-module&le M, alorsil existe
1 dansl tel quepourtoutj dansl, M; n’estpascontenustrictementlansM; ;

2. toutesuitecroissantale sous-moduledsle M eststationnaire si M, C M, C --- estune
suitede sous-modulede M, ona M; = M;, pourtouti assegrand;

3. toutsous-modulele M estdetypefini.

Preuve. Lesimplications(l) = (2), (2) = (3) et(3) = (2) sontclaires.Montrons,pour
finir, que (2) = (1). Celasefait par contradiction: supposongjue toute suite croissantede
sous-modulede M eststationnaireet que M;, pouri dansl, soitunefamille nonvide de sous-
modulesde A, qui n'admetpasd’élémentmaximal.Alors, pourtout: dans/, il existeuns’ dans
I avec M, strictementplus grandque M;. Mais alorsil existe unesuitestrictementcroissante
M,, C M, -- -, cequicontreditquetoutesuitecroissanteeststationnaire. O

4.4.2Définition. Soit A unanneauln A-module M estnoetteriensi tout sous-modulele M
estdetypefini. L'anneauA estdit noetteriens’il I'est entantque A-module,c’estadire, si tout
idéalestdetypefini.

4.4.3Exemples. L'anneauZ estnoetlerien,ainsiqueles K, pourlesextensiondinies K deQ.
Tout corpsestnoetterien,parmanqued’idéaux.Si A estnoetterien,alors A[z] I'est aussi voir
unlivred’algebrepourcerésultatondamenta{nousnel'utiliseronspas).L’'annealZ[z1, -, . . . |
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depolyndmesenunnombreinfini devariablesn’estpasnoetterien,ainsiquela clotureintégrale
7. deZ dansQ.

4.4.4Proposition. Soit A unanneawet0 — M' — M — M" — 0 unesuiteexactecourtede
A-modulesAlors M estnoetteriensi et seulemensi M' et M" le sont.

Preuwve. Si M estnoetterien,alors M’ et M" le sont,cartout sous-modul@le M’ estun sous-
modulede M, ettoutsous-modulele M"” estl'image d’un sous-module&le M, donctousdetype
fini. Supposonsnaintenangue M’ et M" sontnoetteriens.Soit N un sous-modulale M, N’

sonintersectioravec M’ et N sonimagedansM’. Alors N’ et N” sontdetypefini. Prenons

desélementsi!, ... ,n. etnf,... ,n] deN telsquen!,...,n. engendrentV’, etlesimagesde
nf,...,n] dansM” engendrenftV". Alorsn/,... ,n/ etnf,... ,nY engendrentVv. O
4.4.5Corollaire. Soit A unanneauSi M, ... , M, sontdesA-modulesnoettériens,alorsleur

produitM, x --- x M, estnoettérien.Si A estnoettérien,alorstout A-moduledetypefini est
noettérien.

4.5 Produits d'id eaux.

4.5.1Définition. Soit A un anneaugt a et b desidéauxde A. On définit alorsle produit ab
commeétant!'id éalengende parleszy, avecx dansa ety dansh. Ceproduitab estl’ensemble
dessommedinis ) . z;y;, avecz; dansa ety; dansb.

Le lemmesuiantdit que,pour cettemultiplication, lesidéauxpremiersse comportentcomme
desélémentgremiers.

4.5.2Lemme. Soit A un anneaup un idéal premier etay, . .. ,a, desidéaux.Supposonsjue
pDap---ay. Alorsp O a; pouruni corvenable.

Preuve. Sinon,pourtouts, il existe x; dansa; tel quex; n'estpasdansp ; maisalorsz; - - -z,
estdansa; - - - a,, et pasdansp. O

4.5.3Lemme. Soit A unanneatnoettérien.Alors toutidéalde A contientun produitd’idéaux
premiers Et aussi: toutidéalnonnul de A différentde A contientun produitd’idéauxpremiers
nonnuls.

Preuwve. La preuwe estunexempletypiquedel’utilisation, assezamagique del’hypothésenoe-
thérienne Montronsparexemplele deuxemeenoné. Soit® lafamille desideauxnonnulsde A
différentsde A qui necontiennenpasde produitd’idéauxpremiersnonnuls. Supposongjue ®
soitnonvide. Soitalorsa dans® maximal.Certainementy n’estpaspremier cara O a. Donc
(commeA/a estnonnul etnonintégre)il existex ety dansA, nondansa, tel quezy soitdansa.
Commea + Az eta + Ay sontstrictemenplusgrandsguea, il existentdesidéauxpremiersnon
nulspy,...,p, etq,...,qs telsquea + Az D py---p, eta+ Ay D q; - - - ¢;. Mais alors:

aD(a+Az)(a+ Ay) D p1--prqi - - s,

cequi estunecontradictionDonc ® estbienvide. O
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4.6 I|deauxfractionnair es.

4.6.1Définition. Soit A unanneauntegre,et A — K soncorpsdefractions.Un idéalfraction-
nairede A estun sousA-modulea de K tel qu'il existed dansA nonnul avecda C A. Si A est
integreet noetlerien,lesidéauxfractionnairesontlessousA-modulesdetypefini de K. Sia et
b sontdesidéauxfractionnairesle A, leurproduitab estle sousA-modulede K engende parles
xy avecx dansa ety dansh ; c’estencoreunidéalfractionnairede A, et,si a etb sontdesidéaux
de A, c’estle produitdéfini préecedemmentDe méme,si a etb sontdesidéauxfractionnairesie
A, leursommen + b estunidéalfractionnairede A.

4.6.2Lemme. Soit A un anneauntégre.L’ensemblel (A) desidéauxfractionnairesnon nuls
de A estun mondde pourla multiplication, c’esta dire, cettemultiplication estassociatie, et
admetun élémentneutre(c’estA).

Bien qu’on a deuxopérationssurl’ensembledesidéauxfractionnairesi’'un anneauntegre A, a
savoir le produitetla somme et quel’on amémea(b + ¢) = ab + ac, cetensemblene devient
pasunanneaucaril manqud’in versepourl’addition.

4.6.3Theoreme. Soit A un anneawde Dedekind.Alors tout idéal maximalnon nul de A est
inversibledansle monddel (A) d’idéauxfractionnairesionnul de A.

Preuwve. Soitm unidéal maximalnonnul de A. NotonsA — K le corpsde fractionsde A.
Posons

m':={z e K|zm C A}.

Alors m’ estun sousA-modulede K. Pourtout y dansm onaym' C A, doncm’ estun
idéal fractionnairede A. Il sufiit donc de montrerque m'm = A. Commem’ D A, ona
m C m'm C A, doncsoitm'm = A, soitm’m = m. Supposongjuem’m = m.

Soit z dansm’. Alors m estun sousA-modulede K, de typefini, stablepar multiplication
parz, et contenanun nondiviseurde 0. Par notrecritered’intégrali€, = estentiersur A, donc
dansA, car A estintéegralementlos.Onadoncm’ = A. Cecivacontredirequetoutlesidéaux
premiersnonnulsde A sontmaximaux.

Soitz dansm nonnul. Soientn > 1 entieretp, ... , p, desidéauxpremiersnonnulsde A
telsque Az D py---p,, &vecn minimal. Commem D> Az D pi---p,, Onam D p; pourun
certaini, disonspour: = 1. Maism et p; sontmaximaux,doncp; = m. Poson® := p; - - - p,.
Alorsona Ax D mb et Az 2 b parminimalité den. Prenonsalorsy dansh, nondansAzx. Alors
onayz~! ¢ A, etyz~'m C A, autrementlit : yz~—! € m'. Contradiction. O

4.6.4Remarque. Jetrouve quela preuwe donréeci-dessus’est pasconceptuelledu tout. On
peutsuire ligne parligne que celamarche maiscomprendrece qui se passegc’est bien autre
chose.Si on disposede I'outil de localisation,on peutfaire une preuse plus conceptuellepar
exemple,commeSerredanssonlivre [Serre3. Toutd’abord,m’'/A est(K/A)™=°, le plusgrand
sous-modulele K/A annuk parm. Ensuite dansle caslocal,on a pourtoutz nonnul dansm,

queA[z~'] = K (le seulidéal premierde A qui estcontenudansAz est0). Il enrésulteque
tout élementde K /A estannuk parunepuissancele z. Commem estdetypefini, il enrésulte
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quetout élementde K /A estannuk parunepuissancale m. Mais en prenantun sous-module
minimal de K /A (ou d’un sous-moduleron nul detypefini de K/A), on trouve quem/’/A est
nonnul. (Pourl’'existenced’'un sous-moduleninimal, on utilise qu’un sous-modul@le typefini
de K/ A estartinien.)

Pourfinir cetteremarquenotonsgu’on peutmémefairecetargumentsandocalisation Voici
commenton fait : soit x dansm non nul. Il sufiit de voir que (z~1A4/A)™=% # 0. Mais la
multiplication par z induit unisomorphismede ' A/A vers A/xz A. Ce dernierestun anneau
noetlerienou touslesidéauxpremierssontmaximaux,et doncminimaux.Or, dansun anneau
noetlerien,lesidéauxpremieraninimauxsontennombrefini. Soientdoncm = my, ... ,m, les
idéauxpremiersde B := A/xA. Commedanstout anneau/intersectiondesidéauxpremiers
estl'id éaldesnilpotents(c’estvrai, pourmontrerceci,il estcommodedelocaliserparrapporta
un élémentdecetteintersection)Commem, N - - - N'm,. estdetypefini, c’estunidéalnilpotent.
On conclutque B estartinien,et que,pourn assegrand,le morphismeB — [[. B/m estun
isomorphismeOn termineen prenantun sous-moduleninimal de B/m" : un tel sous-module
estnécessairemengomorphea B/m, cequi montreque B™=0 £ (.

Danslesexercicesontrouverauneversionpluséléementairelesagumenti-dessusadapée
spéecialementucasdesk7,.

4.7 Factorisation unique desideauxfractionnair es.

Danscettesectionet la suivante,nousallonsdémontrercertainsrésultatsconcernantes an-
neauxdeDedekind etenmémetempspouruncertaintyped’anneaua priori plusgérérauxdont
nousverronsplus tard que ce sonteux aussidesanneauxde Dedekind.La raisonde proceder
commececiestquecelanouspermetde demontremplusloin uncriterepratiquepoursavoir si un
sous-annead’un anneauwd’entiersdansun corpsde nombreestégalal’anneaudesentiers sans
avoir arefairelesdémonstrationslesrésultatsde cesdeuxsections.

4.7.1Théoreme. Soit A unun anneauwle Dedekind,ou un anneatintégre,noettériendonttout
idéalpremiemonnul estmaximaletinversibledansl (A). Soit P 'ensembledesidéauxpremiers
nonnulsdeA. Alors toutidéalfractionnairenonnula de A s’écritdefagonuniquesouda forme:

a= H p“p(a)’

peP

aveclesv,(a) dansZ, presqudousnuls.Sia estunidéalnonnul de A, onav,(a) > 0 pourtout
p dansP.

Le monddeI(A) estun groupe: toutidéal fractionnairenonnul « de A admetun inverse
pourla multiplicationd’idéauxfractionnairesNousavonsdoncunisomorphismele groupes

v:I(A)%@Z:Z(P), a— (p—vy(a)).

Preuve. Soit® I'ensembledesidéauxnonnulsde A qui ne sontpasproduitd’'un nombrefini
d’élementsde P. Supposonsgjue® # (). Soita un élémentmaximalde ®. Alorsa # A, carA
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estle produitde zéroélementsde P. Doncil existep dansP tel quea C p (prendrep maximal
parmilesidéauxdifféerentsde A etcontenant:). Soitp’ I'inversedep. Ona:

a C ap Cpp = A.

Sia = ap’, onap’ = A (commedansla preuwe duthéoremeprécdentsi A estde Dedekind et
enutilisantle lemme4.11.2sousl’'autre hypothesesur A). Doncap’ n'estpasdans®. Doncap’
s'écritsouslaformeap’ = p; - - - p,, aveclesp; dansP. Mais alorsona:

a=aA=ap'p=pi - pup,

ce qui estune contradiction.Donc ® estbien vide, et tout idéal non nul de A estun produit
d’élementgde P.

Soita unidéalfractionnairenonnul de A. Soitd nonnul dansA tel queb := da C A. Ecri-
vonsdA = q, - - - ¢, €th = p, - - - p, aveclesp; etg; dansP. Alorsonaa = py - - -ppq; -+ - ¢}
cequi montrequetoutidéalfractionnairenonnul estun produitde puissanced’éléementsie P.

Le fait queI(A) estun groupecommutatif,engende par P, estmaintenantlair. Montrons
l'unicité de la factorisation.Cela équivaut a ce que P soit libre. Supposongju’il existe une
relationnontriviale Hp p™ = A. En separanies exposantgositifs et négatifs,on obtientune
relationnontriviale dela forme:

1 Ny . M1 m,
pl ...pr"‘_ql ...qSS’

avec les exposants> 0 et lesp; et ¢; tousdistincts.Mais alorsp; contientg;™ - - - ¢*, donc
contientl’'un desg;, etestdoncégalal’'un desg;, ce qui estunecontradiction. O

Pourpouwir travailler avec cettefactorisationdesidéauxfractionnairesnousavonsbesoin
d’entraduireles proprietesles plusimportantesentermesde cettefactorisationD’ou le formu-
laire suivant.

4.7.2Théoreme. Soit A ununanneaude Dedekind,ou un anneadntégre,noettériendonttout
idéalpremiemonnul estmaximaletinversibledansl (A). Soit P 'ensembledesidéauxpremiers
nonnulsde A. Soienta etb desidéauxfractionnairesionnulsde A.

1. Pourtoutp dansP : v,(ab) = v,(a)v,(b).

2. Onaa C b sietseulemensiv,(a) > v,(b) pourtoutp dansP.

3. Onaa C A sietseulemensiv,(a) > 0 pourtoutp dansP.

4. Pourtoutp dansP : v,(a + b) = min(v,(a), v,(b)).

5. Pourtoutp dansP : v,(a N b) = max(v,(a), vy(b)).
Preuve. L'énoné (1) résultedirectementdu theoemeprécdent.Pour(2), on notequea C b
équivautab—'a C A. Doncavec(l), (2) resultede(3). Montrons(3). Silesw,(a) sonttous> 0,
a estun produitd'idéaux,doncunidéal. Sia C A, touslesv,(a) sont> 0 parle theome
précédent.Montrons(4). Celarésultede (2) plusle fait quea + b estle pluspetitidéalfraction-

nairede A qui contienta etb. L’énoné& (5) correspondaufait quea N b estle plus grandidéal
fractionnairede A contenudansa etb. d
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4.8 Valuations sur lesanneauxde Dedekind.

En pratique,on travaille plutdt directementavec les élémentsdu corpsde fractionsd’un
anneaude Dedekindgu’avec les idéauxfractionnairesPourcela,il estcommoded’introduire
lesvaluationsnduitesparlesidéauxpremiersnonnuls.

4.8.1Définition. Soit A un unanneauwle Dedekind,ou un anneauntégre,noettériendonttout
idéal premiernon nul estmaximaletinversibledans/(A). Soit K soncorpsde fractions,et P
I'ensemblede sesidéauxpremiersnon nuls. Pourtout p dansP, la valuationsur K enp est
I'application:

vy: K = ZU{oo}, x> v,(Azx)siz#0,0— oco.

4.8.2Proposition. Dansla situationde la définition précédente Jes applicationsv, de K vers
Z U {cc} ontlespropriéttssuivantes

1. vy(zy) = vy(x) + v,(y) pourtousz ety dansK* ; autrementlit : v,: K* — Z estun
morphismede groupes

2. vp(z +y) > min(v,y(x), v,(y)), avecégalie siv,(x) # v,(y).

Preuve. La premere égali€ résultedirectementde ce que Axzy = AxzAy. Montrons(2). Si
x =0,ouy = 0,0uz +y = 0, C'estclair. Supposongionc les trois non nuls. Ecrivons
Az = p»@q et Ay = p*®b. Supposongjuev,(z) < v,(y). Alors v,(a) = 0 = v,(b). Nous
avons:

Il enrésulteque Az + Ay = p*®)(a+b). Le Theome4.7.2dit quev,(a+b) = 0, cequidonne
bien
up(z +y) = vp(A(z +y)) > vp(Az + Ay) = vp(2).

Siv,(y) > vp(z), alorsz+y n'estpasdansp® @+ (a+b), carsinonz seraitdangp®»@+1 (a+b),
cequin’estpasle cas. O

Cesproprietesjustifientle nomdevaluationpourleswv,. Nousne donnerongasici la définition
géréralede ce qu’estunevaluation,maisnousvoulonsplutot insistersurl’analogieavec/’ordre
d’'unefonctionméromorphesnunevariableenun point.

Consiceronsparexemplel’anneauClz]. Alors, pour f # 0 dansle corpsdesfractionsC(z),
et « dansC, on a bienquel'ordre de f ena estl’'exposantde x — a dansla factorisationen
irréductiblede f.

Pourmanipulerfacilementesv,(x), il estcommodedepenserz commeunefonction,eta
v,(z) commel'ordre dex enp. A vrai dire, engéonetrie algébriqueon disposede cequ'il faut
pourrendretout cecirigoureux.En particulier si A estlanneaudesfonctionsrégulieressurune
courbealgébriqueaffine nonsinguliere,cetteinterpiétationesttout a fait correcte.

Le résultatsuivantestl’analoguede ce qu’'unefonctionrationnellesanspdle estréguliere.
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4.8.3Proposition. SoitA ununanneaude Dedekind,ouunanneauntégre,noettériendonttout
idéal premiernon nul estmaximalet inversibledansI(A). Soit K soncorpsde fractions,et P
I'ensemblede sesidéauxpremiersnonnuls. Soitz dansk eta dansl (A). Pourquez soitdans
a il fautetil sufiit quev,(z) > v,(a) pourtoutp dansP. En particulier pourquezx soitdansA
il fautetil sufiit quev,(z) > 0 pourtoutp.

Preuve. Cecirésultedirectemente la définition dev,: K* — Z et desparties(2) et (3) du
Théoreme4.7.2. O

4.9 Groupedesunitéset groupede classes’id éaux.

Soit A un anneaude Dedekind, K soncorpsde fractions,et P I'ensemblede sesidéaux
premiersnon nuls. Rappelonsiousque I (A) estle groupedesidéauxfractionnaireson nuls,
etquenousavonsun isomorphismey: I(A) = Z*) donré para = [],p"»“). Rappelonsious
aussiquenousavonsdéfini desvaluationsv,: K* — Z, parv,(z) = v,(Az).

Un idéalfractionnairen de A estdit principals’il estprincipal,c’estadire,s'’il existex dans
K tel quea = Kz. Nousavonsun morphismedegroupes

K* — I(A), x — Ax.

L'image de ce morphismeestle sous-groupeP(A) desidéauxfractionnairesprincipaux.Le
quotient/(A)/P(A) estappee le groupede classesl'idéauxde A, etestnote C'(A). Avecces
définitions, il estclair guenousavonsunesuiteexacte:

0— A" — K570 - CA) — 0.

Unefagnd’interprétercettesuiteexacteestdedire quelesseulebstructionscontreceque
v soitunisomorphismeontA* etC(A). Plusexactementsoitm: P — Z dansZ(®). Alors m est
dand'imagedev sietseulemensilimagedem dansC(A) estnulle.Sitel estle cas etsiz dans
K* avecv(z) = m, alorsv™'{m} = A*z. Dansle casou A estl'anneaudefonctionsrégulieres
surunecourbealgébriqueaffine nonsinguliere,le groupeC(A) estl'obstructionquandon veut
construirede tellesfonctionsavec desordresde pbleset de zérosdonrésentousles points, et
onl'appellele groupede Picarddela courbe Uneautreraisond’étrede C'(A) estla proposition
suiante.

4.9.1Proposition. Soit A unanneaude Dedekind Alors A estfactorielsi et seulemensi C(A)
esttrivial.

Preuwve. SiC(A) esttrivial, toutidéal premiernon nul estprincipal, donctout  nonnul dans
A s’écritcommeup; - - - p,, avecu dansA*, n > 0 etlesp; premiersDonc,danscecas,A est
factoriel.

Supposonsjue A estfactoriel.Alors tout x nonnul dansA s’écrit sousla formeup; - - - p,,
avecu dansA*, n > 0 etlesp; premiersetdoncAx s’écritcomme(Ap,) - - - (Ap,), C'estadire,
commeun produit d'idéauxpremiersprincipaux.L’unicité de la factorisationdesidéauxnon
nuls enidéauxpremiersnon nuls implique doncquetouslesidéauxpremiersqui interviennent
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dansla factorisationd’un tel Az sontprincipaux.PourmontrerqueC(A) estnul, il sufiit donc
de montrerquetout idéal premierp non nul intervientdansla factorisationd’'un Az. Soitp un
idéal premiernonnul. Prenonse dansp, nondansp? (c’estpossiblecarp D p? et parl’unicité
desfactorisationsp # p?). Alors v,(z) = 1. O

Dansla résolutionde sysemesd’équationspolynomiales,les groupesC(A) et A* sontdes
groupegjui nousemietent,etpourcetteraison,il estimportantdelescomprendrein peumieux,
dansle casdesanneauxd’entiersdansles corpsde nombres.Pour K un corpsde nombres,
nousmontrerongque C'(K7z) estfini, et que K, est,a desracinesde l'unité pres, libre derang
r1 + re — 1, oury estle nombredeplongementséelsde K dansC, et2r, le nombrede plonge-
mentsnonréels.Voilalesdeuxrésultatgrincipauxde cecours.

4.10 Quelquesconditions équivalentes.

Pourquetoutela theoriedesanneauxd’entiersdansles corpsde nombressoit utile, il faut
disposerde criterespratiquespour qu’un sous-anneade I'anneaudesentiersd’'un corpsde
nombressoit égala 'anneaudesentiers.Voila pourquoion consicerele résultatsuivant.

4.10.1Théoreme. SoitA unanneatntegrenoettérien,donttoutidéalpremiemonnul estmaxi-
mal. Alors les conditionssuiantessontéquialentes

1. A estdeDedekind
2. toutidéalpremiernonnulm de A estinversibledansl (A) ;

3. pourtoutidéalpremiernonnulm de A, le A/m-espace/ectorielm/m? estde dimension
un.

Preuwve. Lefaitque(l)implique(2) estle theoeme4.6.3.

Montronsque (2) implique (3). Consiceronsle morphismequotientp: m — m/m?. L'ap-
plication qui a un sousA-modulede m/m? associesonimageréciproquedansm estune bi-
jection entrel’ensembledessous A-modulesde m/m? et I'ensembledessousA-modulesde
m qui contiennentn?. Par le Theoeme4.7.2, partie (2), les seulssous A-modulesde m qui
contiennenin? sontm etm?, etcesdeuxnesontpaségauxparl’unicitédela factorisatiordans
le Theome4.7.1. Commeen plus les sous A-modulesde m/m? sontles sousA/m-espaces
vectoriels,on constatefuela dimensiondem/m? estbienun.

Montronsque(3) implique(2). Soitdoncm unidéalpremiemonnul de A. NotonsK’ le corps
defractionsde A, etposonsn’ := {z € K | xm C A}. Alorsm’ estunidéalfractionnaire c’est
unsousA-modulede K, et pourtoutd nonnul dansm onadm’ C A. Nousallonsmontrerque
m'm = A, cequi montrebienquem estinversibledansI(A). Par constructioonam’'m C A.
Commem’ D A,onam C m'm. Donconam'm = m oum'm = A, etil noussufiit de
montrerquem’m contientun élémentqui n'estpasdansm. Soitt dansm et nondansm?. Par
le Lemme4.5.3il exister > 1 unentiet etm = mq, msy ..., m, desidéauxmaximauxdistincts
de A, etdesentiersng, ... ,n,, telque:

At DO mi*---mp.
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Commeles m; sontmaximaux,onam; + m; = A sit # j. En prenantdespuissanceson a
gy __

m;* +m;’ = Asii# j. Le theoremeChinoisdonneunisomorphisme
frA/mPomln = A/mPt X - X A/mlT T (T, .., T),

ou z; estla classede z modulom;“. Prenonsu dansA tel que (u4,... ,u,) = (1,0,...,0).
Montronsque t—'u estdansm/, c’est a dire, que pour tout z dansm on a t~!uz dansA.
La conditiont~'uz € A estéquivalenteaux € tA, et encoreéquivalented uz € 1A, avec
A = A/m?---mP. Vial'isomorphismef, la dernireconditiondevient: z; € (¢;) dansl'an-
neauAd/m™ . Commet estdansm etnondansm?, etquem/m? estdedimensiorun, il existea,
dansa tel quezr = a1t + x4, avec, dansm?. Ensuite,pourtoutn > 1, t* engendren”/m"*,
cequifait qu'il existedesa; dansA telsquer = a,t + - - - + a,t" + z,,, avecr, ., dansm™*,
Enprenantn > n; onobtientquedansA/m™ onalidentité z = a4t + - - - + a,t™, doncque
T € (t1). Onsaitdoncquet 'u estdansm/. Mais alorsu = ¢t 'u estdansm’m. Commeu
n'estpasdansm (caru; = 1) onconclutquem/'m = A.

Montronsque (2) implique (1). Par définition, il nousfaut montrerque A estintégralement
clos. Soitdoncz dansK et supposongjuex soit entiersur A. Alors il existen > 1 etdesa;
dansA tel que:

T+ a1z P+ 4+ ay = 0.

Vu la Propositiord.8.3,pourmontrerquez estdansA, il suffit demontrerquev,,(z) > 0 pour
tout idéal premiernonnul m de A. Supposonsloncquem soit un tel idéalet quev,,(z) < 0.
Alors on a, parlespropriettsdewv,, :

V(") = N0 (2) < V(2™ 1) < Vpp(@p12™ P4 -+ ap),

cequi contreditque—z" = a,_12"" ! + - - - + ay. dJ

4.11 Quelquescriterespour que A = K.

Pourqueles beauxrésultatsquel’on vient de voir, et ceuxquenousverrons,soientexploi-
tables,il faudraaussiavoir un moyen de calculer pourun K donrg, 'anneaudesentiers K7,
Bien qu’on n’a pas(et on ne s'attendpasa I'avoir unjour) d’algorithmepolyndmial pourfaire
untel calcul(enfait, il faudraitd’abordexpliciter lesdonréesde départ,etle formatdanslequel
onaimeraitlaréponse)il estutile d’avoir quelquescriterespourvoir si unsous-annead de K,
estégala K, ou pourvoir quelspremiersdivisent| K /A|.

Commenons par une propriete du discriminant,qui est défini dansle lemme5.5.5et la
définition5.5.6.

4.11.1Proposition. Soit K uncorpsdenombreset A unsous-annead’indicefini de K. Alors
p|discr(A) sietseulemensi A/pA n’estpasréduit.

Preuve. Eneffet, si k estuncorps,et A unek-algebrede dimensionfinie entantquek-espace
vectoriel,onadiscr(A4) = 0 si A n’estpasréduit,carla formetraceestalorsdégerérée.D’autre
part,si k£ estparfait, commeF, parexemple,unek-algebrede dimensionfinie et réduiteestun
produitfini d’extensionsseparablesie k£, donctelle quela formetraceestnondégeréree. [
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4.11.2Proposition. (Lemme de Nakayama) Soit A unanneaum dansA unidéalmaximal,et
M un A-moduledetypefini. SupposongsluemM = M. Alors il existeun élémenta de A qui
n’estpasdansm tel queaM = 0.

Preuwe. Soientm,,...,m, desgérérateursde M. Soit f: A" — M le morphismede A-
modulestel que f(e;) = m;. Parhypottese|l existedesz; ; dansm telsque:

m; = E X 100 .
J

Alors on voit, commedansla preuwe dela Proposition3.1.3,que M estannuk pardet(1 — z),
qui n'estpasdansm. d

4.11.3Théoreme. Soit K uncorpsdenombreset A C Ky unsous-annead’indice fini. Alors
les conditionssuivantessontéquialentes

1. A= Ky ;
2. pourtoutidéalmaximalm deA, onadimg,,(m/m?®) =1;
3. pourtoutidéalmaximalm de A, onadimy ,,,(m/m?) <1;

4. pour tout premierp tel quep?* divisediscr(A), et pour tout tout idéal maximalm c A
contenanp, onadim ,, (m/m?) < 1;

Preuve. Le Théoreme4.10.1montreque (1) et (2) sontéquialentesll estclair que(2) im-
pligue (3) et que (3) implique (4). D’'apresla Propositionprécedente,on a m? # m pourtout
idéalmaximalm de A, doncles conditionsdim 4/,,,(m/m?) < 1 etdim,,(m/m?) = 1 sont
equivalentesll nerestedoncqu’amontrerque(4) implique(3).

Soitdoncp un nombrepremiertel quep? nedivise pasdiscr(A) etsoitm unidéalmaximal
de A contenanp. Nousdevonsmontrerquedim 4,,(m/m?) < 1. Posons := |Kz/A|. Alors
on montredansles exercicesquediscr(A) = n2discr(Kz). On voit doncquep nedivise pasn.
Il enrésultequela réductionmodulop? induit unisomorphismel’anneaux

A/pQA L) Kz/pQKz.

Onendéduitquelesidéauxmaximauxde A qui contiennenp sontenbijectionavecceuxde K7,
etquelesm/m? sontde dimensionun. O

4.11.4Exemple. Traitonsparexemplele casde K = Q(2'/3) = Q[z]/(f), avec f = z° — 2.
Prenonsnotre candidat4 := Z[2'/%] pour K, et appliquonsle critere. |l y a deuxfagonsde
calculerle discriminantde A : on peutle faire avec la définition, c’est a dire, en calculantle
déterminantdela formetracede A, ou encalculantdediscriminantde f (enTD onverraqueles
deuxsontégaux).Pourcalculerle discriminant,on peututiliser desalgorithmespour le calcul
derésultantsDe toutefagon, dansce cason trouve discr(A4) = —3-6-6 = —2233, Lespremiers
dont nousnous méfionssontdonc 2 et 3. Comme A/2A4 = Fy[z]/(x?), il n'y a qu’un seul
idéalmaximalde A qui contient2, a savoir my := (2,T), maiscelui-la estengende parz tout
seul,cardansA ona?2 = 73, doncms,/m3 estde dimensionau plus un sur A/m,. Comme
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A/3A = F3(x]/(2® + 1) etquez® + 1 = (z + 1)3 surF3, onposey = z + 1, etl'on calcule:
3 —2 =9y3—3y?+3y—3,doncA = Z[y|/(y> — 3y* + 3y — 3), (polyndmed’Eisensteirl) eton
voit qu’il N’y aqu’un seulidéalmaximalde A qui contient3, a savoir mg = (3, y). Ici encore,
ms estprincipal, car engende pary, doncms/m3 estde dimensionau plusun sur A/m3. On
conclutque A = Ky,
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5 Finitude du groupedesclasses!’id eaux.

Pour K une extensionfinie de QQ, nousavons défini le groupede classesdl'idéauxC (Kz)
commele quotient! (Kz)/P(Kz). Le but estmaintenantde montrerqueles C(K7z) sontfinis.
Pourle faire,nousallonsmontrerquetoutéléementde C'(K7) estreptiesené parunidéala de K7,
qui est“petit” dansle sensque K,/ a estpetit. Le cardinalde K7, /a seraappeé la normedea.

5.1 Lanorme.

5.1.1Définition. Soit A un anneaugt B une A-algebrequi estlibre de rangfini entantque
A-module.Pour b dansB on appellenormede b sur A le déterminantde I'endomorphisme
-b: B — B, x — zbdu A-moduleB ; c’estun élémentde A quel’on noteraNp,4(b). Pourtous
by etb, dansB onaNp 4(bibz) = Np/a(b1)Np/a(b2).

5.1.2Remarque. Par rapporta une A-basede B, Np,4: B — A estdonré parun polynome

homognededegrérang ,(B) enrang 4 (B) variables.

Soit maintenant’ uneextensionfinie deQ, d sondegré, et ¢, ... , ¢4 lesd plongementsie K
dansC.
5.1.3Proposition. 1. Pourtoutz dansk ona: Trgg(z) = ¢1(z) + - - - + ¢a(x).

2. Pourtoutz dansk ona: Ngjg(z) = ¢1(x) - - - da(z).

3. Pourtoutz dansKy, Trkq(x) etNgqg(x) sontdansz.

4. Pourtoutz dansk;, Nk g(z) estl ou—1.

5. Pourz # 0 dansKz, ona|Kz/xKz| = [Ng/g(x)|.

Preuve. Onutilise la proposition3.3.4pourlespartiesl et 2. La partie 3 résultedesproprietes
d’intégrali€. La partie4 résultede 3. La dernirepartieadéja éte vueenTD (c’estadire, figure
parmilesexercices). O

5.1.4Définition. Poura un idéal non nul de Kz, nous définissonssa norme Nk q(a) par :
Ng/q(a) := |Kz/al.

Pourz dansKz onadonc: |[N(z)| = N(Kzz).

5.1.5Proposition. Sia etb sontdesidéauxnonnulsde Kz, onaN(ab) = N(a)N(b). En parti-
culier, onaN(a) =[], N(p)*(@, ot p parcourt’ensembledesidéauxmaximauxde K.

Preuwve. Il suffit dele montrerdansle casou b estun idéalmaximalm. Dansce cas,on aune
suiteexactede Kz-modules:

0 — a/am — Kz/am — Kz/a — 0.

Ensuite on utilise quea/am estun K /m-espacerectorielde dimensionun. d
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5.2 LecasdeQ(v/—=5).

NousconsiceronsQ(y/—5) commesous-anneade C, enenvoyant,/—5 versy/5i. L'anneau
desentiersdeQ(v/—5) estZ[v/—5], deZ-base(1, v/=5).

Soita unidéalnonnul de Z[v/—5]. Essayonsle trouver un éléementz # 0 dea tel que|z|
soit petit, et de voir ap®sa quoi celapeutbien servit Pourr > 0 réel, notonsB(r) la boule
fermée{z € C| |z| < r}. Nousconsicerons,pourr > 0, lesmorphismesuivants:

B(r) — C — C/a,
degroupesadditifs(a n’estpasunidéaldansC!). Ona:
Vol(B(r)) = nr?,  Vol(C/Z[v/=5]) = V5, Vol(C/a) = N(a)V/5.
Pourla dernereégalig, utiliser la suiteexacte:
0 — Z[v/-5]/a — C/a — C/Z[/=5] — 0,

ou raisonneren termesde domainefondamentauxcelui pour ¢ estréuniondisjointede N(a)
copiesdeceluideZ[v/—5]). Prenonsnaintenant- tel queVol(B(r)) > Vol(C/a), c’estadire:

1/2
T>T0:<M> .

™

AlorsI'applicationci-dessusle B(r) versC/a n’estpasinjective,doncil existey etz dansB(r),

distincts,tel quez := y — z estdansa. Nousavonsdoncobtenuun z # 0 dansa avec|z| < 2r.

Cecivautpourtoutr > r,. Commeles B(2r) sontcompactesles B(2r) N (e« — {0}) le sont
aussi,doncleur intersectionprisesurtouslesr > ry, n’est pasvide (car aucuneintersection
finie n'estvide). Donc,enfait, nousavonsmontté'existenced’un z # 0 danse avec|z| < 2ry.

Consiceronsmaintenanta suited’inclusionsd’idéaux:

Z[\V-5] D> a D Z[\/-5]x = ab,

ou la dernireégali€ estla définition deb. Celamontrequea™! estégalab dansC(Z[v/—5]), et
que:

N(b) = N(Z[v/=5]z)/N(a) = N(z)/N(a) = |z|?/N(a) < 4V5/7 < 3.
Nousenconcluongjuetout élementde C'(Z[/—5]) estrepesené parunidéaldenormeauplus
2 deZ[+/—5]. Maislesseulsidéauxde normeauplus2 sontZ[v/—5] etm, := (2,1 + /—5), ce
qui montreque C(Z[v/—5]) aauplus2 élementsCommem, n'estpasprincipal (la normede
a + bv/—5 esta® + 5b?), on conclutqueC(Z[/-5]) = Z/2Z.

5.2.1Théoreme. C(Z[\/-5]) = Z/2Z.

33



5.3 Application.
5.3.1Théoréme. L’équationy? = x* — 5 n’a pasde solutiondanstZ.

Preuwve. ParcontradictionSupposonsjuez ety sontdansZz, tel quey? = z* — 5. Alors nous

avons,dansZ[v/-5] :
=9y +5=(y+v-5)(y — vV-5).

Notonsquel'id éal (y + +/—5,y — +/—5) contient(2y/—5) = m3ms. Notons P I'ensemble
desidéaux maximauxde Z[\/—5]. Alors, si p estdansP — {m,, ms}, au plus 'un d’entre
v, (y + v/=5) etwu,(y — v/—5) est> 0, etdonctouscesv,(y + v/—5) etv,(y — v/—5) sont
divisiblespar 3. D’autre part,m; = my etm; = ms, doNC,,, (¥ + v/—5) = v, (¥ — v/=5),
donc vy, (y + v/—5) etv,,(y — v/=5) sontdivisibles par 3. Le mémeargumentmontreque
Vs (Y + V/—5) et (y — v/—5) sontdivisiblespar 3. On en conclutqu'il existe un idéal a
de Z[v/-5] tel que (y + v/—5) = a®. CommeC(Z[v/-5]) estd’ordre 2, a estprincipal, di-
sonsa = (u). Mais alors, quitte a remplaceru par —u, on au® = y + v/—5. En écrivant
u = n + my/—5, cecidonnerapidementnecontradiction. O

Onpeutvoir, maiscen’estpasfacile,qu’il n'y apasd’obstructionde signeni decongruencejui
permetde montrercerésultat(eneffet, il y adessolutionsdansR, et danstouslesZ/p"Z avec
p premieretn > 1).

5.4 Le casdescorpsquadratiquesreéels.

Soitd > 1 un entiersansfacteurcarie. NotonsK := Q(v/d) et A := Ky sonanneaules
entiers Rappelons-nougueA = Z[(14+/d)/2] sid = 1 modulo4, et A = Z[+/d] sinon.Notons
o1 et o, lesdeuxplongementsie K dansR, et¢: K — R? le morphismed’anneauxdonre par
o(z) = (¢1(x), p2(z)). Nousobseronsd'abordque

det G —\/\/EE)‘ =2Vd.

On en conclutque Vol (R?/¢(A)) = v/d sid = 1 modulo4, et 2v/d = /4d sinon.D’autre
part, calculonsle discriminantdiscr(A) de A. Par définition, c’estle déterminantde la matrice
de la forme trace par rapporta n'importe quelle Z-basede A (celane dépendpasdu choix
car le déterminantd’un éléementg de GL,(Z) est+1, et la matrice en questionchangepar
m +— gmg). Par rapportala Z-base(1, vd) de Z[/d], la matricede la formetraceest(2 2,),
doncdedéterminantid. Il enrésulteque:

Vol(R® /$(Z[Vd])) =

) d sid = 1 modulo4,
discr(A) = { 4d sid # 1 modulo4.

Onconclutque:
Vol(R? /¢(A)) = |discr(A)[*/2.

Soitmaintenantt C A unidéalnonnul. Onaalors:

Vol(R?/$(a)) = N(a)Vol(R? /¢(A)) = N(a)|discr(A)[*/2.
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Commedande casimaginaire housallonsnousservird’'unenorme||-|| surle R-espacevectoriel

danslequelnoustravaillons: ici c’estR?. Nous prenonscommetout le monde,d’ailleurs, la

normedonréepar||(z,y)|| = |z| + |y|. La raisonde ce choix devient claire dansun dessin,ou

I'on voit quece choix maximisele volumedela “boule” B(||-||,7) := {z € R? | ||z|| < r} sous

la conditionque cetteboule soit contenuedans{(z,y) € R? | |zy| < 1}. (Notonsgu’en fait

touteslesmétriques||(z, y)|| = «a|z| + Bly| aveca = 1, a > 0 et 3 > 0 sontaussibonnes.)
L'identité (z + y)? — 4zy = (x — y)? montrequepourtoutz danskK ona:

IN(2)] = |¢1(z)d2(2)] < (1/4)l|$(2)[|".
CommeB(||-||,r) estuncaré decdté v/2r, ona:
Vol(B(||-[I, 7)) = 2r*.

Prenonsnaintenant, tel que2r2 = Vol(R?/¢(a)), donc:

ro = (N () \dis;r(A) \1/2) 1/2 |

Par le mémeargumentquedansle casimaginaire,on voit qu’il existeun xz # 0 dansa, tel que
||| < 2rq. Prenonaintel z. Onaalors:

N(a) \discr(A)\l/Q.

IN(@)] < 1/)]l6()]]* < (1/4)4r = 5

D’autre part,onala suited’inclusionsd’idéauxde A :
ADaD Az = ab,
ou la dernereégali€ estla définitiondeb. Pourceb :

IN(z)| _ |discr(A)['/?
N(a) — '

N(b) =

Onenconclutle résultatsuivant.

5.4.1Théoreme. Soit K un corpsquadratiqueéel. Alors tout élémentdu groupede classes
d'idéauxC(Kz) aunrepésentantui estunidéalde K7 denormeauplus2=|discr(Kz)|'/2.

5.4.2Exemple. Z[\/7] estprincipal. En effet, il sufiit de voir quetoutidéalb de normeauplus

V7 < 3 estprincipal. CommeZ[v/7]/(2) = Fy[z]/(z* + 1), il sufiit devoir que(2,1 + +/7) est
principal. CommeN (3 + 1/7) = 32 — 7 = 2, c’estle cas.
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5.5 Bornesdansle casgénéral.

Soit K uneextensionfinie de Q, d sondegré, et¢,, ... , ¢q les plongementslistinctsde K
dansC, numérogésdelafagpnsuivante: ¢, = ¢; Sil < i < ry, etd, i = Oraryri SIL <7 <71y,
Onadoncd = r; + 2r,.

5.5.1Exemple. Prenonds := Q(2'/%). Le polyndmeminimalde2'/? estz® -2, sedtroisracines
dansC sont2'/3, 21/35 et2!/352, Onadonce, (21/%) = 2/3, eton peutprendrep, (21/3) = 21/3;
etgs(21/3) = 21/352,

Nousplongeonsk dansR™ x C™ enutilisantles¢; :

¢p: K >R xC?, = ¢(z) = (d1(x), ..., rtr, ().

Cetteapplicationg estun morphismedeQ-algebres Dansla suite,nousutilisonsla R-base(1, )
de C pour passerde C a R?. Par exemple,nousnoteronségalement I'application suivante,
obtenueencomposante ¢ enhautparl'isomorphismeCr? — R?"2 :

¢: K - R¢
z = (1(2), -, &, (2), Re(dr,11(2)), Im(dr, 11(2)), - - s Re(ry 4y (7)), Im(y 41, (7))

Poursimplifier la notationdansce qui vasuivre,nousposonskKy := R x C™2. Ceciestd’autant
plusjustifié par le fait quele morphismenaturelde R-algebresR ®y K — Kg estunisomor
phisme(celasevoit enprenantun éléementprimitif = de K, etenécrivant K = Q[t]/(f), avec f
le polyndomeminimaldex). Enfait, il estplusnatureldeplongerk dansR ®q K quedansKr,
carcelaévitele choix d'une numérotationdesg;.

Nousavonsvu quepourtoutz dansk, ona:

Niso(z) = [61(2) - - r, (@) i () [* -+ - [ by, (2) [

Celadonnedoncun diagrammecommutatif:

K — Kg

oo |n No@2) o fal el e

Remarquongjue I'apparition desexposant2 au coordonieesqui correspondenaux facteurs
C n’arien de surprenantcar la normeestle déterminantde la multiplication par I’ élémenten
guestion(etdoncsavaleurabsoluemesurde facteurparlequelchangentesvolumes).

Commedansle casdescorpsquadratiqueséels,il faudrachoisirunenormesurle R-espace
vectoriel Kz. Pourrendreoptimallesrésultatgqui suivent,on fait le choix suivant:

(@, 2 = Ja| + -+ [z | + 2020 ] + -2 4 2]z, |-
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5.5.2Remarque. Dans[Samuel],on ne voit pasde normequi appar#, mais plutdt le choix
d’une partie intégrable,corvexe et symétrique par rapporta l'origine de K. Celarevient au
méme(saufpeutetresi on voulait utiliser de tellespartiesassesauagespour qu’ellesne pro-
viennentpasd’une norme).Si ||-|| estunenorme,on lui associda partie B(||-||, 1), la “boule”
ferméederayonun.

5.5.3Lemme. Pourtout(z, z) dansKgr ona:

Preuwve. C’estl'in égali€ “moyennegéonetrique” < “moyennearithmétique”. Elle résultede
la corvexité du logarithme.En effet, si 0 < =z < y, le sgmentde (z,log(x)) a (y,log(y))
estl'ensembledes (azx + by, alog(x) + blog(y)) aveca > 0,b > 0 eta+b = 1, d'ou
alog(z) + blog(y) < log(ax + by). O

5.5.4Lemme. Pourr > 0, onaVol(B(||-||,r)) = 2™ (x/2)"2r?/d..

Preuwe. Parrécurrencesurr; etrs. Sir; > 0,0na:

Vol(B,, ,(1)) = Vol(By, 14, (r — |z])) dz = 2/ Vol(By, _1,(r — 1)) do =
T=—7 =0
T B T\ T2 (7. _ x)r1—1—|—2r2
=2 PAE do =---
/w—O (2) (r1 — 1+ 2ry)! N

Siry =0etr, > 0,0na:

Vol(Bo,, (r)) = / Vol(Bopy 1 (r — 221)) da dy =

|z|<r/2

r/2
— 21 [ Nol(Bog1(r — 20)) dp =+,
p

=0

oll nousavonsécritz = z + iy = pe'®. O

La chosesuivantequenousvoulonsestuneexpressiorpour Vol (K / K7).Rappelongjuenous
avonsdéjavu que K7, estdiscretdansKy (cequi estd’autantplusclair apesla remarqueguele
plongemente K7, dansKy est,aunisomorphismeres,celuide K, dansR®y, K. Nousallons
voir qu’en effet ce volumes’exprime naturellemenen termesdu déterminanid’'une matricede
laformetracede K.

5.5.5Lemme. Soit M unZ-modulelibre derangfini, etb: M x M — 7Z uneforme bilinéaire.

Poure unebasede M, notonsmat,.(b) la matricedeb parrapportae. Alors les déterminants
det(mat, (b)), avece unebasede M, sonttous égaux,et on définit le discriminantde b, noté

discr(b), commeétantcetentier
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5.5.6Définition. Pour K un corpsde nombreson définit le discriminantde K; commele dis-
criminantdela formetracesur K. De mémepourdessous-anneaud’indice fini dansK.

5.5.7Proposition. Soit K uncorpsdenombres.
1. Vol(Kg/Ky) = 27"2|discr(Ky)|/2.
2. Pourtoutidéala nonnul de Kz, onaVol(Kg/a) = 27"|discr(K7z)|*/?N(a).

Preuwve. Biensir, le deuxemeénoné résultedirectementu premier Soitz := (zq,... ,x4)
uneZ-basede K. Alors :
( ¢1(z1) e ¢1(4)
Vol(Kg/Kz) = |det : :
¢T1+72 (.231)) e Re(¢7“1+7”2 (xd))
\Im (drisra(@) - Im(Brysra(@a))
( ¢r(z1) - $1(za)
Griv1(@1) o0 Prga(®a)
=277 \det ¢n+rz+1($1) ot Brytrat1(Ta)
¢r1+7‘2 'Z'l T ¢T1+T2 (xd)
K ¢T1+2T2 l‘l T ¢T1+27“2 ('Td) )

= 2_T2| det( )|, aveca; ; = gb,(m])

Vientmaintenant'astuce:

(@'a)ij =D (a")ikar, = Za;”ak] D k(i) (x;) = Triejg(eiz;).
k

k

Onenconclutque
det(a)? = det(a) det(a) = det(a’) det(a) = det(a‘a)) = discr(Kz).
O

5.5.8Théoreme. Soit K un corpsde nombresgd sondegré, r, etr, le nombrede facteursR et
C dansKg.

1. Soita unidéalnonnul de K. Alors il existeunxz nonnul dansa tel que:
AN d! .
N(z) < (;) E‘dISCI‘(Kz)‘lﬂN(a).
2. ToutélémentdeC(Ky7) estrepeseng parunidéala de K7, tel que:

4\ dl
N(a) < <;> E|dlscr(KZ)\1/2.
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3. C(Ky) estfini.

Preuve. Onproacdecommeon 'a déja fait dansle casdescorpsquadratiqueséels.Pourla
finitude de C(Kz), notonssimplementqu’un idéal « de K7 d’indice n contientn, donc est
I'image réciproquede sonimagedansl’anneaufini Kz/nkKj,. O

Nousterminonscettesectionavecun exempleamusant.

5.5.9Théoreme. L'anneaudesentiersde Q(v/—163) estfactoriel. Les nombresn? — n + 41
avecn entieret—40 < n < 41 sonttousdesnombregpremiers.

Preuve. On vérifie que163 estpremier et que —163 estcongrua 1 modulo4. L'anneaudes
entiersA deQ(v/—163) estdoncZ[u], avecu = (1 + /—163)/2. Le polyndmeminimal de u
estf := 2% — x + 41, doncA = Z[u] = Z[z]/(f).

Montronsque A estfactoriel. Commeil estde Dedekind,celarevient a montrerque son
groupede classegl’'idéauxesttrivial. Le theoemeprecdentdonnequ’il sufiit de vérifier que
les idéauxde normeau plus 21/163/7 sont principaux (discr(4) = —163). Il suffit doncde
vérifier quelesidéauxmaximauxcontenang, 3, 5 ou'7 sontprincipaux.Celarésultedeceque f
estirréductibledansF, [z] pourtouslesp danscetteliste. On a doncmontré que A estfactoriel.

Pourmontrerle deuxemeénon@ sansvérifier celacasparcas,on utilise unepropriéte dela
norme.Un calculmontrequeN (a + bu) = a® + ab+ 410* = (a + b/2)? + (41 — 1/4)b?, poura
etb dansQ. Onvoit doncquepoura etb dansZ avech # 0, ona N (a + bu) > 41.

Soit p un nombrepremieret supposonsjue f estréductibledansF, [z]. Alors A aunidéal
denormep, doncun élémentdenormep. Donc f estirréductibledansF, [z] sip < 41.

Sip estpremieretdiviseunnombredela formen? —n + 41, alors f auneracinedansF,. On
endeduitquesip estpremieretdivisen? — n+ 41 pourunn dansz, alorsp > 41. Onenconclut
quesi [n? — n + 41| < 412, alorsn? — n + 41 estpremier Pourfinir : ona|n? — n| < 412 — 41
si etseulemensi —40 < n < 41. O

39



6 Le théoremedesunités.

6.1 Théoreme. Soit K uncorpsdenombres.
1. Pourz dansKy onax € K; <= Ngjo(x) = £1.
2. Le groupe(K3)iors esteyclique etfini; ona (K)o = u(K) = K; .,
racinedel’'unité danskK .
3. LequotientK} /u(K) estlibre derangr, +r,—1, olr, (resp.ry) estle nombredefacteurs
R (resp.C) danskKr = R ®q K.

Preuve. Soitz dansK7. Six estdansK}, alors1 = N(1) = N(z 'z) = N(z !)N(z), avec
N(z~') etN(z) dansZ. SiN(z) = +1, alors-z: Kz — K estunisomorphismele Z-modules
(carde déterminantinversible),doncil existey dansk7y tel queyx = 1. Lesautresassertions
prendroniplusdetemps Nousnumérotondesplongements, : K — C commeavant,ainsique
¢: K — Kg. Notonsd := dimg(K). Nousconsiceronsle morphismede groupessuivant:

L: K* i> KIE = R*™ x C*" L) (R»;O)r1+r2 log RTH‘”,

z > (log[¢1(z)], - .. ,10g |dr 1, (2)])-
Commepourtoutx dansK; onal = |N(z)| = |¢1(x) - - - ¢a(z)|, ON constategue:

le groupedes

L(Ki) C H:= {32 € R+ | 1+ + T, + 2$r1+1 4+ -+ 2$T1+r2 — 0}
6.1.1Lemme. Pourtoutr > 0, I'ensemble{x € K} | Vi: |L(z);| < r} estfini.

Preuwve. Pouruntelz, ona,pourtouti : [log |¢;(z)|| < r,d'ote™ < [¢;(z)| < e'. Celadonne
desbornessurles coeficientsdu polyndomeminimal f, dex surQ; bornesentermesded etr
seulementMais f, esta coeficientsdansZ, ce qui implique gu’il n’y a qu’'un nombrefini de
possibilitspour f,, doncpourx. O

6.1.2Corollaire. Le noyaude L

k;: K7 — R1* estfini, et L(K3) estdiscretdansH .

6.1.3Lemme. ker(L|Ki) = ,M(K) = (Kg)tors-

Preuve. L'inclusion “ker(L|x;) C u(K)” vientdu corollaire.Siz estdansyu(K), z estentier
surZ (carracined’'un z™ — 1 avecn > 1, et|¢;(z)| = 1 pourtouts). O

CommeL(K3) estdiscretdansH, L(K}) estlibre derangauplusr; + o — 1. Pourterminer
il sufiit doncdemontrerque L(K3) contientr; + ro — 1 élémentsR-linéairementndépendants.
Donc,enfait, nousmontronsquelquechoseplusfort quece qui estdemané dansle theoeme:
L(K3) estunréseawdansH . Poursimplifier la notationdansce qui suit, nousnetraiteronsgue
le casour, = 0 (etr; > 1). Onaalors: d = r,, Kg = R¢, etr; +r, — 1 = d — 1. Nousnotons
di = |discr(K)| etl := log(d}(ﬂ) (onadg > 1 carK # Q; voir lesexercices).

6.1.4Proposition. Pourtouti < d il existeunu; dansk;, tel que:

| L(ui)i| > (d —2)I,
|L(ug);| < Usii#j<d.
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Admettonspour l'instant cette proposition,et montronsque L(u;), ... , L(uqg 1) sontR-liné-
airementindépendantslansR?. Notonsa; ; := L(u;); pourl < i,j < d. Donca estdans
Mgy 1(R). Onécrita = A +r, avecA la partiediagonaledea, etr la partiehorsdiagonale Pour
0 # v dansR¢ ! onaalors:

”AUHsup > (d— 2)l||v||supv ”TU”sup <(d- 2)l||v||supv

d’ou av # 0. Il nerestemaintenangu’a prouver la proposition.

Preuwve. (Delaproposition.)Parsymeétrie,onpeutsupposeque; = d—1. PourA > 0 ety > 0,
nousdéfinissons

B)\,” = {SU € Rd | ‘:EZ‘ S 1sii<d— 1, ‘xd—1| S /\, |.Td‘ S /L}
CommeB, , estun produitd’intervalles,le calculde sonvolumeestimmédiat,et donne:
VO](B)\#) = Qd)\/L

L'argumentde Minkowski dit que si Vol(3B,,) > Vol(R?/#(Kz)), alors By, contientun
élementnon nul z de K7. Par les calculs déja faits, on sait que Vol(R¢ /¢ (Kz)) = d}f, et

Vol(3 B, ,,) = Au. Nousprendronsionctoujours) et . tel quey = d}(ﬂ, etnousnoteronsB, ,
simplemenpar B,. Nousprendronenfait des) deplusenplusgrand.
Pourz nonnul dansB) N Kz onsait:

1< N(@)| = [¢1(2) - - pa(x)| < A = djl,
¢s(z)| > dg? sii<d—1,
|Gar ()] > = = A2,

Prenons: > 0 assegrand(c > dﬁ?’l)/Q suffira, parexemple).Onprend); := dit, parexemple.
Celanousdonnez; dansB,, N Kz. Onprend); > cA;. Celanousdonnez,. Onprendis > c)s,
etc. Celanousdonneune suite x;, z,, ... dansKy, avec, pourtout i, |[N(z;)| < d}(ﬁ. Mais,
pourtout B > 0, 'ensembledesidéauxde K7, d’'indice au plus B estfini (unidéald’indice n
contientn Kz, doncprovient d’'un idéal du quotientfini K7/nKz). Nousprenons: < j tel que
Kyz; = Kzz;. Maisalorsu := z;/x; estdansK,. Vérifionsqueceu satishit auxconditionsde
la proposition.On sait:
1/2

pourk < d —1: ¢y(u) = dp(;)/du(zi),  dg’> < |bw(z;)/dn(zi)| < dif’,
(ba—1(w)] = |ba1(25)/bar(x:)| = A /A > edi .

Onadonc:
|L(u);| <1, sii<d-1,
| L(u)a-1| = log(c) — 1.
Onveut: log(c) — I > (d — 2)I, cequi équivautac > 1471, O
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O

6.1.5Remarques. 1. Lecasr; = 2,7, = 0 estbienplusfacile,etdéjabienintéressant.

2. ComparerlasptreredeRiemannP! (C) = CU{cc}. Sionenkwver pointsdecettesprere,
'anneauA desfonctionsméromorphesurla sptereet holomorpheendehorsdespoints
enlevés estisomorphea C* x Z™!, le facteurC* correspondaux fonctionsconstantes,
et le facteurZ™! mesureles poleset zéros. Il pardt doncqueles corpsde nombresse
comportenttommelP! (C) : si, enr points,on n'imposepasde condition,alorsl'anneau
gui résultea commegroupedesunités,modulolesunitéstriviales,rangr — 1.

3. L'analogueduthéormedesunitésestvrai pourlescourbesalgebriquesnonsinguliereset
projectves.

4. Si A C Ky estun sous-annead'indice fini, alors A*/u(A) estencorelibre de rang
r1 + 19 — 1 (Sangpreuwe).

5. Avec les outils dont on disposemaintenant,on peut résoudrecertainesequations,par
exemplel’ équationde Fermaten degré 5. En effet, on montreque 'anneaudesentiers
deQ(¢5) estZ[(s], quele groupedesclassesl’idéauxde Z[(5] esttrivial, etqueZ|(s]* est
engendé par —(s etle nombred’or (5 + ¢ *. Ensuite on regardedans[Swin].

6.2 Lescorpsquadratiquesreéels.

Soitd > 1 sansfacteurcare, K := Q(v/d). Nousrappelongjue Kz = Z[v/d] sid # 1 mod
4, et Kz = 7[(14+/d)/2] sid = 1 mod4. Commetout corpsqui admetun plongementiansR,
u(K) = {1, —1}. Le theoemedesunitésdit doncque K, estisomorpheaZ /27 x Z.

6.2.1Définition. On appelleunité fondamentalele K7, un élementde K, qui, ensembleavec
—1, engendre<;. Il y adoncexactementt detellesunités: si u enestun, lesautressont—u,
ulet—ut.

Voici commenton peutprocaderpourtrouver lesunitésfondamentalesSi u = = + yvd # +1

(aveczx ety dans%Z s'il le faut) estdansK;, —u, u~! et —u~! sontdesunités, et ce sont
les quatreélementstz + yv/d. Exactementn d’entreu, —u, u~! et —u~!, appelonde v, est
tel que¢;(v) > 1; c’estceluiavecx > 0 ety > 0. PourL le “plongement”logarithmique
L: K; -+ R(1,-1) c R®, onaL(—u) = L(u),etL(v™!) = L(—u~') = —L(u). Il enrésulte
queu = z + yv/d dansk?; avecz > 0 ety > 0 estfondamentalsi et seulemensi = + y+/d est
minimal parmilesu + vv/d avecu > 0 etv > 0 telsqueu + vV/d € Ky etu® — dv?® = +1.

Par exemple,1 + /2 estune unité fondamentalede Z[v/2], et (1 + v/5)/2 estune unité
fondamentaleleZ[(1++/5)/2]. Il y aunefagnintéressanteecalculerdesunitesfondamentales
avecdesfractionscontinuesce qui n’estpassurprenantcarsi z2 — dy* = +1, |z/y — V/d| est
petit; voir la sectionsuivantepourquelquesiétails.

Pourcomparerk?;, aZ[+/d]*, demontronda propositionsuivante.

6.2.2Proposition. Sid # —3 mods, alorsZ[v/d]* = K. Sid = —3 mods, Z[v/d]* estd’indice
1 ou3 dansK;. Danstouslescas,Z[/d]* estisomorpheaZ/27 x 7.
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Preuve. Sid # 1 mod4, Ky = Z[\/d], donc K} = Z[/d]*. Supposonsloncqued = 1 mod4.
Le polyndmeminimalde (1 + v/d) /2 surQ estt? —t — (d — 1) /4. Donc K /2 K7 estisomorphe,
entantqu’anneaual, [t]/(t* —t — (d —1)/4). Sid = 1 mod8 celadonneF, x F,, etsid = —3
mod8 celadonneF,.

D’autre part,notonsf : K — Kz/2Kj laréductionmodulo2. CommeZ[+/d] estd’indice
2 dansK7, Z[v/d] contient2Kz, etonadoncZ[vd] = f'f(Z[\Vd]), et f(Z][\/d]) estd’indice
2 dansK/2K;. Commef (Z[+/d]) estuneF,-sous-algbrede Ky/2K, f(Z[\/d]) contientl,,
qui estdejad’indice 2 ; onconclutque f (Z[v/d]) = F,. OnadoncZ[v/d] = f'F,. (Biensir, on
peutdémontrerceci égalemenpar un calcul.) Consiceronsmaintenanta suite de morphismes
degroupes

ZIVd —s K — (Kz/2K7)*.

Il estclair que Z[V/d]* — K; estinjectif. Montrons que cette suite est exacte. Soit z dans
Z[/d]* ; alorsl'image de z dans(Kz/2Kz)* estdansF;, doncl. Soitz dansK;; avecimage
1 dans(Kz/2Kz)*; alorsz estdansf~'F, = Z[/d|, et de mémepour z~', ce qui donne
z € Z[Vd]*. Comme(F, x F,)* esttrivial, etF: d’ordre3, onobtientcequ’il faut. O

Pourtrouver uneunité fondamentalele Z[v/d] on peutproccdercommepourQ(v/d)z, maisen
fait, c’estplussimple.Commedansle casprécdent,on voit qu’il existeuneunite fondamentale
u =z +yvdavecz > 0 ety > 0 (z ety entiersmaintenant)Mais on constatealorsquesi on
écritu” = ,, + y,\/d, alorsy, > y pourn > 1. Il enrésultequepourtrouver u on testepour
y = 1,2,... sidy? & 1 estun cari, et on arrétesi tel estle cas,avecdisonsz? — dy? = +1.
Alors z + y+/d estuneunité fondamentale.

Noussommesnaintenanenmesurededire quelquechosesurl’ équatiorde Pell (oude Pell-
Fermat.enFrance) Cetteéquationestla suvante: 22 — dy? = e, avecd commeenhaut(d > 1,
sangfacteurcari) ete dansz donré. L’ensembledessolutions(z, ) dansR? estun hyperbole.
S’il y aunesolutiondans@?, on obtienttoutesles solutionsdansQ? enintersectantavec des
droitespassanpar la solutionde départ.Ce qui nousintéresseci, estl’ensembledessolutions
dansZ?. Commenons par une remarqueéimmeédiate.Pour (z,y) € Z? avecz?> — dy* = e,
= + y+/d estun élementde normee deZ[+/d), etI'application:

{(@y) €2 |2* —dy’ = e} — {2 € Z[Vd] |N(2) = ¢}, (z,y) = z+yVd
estunebijection.

6.2.3Théoreme. Soitu uneunité fondamental@eZ[+/d).

1. Lessolutionsdel’ équationi? — dy? = +1 corresponderdlors,via la bijectionci-dessus,
auxtu™,n € Z.

2. Poure # 0 dansZ, Z[/d]* opérelibrementsurl’ensemble{z € Z[\/d] | N(z) = +e}.
Deux élémentsz, et z, de cet ensemblesont dansla méme orbite si et seulementsi
Z[Vd)z = Z[\Vd]z. Ainsi, l'ensembledesorbitesde cetteaction esten bijection avec
I'ensembledesidéauxdeZ]+/d] qui sontd’indice |e| et principaux.
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6.3 Fractions continues.

Soitd > 1 sansfacteurcaré. Nousavonsvu queZ[v/d]* estisomorphel Z /27 x Z. En
pratique,pour trouver une unité fondamentaleon utilise le développemente v/d en fraction
continue.lci, je veuxjustedonnerquelquesndicationset un exemplede commentcelamarche.
Pourdesdétails,on estinvité a consultedeslivres|[HW] et[Hual.

6.3.1Définition. Soientn > 0 un entier etay, . .. , a,, desvariables.La fraction continueas-
socieestla fraction:

[ag, a1, ... ,a,] :=ag+
a, +

a2+
as + ———

6.3.2Lemme. Aveccesnotationspna:

[ T=ao+ (O 1) (Y P Ytz (O N) (0 )0
ag, A1, ... ,0y| = Qg 1 a 1 a,, a, = Qo 1 a 1 a, ’

ou lesmatricesopérentparhomographies(® %)z = (az + b)/(cz + d).

6.3.3Définition. Soitz unnombreréelnonrationnel.Le développementex enfractionconti-
nueestdéfini par: ag := |z, z1 := 1/(x — ag), a1 := |z1], 2 := 1/(x1 — ay), etc.Six est
rationnel,on appliquele mémealgorithme maison s’arétequandz,, estentier

6.3.4Proposition. Soitx réeletirrationnel.Soitay, a1, - . . la suiteassodgeax parla définition

précédenteEcrivons|ag, ai, . . . ,an] = pp/gn- Alors |p,/q, — x| < 1/¢2. Sip etq > 0 sontdes
entierspremiersentreeuxet |p/q — x| < 1/2¢?, alorsil existen tel que(p,q) = (pn,4s). La

Suiteay, ay, . .. devient périodique(dansle sensqu'il existe N etm > 1 telsquea,, ., = a, Si

n > N) si etseulemensi z estalgébriqueet de degré deuxsurQ. Siz = /d avecd > 1 sans
facteurcariés,il existen tel quep? —dg> = +1, etle premierteln donneuneunité fondamentale
Pn + ¢V d deZ[\V/d).
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7 La réciprocité quadratique.

7.1 Décompositiondesnombrespremiers.

Soit K un corpsde nombres et p un nombrepremier L'anneauAd := Kz/pKy estalors
uneF,-algebrede dimensiond := dimg(K). Nousavonsvu dansun exerciceque A n'a qu’'un
nombrefini d'idéauxmaximauxdisonsmy, ... , m,, etquele morphismecanonique

A= Afmd x - x A/m?

estunisomorphismeleF, -algebres Définissonslesentiersn; > 0 par: m~' # m} = mM*,
Notonsm; 'image inversedem,; dansKy via K, — A — A/m;.

7.1.1Proposition. Aveccesnotationspnal’ égali€ suvanted’idéauxde K, :

T

pKz =mi" - -m.".
Preuve. Montronsd’abordquem;™ ---m,"" C pKy. Eneffet,comme

myt--empt =mi*N---Nmit =0

dansA, l'image dem;™ ---m,"" dansA estnulle. D’ou l'inclusion. Il ne restequ’a montrer
quepKz etm;™ ---m," ontmémenorme.La normede pK7 est|A| = p¢. Notonsk; le corps
A/m; = Kz/m;. Alors, pourtout, etpourtoutn > 0, @/ﬁz}”“ estun k;-espacevectorielde
dimensionun. Le theoemeChinoisdit quel’applicationcanonique

Kz/mn™ - -m,"" — Kz/mi™ x -+ x Kz /m,"

estun isomorphismell sufiit doncde montrerque K /m;"* estde mémecardinalque A/m".
Mais les deuxsontde cardinal|k;|™ : pourle premier celaestmémevrai pour tout exposant,
pourle deuxime,il faututiliser quelesinclusionsA D m; D --- D m;* sontstrictes. O

7.1.2Proposition. Avecles mémesnotationsjesconditionssuivantessontéquialentes
1. p nedivisepasdiscr(Kz) ;
2. A estréduit,i.e.,0 estle seulnilpotentde A ;
3. touslesn; sontl.
Preuwve. L’'équivalencedesconditionsl et2 a déja éte nottedansla proposition4.11.1.Mon-

tronsl’ équivalencedesdeuxderneresToutélémenide A/m;"* quiestdansm;/m;"* estnilpotent.
DoncA/m;" estréduitsi etseulemensin; = 1. CommeA estle produitdesA/m;, A estréduit

i

si etseulemensitousles A/m." lessont. O

7.1.3Définition. Ondit quep estramifié dansk, ou dansky, silaF,-algebre Kz /pK, n'est
pasréduite.

Dansla sectionsuivante,nousutiliseronsle résultatsuivant.

45



7.1.4Proposition. SoientQ — K — L desextensiondinies, etp un nombrepremier Sip est
ramifié dansK, il I'est dansL.

Preuve. Supposongjuep soit nonramifié dansLZ. Il nousfaut montrerquep estnon ramifié
dansK. Noussavonsdoncque Ly /pL;y estréduit, et il nousfaut montrerque K /pKy 'est
egalementAlors, le morphismeK — L induit un morphismek’;, — L. Supposonsgjuez dans
K7 soitdansle noyaude K, — Ly — Lz /pLy. Celaveutdire quel'image de z dansLy est
de la forme py, avecy dansL;. Mais alorsz/p estentiersur Z, doncz estdanspKy. Il en
résultequele morphismek,, — Ly induit uneinjection Ky, /pKy, — Ly /pLy. Celamontreque
Ky /pKy estréduit. O

7.1.5Définition. Soit K uneextensionde degré deuxdeQ, etsoit p unnombrepremier On dit
quep estinertedansK si Kz /pKy estun corps,ou, ce qui revient au méme,si p estpremier
dansKz. Ondit quep estscincg,oudécompoédansk si Kz /pKy estisomorphaT, x F,, ou,
cequirevientauméme,si pKy; = m;mo avecms, etms, deuxideéauxmaximauxdistinctsde K7,.

7.1.6Proposition. Soitd # 1 unentiersansfacteurcaré, etk = Q(v/d). OnaKy = Z[z)/(f),
avecf = 2> —d sid # 1 mod4, etavecf = x> —x — (d — 1)/4 sid = 1 mod4. Notonsf
l'image de f dandF,[z|. Alors :

1. p estdécompoédansK sietseulemensi f adeuxracinesdistinctesdansF, ;
2. p estinertedanskK si etseulemensi f n’a pasderacinedansF, ;
3. p estramifié dansK sietseulemensi f a exactementineracinedansF, .

A l'aide dela réciprocie guadratiquanouspourronsmontrerquela conditionquep soit scince,
inerteou ramifié nedépendquedela classedep modulole discriminantde K.

7.2 Quel estle sous-cops quadratique de Q(¢,) ?

Pourla preuwe dela réciprocit quadratiquejuenousallonsdonnerdansla sectionsuivante,
il nousfautun renseignemerdontnousnousoccupongianscettesection.

7.2.1Proposition. Soitp un nombrepremier Soit Q(¢,) I'extensionde Q engendée par une
racinedel'unité d’ordrep (dansC, parexemple).Alors le polyndme minimal de ¢, surQ est
¢, := (2 — 1)/(x — 1). L'extensionQ — Q((,) estgaloisiennegt on a un isomorphismele
groupes

[+ Gal(Q(G)/Q) — T,
tel que,pourtouto dansGal(Q(¢,)/Q),

o((p) = CJ(J) .

Preuve. NotonsQ — K uneextensionde décompositiorde z? — 1, et (, unede sesracines.
Commeles racinesde 2z — 1 sontdespuissancesle (,, ona K = Q((,). Le polyndbme @,
estirréductibleparle critered’Eisenstein(on appliquece criterea ®,(z + 1) etp). L'extension
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Q — K estdoncdedegré p — 1. NotonsG le groupede Galoisde K sur@Q. Toutélementde G
induitunautomorphismeusous-groupe,(K) := {z € K | 2 = 1} de K*. Commey,(K) est
d’ordrep, c’estun espacevectorieldedimensionun surF,, doncsongrouped’automorphismes
estlF;. Nousavonsdoncun morphismede groupesf: G — F; tel quepourtouto dansG, et
toutz dansu,(K) : 0(z) = 2/(). Il resteamontrerque f estunisomorphismeCommelesdeux
sontd’ordrep — 1, il suffit de montrerque f estinjectif. Mais celaestclair, carcommeK est
engende par ¢, touto dansG estdétermiré paro (). O

7.2.2Théoreme. Soitp unnombrepremieretQ(¢,) commeenhaut.Alors I'inclusion deZ[(,)|
dansQ((,)z estuneégali€. Toutnombrepremierdifférentdep estnonramifié dansQ(¢,).

Preuve. Nousallonsappliquere critere4.11.3.Comme, estentiersurZ, Z[¢,] C Q(¢,)z. Le
fait quela dérivéedex? — 1 soitpz? ! impliguequedansn’importequelcorpsdecaracéristique
difféerentedep, 2 — 1 n’a pasderacinesmultiples.ll enrésultequele discriminantde &, est,a
unsignepres,unepuissancele p. Par cequenousavonsvu danslesexercicescelaimpliqueque
discr(Z[(p]) est,aun signeprés,unepuissancelep, etqueparcongquentdiscr(Q(¢,)z) est,a
un signepres,unepuissancele p. Donctout premierdifférentde p estnonramifié dansQ(¢, ).

Pourfinir, il nousfaut montrerque pour tout idéal maximalm de Z[(,] contenanip, on a
dim 4/m(m/m?) < 1. EcrivonsZ[(,] = Z[z]/(®,) (avecz s’ervoyantvers(,). Celamontre
queZ[(,)/pZ[(,)] estisomorphea,[z]/(z — 1)?~!, etonendéduitqueZ[(,] aun uniqueidéal
maximalm contenanp, etqu'onam = (p,(, — 1). Posong) = z — 1. Alorsona:

=1 (y+1pr -1

®, = = =y T4+,
z—1 Y

qui estun polyndbmed’Eisensteirpourle premierp. On voit quep estdansm?, ce qui implique
quem/m? estengende pary, doncde dimensionauplusun. O

7.2.3Proposition. Soitp # 2 un nombrepremier Alors Q(¢,) contientun unique extension
quadratique< deQ. OnaK = Q(,/p) Sip =1 mod4, etK = Q(y/—p) Sip = —1 mod4.

Preuve. Le groupeGal(Q(¢,)/Q) estisomorpheaT;, qui estcycliqued’ordrep — 1. Comme
p # 2, p — 1 estpair. Par congquentGal(Q(¢,)/Q) aununiquesous-groupé’indice 2. Parla
correspondancee Galois,Q((,) aun uniquesous-corpgs dedegré 2 surQ.

Les extensiongguadratiquesle Q corresponderdiux entiersd # 1 sansfacteurcare. Pour
voir pourqueld ona K = Q(+/d), nousallons utiliser un agumentde ramification.Dansles
exerciceson verrauneautreméthode(sommegde Gausspourrésoudrece probleme.

Parla proposition7.1.4etle theoeme7.2.2, K estnonramifié entouslespremierdifferents
dep. Doncdiscr(K) est,asignepres,unepuissancaep. Sid # 1 mod4, onadiscr(K) = 4d,
etsid = 1 mod4, onadiscr(K) = d. d
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7.3 Reéciprocité quadratique.

7.3.1Proposition. Soitp # 2 un nombrepremier Le sous-groupd;> := {a’ | a € F;} est
d’ordre(p — 1)/2. Poura dansF,, on définit :

1 sia € T2,
a . p
(—) = 0 sia=0,
p —1 sia ¢ F;°.

Lafonction(;): F, — {-1,0,1} C Z s'appellele symbolede Legendre Poura dansF, ona:

(9> =a*" V2 dansF,.
p

L'applicationF; — Z*, a — ( ;7) estun morphismede groupes.

Preuve. Consiceronsle morphismede groupesf: F;, — F, a — a®. Sonnoyauest{1, —1},

doncd’ordre2 (1 # —1 carp # 2). L'imagede f est]F;’Q, qui estdoncd’indice 2. Le quo-
tient ]F;,;/]F;;’2 estdoncisomorphe et celade mankreunique,a Z*. Consiceronsle morphisme
g: F, — F;, a— alP~Y/2 Sonnoyauestd'ordre (p — 1)/2, doncsonimaged'ordre2 etégalea
{1,—1}. Poura dansF;, onag(a®) = a?~' = 1. OnadoncF;” C ker(g), etmémeégalié car
les deuxont mémecardinal.Pourconclure: poura dansF; onag(a) = 1 si etseulemensia
estdanskF*. O

7.3.2Théoreme. (Réciprocité quadratique, Gauss) Soientp et ¢ deux nombrespremiers,
différentde? etdistincts.Alorsona:

(2)(5)= oy

Preuve. D’aprésla Proposition7.2.3,I'unique sous-corpsjuadratiquede Q(¢,) estQ(v/q¢*),
avecq* = (*Tl)q. Nousavonsdoncun diagrammecommutatif:

Q¢) ——— Z[z]/(®g) — Fplz]/(Dy)

T T T

QVG) «—— Z=l/(f) —— Fplzl/(f),

T T T

Q <+ 7 — I,

avecf = z* — z — (¢* — 1)/4. L'applicationdeF, [z]/(f) versF,[z]/(®,) estuneinclusionpar
unargumentquenousavonsdéja utilisé dansla preuwe dela proposition7.1.4(nousutilisonsici
queZz]/(®,) etZ[z]/(f) sontlesanneawd’entiersdansleurscorpsdefractions).
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Parla Proposition7.2.1,Gal(Q(¢,)/Q) s’identifie,vial'isomorphismef, aF;. D’autrepart,
Gal(Q(1/¢*)/Q) admetun uniqueisomorphismewvecZ*. Cecinousdonneun diagrammecom-
mutatif :

Gal(Q(¢)/Q —
E |&
Gal(Q(V¢")/Q —— Z*
Notonso, I'élementde Gal(Q(¢,)/Q) qui corresponca l'image de p dansF; . Alors o, induit
I'endomorphismede Frobeniusde F, [z]/(®,), caro,(z) = 2P (modulo®,). Donc g, induit le

FrobeniugdeT, [z]/(f). Notonsmaintenantjuec,(1/¢*) estsoitégala/¢*, soita—/¢*. Ona
alorsleséquivalences

(2) =1 & g(0p) = id & p estscince dansz[z]/(f) & (L) = 1.

(0)-()- () (257) - ()

Pourcalculerdessymbolesde Legendre,l estutile de compEterle theoemeci-dessugparles
deuxrésultatssuivants,qui ont éte monteésdansle courset lesexercices.

Donc:

0

7.3.3Proposition. Pourp # 2 unnombrepremierona:

(5= a)=cs

Concetementa réciprocié quadratiquese resumeen le résultatsuivant, qui n’est que la
combinaisordesdeuxrésultatsjui precedent.

7.3.4Proposition. 1. Sip # 2 etq # 2 sontpremierspona:

(g) — (%) sip=1(4) oug = 1(4);

= — (g> sinon.
b
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2. Sip # 2 estpremierona:
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8 Le theéoremede Wedderburn.

Le theoemeenquestiom’estpastellementun theoemeconcernanta theoriedesnombres,
maisplutot la theoriedescorpsfinis. La preuve guenousdonnonsienécessiteju’un petitpeude
théoriesurlesgroupesoperantsurdesensemblesyn peu“d’algebrelinéairenon commutatve”
(quenousfaisondansunlemme) etle fait quelespolyndmescyclotomiquesp,, ontcoeficients
dansZ (nousn’avonspasbesoindeleur irréductibilite). Doncsi I'on veut,cetheoemepourrait
étretraité audéhut du cours.

Danscettesection,on ne supposeasqueles anneausontcommutatifs les anneauxsont
encoresupppoésunitaires Nousrappelongju’un corpsestparhypotreseun anneatcommutatif
avec1 # 0 danslequeltout élementnon nul estinversible.Un anneaulnon nécessairement
commutatifydansavec 1 # 0 danslequeltout élementnon nul estinversibleestappeé une
algebre a division Un exempled’une algebrea division non commutatve estdonre par les
guaterniongsurQ ousurR). LesQ-algebresa division dedimensiorfinie entantqueQ-espace
vectorieljouentun rdle importantenthéoriedesnombres.

8.1Théoreme. Soit A un anneaufini intégre (non nécessairemertommutatif). Alors A est
commutatif,etdoncun corps.De facon équivalente: toutesles algébresa division de dimension
finie surun corpsfini sontdescorps.

Preuve. Soit A doncunanneadini integre.Soitk le centrede A : k estI'ensembledesx dans
A tel quezy = yx pourtout y dansA. Alors k estfermé pour I'addition, la multiplication,
inversionet opposition(z — —x). Donc k estun corpsfini, disonsde cardinalg (qui estune
puissancel’'un nombrepremier),et A estunek-algebrede dimensiorfinie. Notonsn = dim;, A.
Onadonc|A| = ¢".

NotonsG = A* le groupemultiplicatif desélémentsnonnul de A ; doncG estun groupe
decardinalg” — 1. Onfait agir G parconjugaisorsurlui-méme: (x,y) — zyz . Consicerons
la decompositiorde G en orbitespour cetteaction.Cesorbitessontles classesle conjugaison
dansG. Les orbitesa un élémentssontexactementes {z} avecz dansk. Soit R un syséme
derepesentantpourles orbitesrestantegcellesdansG — k*). Pourchaquer dansG, notons
C. = {yzy™! | y € G} saclassede conjugaisoretC(z) = {y € G | zy = yx} soncentralisa-
teurdansG. Pourz dansG, onaunebijection: G/C(z) — Cy, y — yzy~'. Onaalors:

a=rkTI]]C |G|:q—1+z|qg(;)1|.

TER TER

Pourz dansA, notonsA(z) = {y € A | yz = zy} le centralisateudez dansA. Alors A(z) est
unesousk-algebrede A, etestdonclui aussiunealgebreadivisionet C(z) = A(z)*. Notons
n(zr) = dim; A(x), onadonc|A(z)| = ¢"®, et|C(z)| = ¢"® — 1.

La multiplication @ gauchesur A par desélémentsde A(zx) induit une structurede A(x)-
modulesur A. Montronsque A estlibre entantque A(x)-module.

8.2Lemme. Soit A unealgébreadivisionet M un A-moduledetypefini. Alors M estlibre.
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Preuve. Soitm = (m4,...,m,) unsysemedegérérateurde M, avecn minimal.ll sufit de
montrerquecesysemeestlibre. Supposonguecen’estpasle casetsoit\;m;+- - -+A,m, =0
unerelationnontriviale. Quitte arenunéroterlesm; nousavons ), # 0, donc:

my, = —/\;1(/\1m1 + -+ /\n,lmn,l).
Ceciimpliqgueque(my, ... ,m, 1) estunsyseémegérérateuide M/, donccontrediia minimalité
den. O
Pourz dansA, notonsr(z) = rang,,)A. Onaalors:

" =Al = ‘A(g;)r(w)‘ — ‘A(x)|"(w) — (qn(x))r(x) _ q"(x)’"(“),

ce qui montreque les n(x) divisentn. (Une autrefagon de voir que n(z)|n estde noterque
pged(g® — 1,¢° — 1) = ¢° — 1 sic = pged(a, b), enregardant’algoritme d’Euclide.)
Nousentronsmaintenantiansla dernireétapedela preuve. DansQ]t|, nousavons

t"—1=]]®a),

din

avec d, le polyndmeunitairedontlesracinegdansC disons)sontlesracinesd’unité d’ordred.
Par la théoriede Galois,on saitqueles @,,(t) sonten effet dansQ[t], et commelesracinesde
I'unité sontentierssurZ, onvoit queles ®,,(t) sontdansZ|t].

Pourz dansR, onan(z) # n, carxz n'estpasdansle centrek de A. Pourtoutentierm > 0,

nousavons:
" —-1= HCI)d(q).

dlm
Enappliquantcecialidentité:

qn(m)—l’
TER

on obtientque ®,(q) diviseq — 1, car ®,(q) divise tous les autrestermes.En particulier on
trouve que|®,(q)| < ¢ — 1. Maisona:

@ula)l = I I -1l

a€(Z/nZ Z)*

Sin > 1, toutfacteurdansce produitestplusgrandqueqg — 1 (faireun dessindel’axe desréels
etle cercleunité dansC). Doncn =1, et A = k. O

8.3 Exercice. SoitA = Z ® Zi ® Zj & Zk la Z-algebredesquaternionstandardi? = j2 = —1,
ij = —ji = k). Pourp # 2 premieril estclair que A/pA n’est pascommutatif,donc ne
peutpasétreintegreparle theoemede Wedderlirn. Pourautantde p quevousvoulez,trouvez
explicitementdesdiviseursde zérononnulsdansA/pA.
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9 Complémentset rappels.

9.1 Produit tensorield’algebressur un corps.

Le produittensorieldemodulessurunanneata éte défini dande coursAlgebre3, enpremier
semestrele résultatestsimplemeniguepour A un anneawet M et N desA-modules,l existe
uneforme A-bilinéaireuniverselle:

MxN-—M®sN, (m,n)—men.

Si B et(C sontdesA-algébresalors B ® 4, C aunestructurenaturellede A-algebre(pourtousb
etd’ dansB etc et dansC,ona (b ® c¢) (V' ® ¢') = (bb') ® (cc’)), etala propriete universelle
suivante: lesmorphismesie A-modulesB -+ B®, C etC - B®4 C donrésparb— b ® 1
etc — 1 ® ¢ sontdesmorphismesle A-algebres,et si D estune A-algebreet f: B — D
etg: C — D sontdesmorphismegie A-algebres,alorsil existe un uniguemorphismede A-
algebresB ® 4 C' — D qui fait commutede diagrammeguel’on devine.

Avec cettepropriete universelle,on voit quepour A unanneatet B une A-algebre,il existe
un uniquemorphismede B-algebresA[z] ® 4 B — B[z] quienvoiez ® 1 versz.

De mémefagon, on voit, en utilisantdesproprietesuniversellesque A[z]/(f) ® 4 B estla
mémechoseque B[z]/(f). Nousutiliseronscecisi A — B estuneextensionde corps.

9.1.1Théoreme. Soit K — L uneextensionde corps,et f dansK[z] irréductible,tels que f

soitscincé sur L, avec desracinessimples.Notonsd le degréde f, rq, ... ,rq Sesracinesdans
L, et¢y,... ¢4 lesplongementsorrespondantde K [x]/(f) dansL. Alors le morphismede
K -algébres

Lex K[z]/(f) — L%, y®z+ (yoi(2),- .. ,yda(2))

estunisomorphismele L-algebres En particulier si K — L estgaloisiennede groupeG, etsi
onnoten le cardinaldeG, etg, ... , g, Sesélémentspnaunisomorphismele L-algébres:

Lexk L—L", z@y— (zg:1(y),...,29.(y))-

Preuve. Commenonsparremarquequel ®x K[z]/(f) = Llz]/(f) et L? sonttouslesdeux
de dimensiond entantque L-espacerectoriels.ll sufiit doncde montrerquele morphismeen
guestionestsoitinjectif, soit surjectif. En fait, lesdeuxsontasseZaciles.La surjectvité résulte
del'interpolationdeLagrangeetl'injectivitédufait quele noyaude L[z] — L¢ estl'intersection
des(z — r;), donc(f).

Le deuximeénoneé s’obtientdu premierenchoisissantin élementprimitif de L surK. [

9.2 Modulesdetype fini sur lesanneauxprincipaux.

Cecisetrouve dans[Samuel,§1.5], maisexpliqué d’'une fagon plus abstraite D’autre part,
cettethéorieestdansle programmedu coursd’algebredu semestr@récedent.Pourcesraisons,
nousironsasseuwite.
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9.2.1Théoreme. Soit A un anneatprincipal et soitn > 0. Tout sous-modulale A™ estlibre

derangauplusn. En fait, si M estun sous-modulale A", il existe unebase(e,... ,e,) de
A", un entierr tel que0 < r < n etdesélémentsd,,... ,d, de A telsqued,|ds|---|d, et
(dyeq,...,d.e) soitunebasede M. La suitedesd; n’estpasforcémentunique,maisla suite

desidéauxd; A D dy A D --- D d,A l'est.

Preuve. Nous montronsd’abord, par récurrencesur n, que M estlibre de rang au plus n.
Pourn = 0 rien afaire. Supposons > 1. Consicererp: A™ — A, projectionsurla dernere
coordonee.L'imagepM estunsous-modulele A, doncunidéal; commeA estprincipal, M est
libre derang0 ou 1. Sic'est0, M estenfait contenudansA™~! eton atermiré parrécurrence.
SupposonsloncquepM estderang1, de basep(m) pourunm dansM corvenable Alors la
Suiteexacte

0 — ker(p|lyy) — M — p(M) — 0

estscincéeparle morphismep(M) — M, p(m) — m (commep(m) estunebasedep(M), il
sufiit de donnerl'image de p(m)). Donc M estisomorphea (M N A" ') & A, etonatermirg
parrécurrence.

Pour montrerl'existencedesbasesde M et de A™ commedansl’ énon&, on choisit un
nombrefini de gérérateursle M, quel’on exprimeentermesdela baseusuellede A™. Ensuite,
on fait desopérationsélémentairesur les ligneset les colonnesde la matriceobtenue pourla

rendrede la forme diag(dy, d, . ..) avecd;|ds| - - -. Dansle casde A = F,[t], on trouve dans
Maple unefonction“Smith” qui fait le calcul (et qui estd’ailleurs au programmepourl'option
modcelisationdel'oral del'agreg). Dansle casA = Z, Mapleala fonction“ismith”. d

Avec cethéoreme,on demontrefacilementla classificatiordesmodulesde typefini surun an-
neauprincipal.
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10 Exercices.

1. DonnertouteslessolutionsdansZ etdansQ deséquations
P +200=6, 2¥—ay+y*=—1, 22+ =7 2°+2°=7, 2*—6y*=—1.

Indications: congruencesodulodespuissancesde deux; paranétrisationde courbesde
degré deuxavecun pointrationnel.

2. (a) Soit (a, b, ¢) un triplet pythagoricienprimitif. En consicerantles carésdansZ /47,
montrerque,quitteaéchanger etb, onaa =1 (2), b =0 (2) etc = 1 (2). Montrer
qu'alorsa® = (¢ — b)(c + b), etquepged(c — b, ¢ + b) = 1. (Indication: I'id éalde Z
engende parc — b etc + b contient2c et 2b.) Endéduirequ’il existedesentiersu et
v avecl < u < v, impairs,premierentreeux, telsquec — b = u? etc + b = v2.

(b) Conclurequetout triplet pythagoricienprimitif (a, b, c) avecb pair s'écrit sousla
forme (uv, (v? — u?)/2, (v? + u?)/2), avecO < u < v dansN premierentreeux et
impairs.

(c) Montrerquepouru etv dansN premierentreeux,impairsettel queu < v :

(uv, (v* —u?)/2, (v* +u?)/2)

estuntriplet pythagoricierprimitif. Conclurequelestripletspythagoriciengprimitifs
avech pairsontlestriplets (uv, (v? — u?)/2, (v? + u?)/2), avecu < v premierentre
euxetuv impair.

3. Montrerquel’anneauZl:] esteuclidienpourlafonctiond: Z[i] — N, z — 2Z.

4. (Plusdifficile.) Soit K uncorps,etn unentierplusgrandou égala 3 etinversibledanskK.
Montrerquetoutesles solutionsdansK [t] del’ équation

a®+b" ="

aveca, b etc premiersentreeux, sontenfait dessolutionsdansK. Indication: étendrda
méthodedonréeencours,donc: parcontradiction consicererunesolutionnonconstante
avecle maximumdesdegrésdea etb et c minimal parmitouteslessolutionspourtousles
corpsK. (Il faudradoncpeutétrechangeide corpspendanta démonstration.Question:
I'hypothésequen soitinversibledansK est-ellenécessair@ Plusprécigment: enfonc-
tion dela caracéristiguede K, donnerla liste desn pourlesquels| existe dessolutions
nontriviales.

5. Montrerqu’il existeuneinfinité denombregpremiersp qui sont—1 modulo4.

6. Soit p un nombrepremier Montrerquez? + 1 a uneracinedansF, si et seulemensi p
n'estpascongrua —1 modulo4 (indication: le groupeF;, estcyclique,etd’ordrep — 1).
Montrerquepourn dansz, tout premierimpair qui divisen? + 1 estcongrua 1 modulo4.
Montrergu’il y auneinfinité denombrespremiersqui sontl modulo4.

7. (Pourceuxqui veulent.)Variantedesdeux questiongprécedentesmais pour les classes
modulo3.
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8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Factoriserenirréductibles 7 + i dansZ[i], et5 + j dansZ[j].

Cherchezun nombrepremierp qui estcongrua 1 modulo 4 et raisonnablemengrand
(disonsaumoins1000),et écrivezle commesommede deuxcaries.

Commela définitiondela notiond’anneateuclidienn’estpasla mémedanstouslestextes,
nousdonnonsune définition ici, et montronsqu’elle estéquivalentea uneautrequel’on
rencontresouent.Voici doncla définition.

Soit A un anneauntegre,et f: A — 7Z unefonction. Alors f estdite eucli-
diennesi sonimageestborné inférieuremenét si pourtout (a, b) dansA?* avec
b # 0 il existeq etr dansA aveca = qb +r et f(r) < f(b). Un anneatestdit
euclidiens’il existeunefonctioneuclidiennesurA.

(a) (Justepourmémoire.)Montrergu’un anneateuclidienestprincipal.

(b) Montrerquepourtouta # 0 dansA ona f(a) > f(0).

(c) Montrerquelafonctionf: Z — Z,n — |n|, esteuclidienne.

(d) Soit K uncorps.Montrerquelafonctionf: K[z] — Z, a — deg(a) esteuclidienne.

Ici on corvientquedeg(0) = —1. Si on veutquedeg(0) = —oo, On pourraitintro-
duirel'ensembleordonré Z U {—oc}, etla notion de fonction euclidiennea valeurs
dansZ U {—oc}.

(e) Soit A unanneadntegre,et f: A — Z unefonction.Montrerque f esteuclidienne
si etseulemensi f + 1 (la fonctiondonréepara +— f(a) + 1) I'est.

() (Plusdifficile.) Soit A un anneauntegreet ¢: A — Z unefonction euclidienne.
Montrerquela fonction f: A — Z, a — min{¢(ax) |0 # z € A}, esteuclidienne,
etala propriéte suppementaireque f(ab) > f(a) pourtousa etb avecb nonnul.

Montrer directemenjue v2 + /3 dansQ(v/2, v/3) estentiersur Z. Montrer aussique
1/2 dansQ n’estpasentiersurZ. Montreraussique1/2 dansZ/1001Z estentiersurZ.

Calculerle morphismetraceet la forme tracepour Q — Q(2'/3), disonsen termesde
matricegparrapportaunebaseguevousavezchoisie.PareilpourQ — Q(i) etQ — Q(y).

Calculerle morphismeraceetla formetracepourQ — Q[t]/(¢?).

Calculerla formetracepourQ — Q[z]/(z® — z*> — z + 1). Cetteformebilinéaireest-elle
non dégerérée? Le déduireausside la decompositionde 3 — 22 — z + 1 en facteurs
irréductibles.

Le but de cetexerciceestdemontrergu’il y aunalgorithmeefficacepourtrouver, pourun
nombrepremierp qui estcongrua 1 modulo4, desentiersa etb telsquep = a? + b2. Soit
doncp premier et1 mod4.

(@) Ecrivonsp — 1 = 2™m avecm impair (notezquen > 2). Poura dansF, ™ est
d’ordre divisant2”. On peutdoncesgerertrouver un elementd’ordre 4 danskF;, en

calculant,pour a pris au hasarddansF,, b := a™, etensuitelesb; := p = b,
1> 0, jusquacequeb, = £1. Eneffet,sik > 0, alorsb, = —1 etb,_, estd’ordre4.
Calculezla probabilie queb # +1.
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(b) Expliquez-wusa vous-némequepour calculer poura danskF, donrg, b := a™, et
ensuiteles b;, ne prendau plusgu’erviron n + 2log,(m) = O(log,(p)) multiplica-
tionsdanskF,, sions’y prendintelligemment.

(c) Expliquez-wusavous-némequelesopérationsléementaire¢+, —, *, /) danskF, se
font enau plus O(log(p)), O(log(p)), O(log(p)?) et O(log(p)®) opérationsbinaires
(c’esta dire, sur des0 et 1), respectrement.En fait, il existe desméthodesplus
efficaces: par exemple,la multiplication de deux nombres< 2" peutse faire en
O(nlog(n)log(log(n))) opérationsbinaires(voir [Cohen]).

(d) Soitc dansZ, |c| < p/2, tel quec dansF; soitd’ordre4, etnotonsf: Z[i] — T, le
morphismeel que f (i) = ¢. Montrezquep eti — c engendrenie noyaude f, entant
queZ-module En appliquant’algorithmed’EuclidedansZ[i| ap eti — ¢, ontrouve
un gérérateurdeker(f).

(e) L'algorithmeobtenuestprobabiliste et le tempsmoyen qu'il prendestO (log(p)?).
(Le nombremoyende a a essayeestau plus 2, etle nombred’étapesdansl’algo-
rithme d’EuclidedansZ[i] aeffectuerestauplusO(log(p)).)

16. Soit K uncorps,V; etV, deux K-espacesectoriels,de dimensionsi; etd,, respectre-

17.

18.

ment.Soientu, etu, desendomorphismegeV; et V5.

(a) Montrerqueles polyndmescaracéristiquesde u, etu, déterminentelui del'endo-
morphismeu; ® u, deV; ®x Vs. Indication: utiliser uneextensionde K surlaquelle
lespolyndbmescaracéristiquesdeu; etus, sontscinces.

(b) Donnerdesformulesexplicitesentermesdescoeficientsdandesdeuxcasou dy, = 2

Le produittensorielestbien utile pour montrerle fait que deux corpsde décomposition
pour un polyndmesur un corpssontisomorphegqde fagon nonunique).En effet, soit K
un corps,et f dansK|[z| nonnul. SoientK — K; et K — K, deuxextensionsde

décompositionc’est a dire, sur chacune,f estscince, et chacuneestengendee par les
racinesde f.

(a) MontrerqueK;®x K, estuneK -algebrenonnulle,etqu’elleadesidéauxmaximaux
(sansutiliser le lemmede Zorn, si vousle connaissez).

(b) Montrerquela K-algebreK; ® x K, estengendeepardesracinesde f.

(c) Soit K3 un quotientde K; ® ¢ K, qui estun corps.Montrerque K — K3 estun
corpsde decompositiongt que les deux morphismedde K-algebreskK; — K3 et
Ky — K3 sontdesisomorphismesCelamontredoncque K et K, sontisomorphes
entantque K -algebres.

Soit K uncorps,K — L uneextensiondedimensiorfinie,et K — K; et K — K, deux
sous-atensionsSoit K3 la sous-atensionde L engendeepar K; et K.

() Supposonguedimy K3 = dimg K; dimg K,. Montrer que le morphismede K -
algebresf: K; @ Ky — L, donrepar f(z ® y) = zy, estinjectif, etd’image K.
(b) Donnerun exempleou le morphismef n’estpasinjectif.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Lesquelgdesanneauxsuivantssontdescorps:
(a) CerC,
(b) Q(vV2) ®¢ Q(V3),
(©) QV2) ® Q(V-2) ® Q(V-1),
(d) C®qC.

“Calculer” lesZ[i]/ (a + bi)Z]i] entantqueZ-module,pourdesa + bi (a etb dansZ) de
votre choix. Par exemple pourceuxavec|a| < 3, |b| < 3.

Soit o 'automorphismenon trivial de Q(v/2). Evidemmento présere le sous-anneau
Q(V2)z = Z[/2]. Soitd: Z[v/2] — N lafonctiondonréepar: d(z) = |zo(x)|. Montrer

gued estunefonction euclidienne Pourceuxqui veulent: quelssontles corpsquadra-
tiquesdontl’anneaudesentiersesteuclidienpourla normeainsidéfinie?

Dessinef'image de Z[/2] dansR? par l'applicationa + bv/2 — (a + bv/2,a — bv/2),
aveca etb dansZ. Dessineraussila courbede niveaul pourla norme: |zy| = 1. Faire
I'analoguepourQ(v/5)z.

Soit K uncorps,n > 0 unentiet etay, . .. , a,_; dansK. Montrerque:

t Qo

det -1 - : =t"+a, "+ +ap.
t :
—1 t+a, 1

Indication: on peut proccderde deuxfagons au moins. Déwveloppersuivant la premere
ligne etfairerécurrencesurn, oudire qu’il s'agitd’uneidentite polynomialeenlesa; que
I'on démontreennotantquele polyndbmeenquestiorannule’endomorphismenquestion
etquesilesa; sontdesvariablesalorsle polyndomeenquestionestirréductible.

Soitn > 0 entier et a dansM,,(Z). Montrer que Z"/aZ" estfini si et seulementi
det(a) # 0, etque,danscecas,ona|Z"/aZ"™| = | det(a)|.

Soit K un corpsde nombresSoitz # 0 dansKz, et consiceronsl’endomorphismez du
Z-modulelibre K donré pary — xy. Montrerque:

Kz /xKz| = |det(-z)| = |ao|@imeK)/d,

ou d etay sontle degré etle termeconstandu polyndmeminimal dez surQ.

Soitd > 1. Montrerquesi zi, ... , z; dansC satisfonta |z;| < 1/d, alorsles a; définis
par:
(t—21)(t—2q) = t*+ ag 1t + -+ art +ag

satisfonta |a;| < 1.
Soit A unanneaudactoriel(doncintegre).Montrerque A estintégralementlos.

58



28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

Donnerun exempled’un anneatntegrenonintégralementlos.

Montrerlesimplicationsnondémontéesencoursdansla propositionqui donnelescondi-
tionséquialentegpourqu’un modulesoit noetterien.

Montrer quel’anneauZ[z,, r, . . .] de polyndmesen un nombreinfini de variablesn’est
pasnoetterien.Pareil pourla cldtureintégraleZ deZ dansQ.

Un sous-annead’'un anneauwoetterien est-ilnécessairemembettérien? Et unquotient?
Et un sous-module&’un modulenoetterien?

Soit A un anneaug et b desidéaux.Montrerqueab C a N b. A-t-on toujourségalié?
(Pourceuxqui veulent: quelssontlesanneauyou c’esttoujoursvrai ?)

Soitk uncorps,n > 1, et A := k[zy,... ,x,]. Soitm I'id éalde A, engendé parlesz;.
Montrerquepourchaqued > 0, A/m? estde dimensiorfinie entantquek-espacesecto-
riel. Montrezquecettedimensionestle coeficientbinomial ("7 1).

n

Est-cequel’anneauQ|z, y| estde Dedekind?
Montrezquetout anneatprincipalestde Dedekind.
Soitk uncorps,et A unek-algebrede dimensiorfinie n entantquek-espacevectoriel.

(a) Montrerquele nombred’idéauxmaximauxde A estauplusn. (Simg, ... ,m, sont
desidéauxmaximauxdistincts,alorsle morphismed — A/m; x --- x A/m, est
surjectif, parle theoemeChinois.)

(b) Montrerqu’il existe unesuitedesousA-modulesA = My D M;--- D M, = 0 tel
queles M; /M;,, avecO < j < s soientsimplesetqu’alorss < n.

(c) Soientmy,... ,m, lesidéauxmaximauxdistinctsde A. Montrerquetout A-module
simpleestisomorphel'un desA/m;.

(d) Soientx, ... ,z, dansl'intersectiondesm;. Montrerquez; - - -z, = 0. Indication:
montrerquez; - - - x; A C M,;.

(e) MontrerqueA — A/m? x --- x A/m! estunisomorphisme.

Notezquelesrésultatsde cet exercices’appliguentau sousk-algebrescommutatvesdes
M, (k), doncgéréralisentla décompositioren sous-espacesaracéristiquespour un en-
domorphismeau casd’endomorphismesommutanentreeux, et sansqueles polyndmes
caracéristiguessoientscincs.

Soit K uneextensionfinie deQ. Soitm unidéalmaximalde K. Soitp la caracéristique
de K7/m (rappelonsque ce dernierestfini). Soitm’' I'ensembledesz dansK tels que
zm C Kjy. En appliquantl’exercice précedenta la F,-algébre K /pKy, montrerque
m' # Kgz.Indication: il suffit devoir qu'il existeunélementmonnuldep™ Kz/Kz annug
parm. La multiplicationparp induit unisomorphismele Kz-modulesdep' K/ Kz vers
Ky /pKy. Cecidonnedoncunedémonstratiorplus directequecelle du coursdu fait que
lesidéauxmaximauxde K, sontinversiblesdansle mondde desidéauxfractionnaires.

Danscetexercicenousnousintéressonauxidéauxdel’anneaudesentiersA := Z[/—5]
de K := Q(+/—5). Nousavonsdéja vu quecetanneaun’est pasfactoriel (6 sefactorise
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comme2-3, maisaussicomme(1 + /—5)(1 — v/=5)). La premere chosea étudierest
commentse factorisentles idéauxpA avec p dansN premier Nous allons regarderen
détail d’ou vientle problemeavecles deuxfactorisation®enirréductiblesde 6. En méme
temps,nousanticiponsla suite de ce cours: bornepour le groupeC(A), et réciprocié
quadratiqueNotonsf := z? + 5, dansZ[z].

(a) Soit p dansN premier Montrer quela F,-algebre A/pA estisomorphea F, x F,,
aT,. ouaT,[t]/(t*) suvantle casou f sedécomposelansF,[z] endeuxfacteurs
distincts,estirréductible,ou uncaré. Indication: consicererZ[z]/(f).

(b) Montrer quele discriminantde f est—20. Conclurequele dernierdestrois casde
I'exerciceprecedentseproduitseulemenpourp = 2 etp = 5.

(c) Calculeraussile determinantde la matricedonnantla formetracede K sur@, par
rapporta uneZ-basede A. Le résultatn’est pasune caoincidence gt montrequece
nombre—20 estuninvariantimportantde A, commeillustre I'exercicesuivant.

(d) Soitp dansN premier difféerentde 2 et de 5. La réciprocié quadratiquegue nous
montrerongplustard, dit quela condition“ —5 estun carte danskF,” dependunique-
mentde I'image de p dans(Z/20Z)*. Mémeplus fort, il existe un morphismede
groupesg: (Z/20Z)* — {1,—1} tel quela condition“g(p) = 1” équvauta “—5
estun car@é dansF,”. Calculezce g, et vérifiez ce résultatdansquelquescas(i.e.,
prendrequelques; etp, avec mémeimagedansZ/20Z, et vérifiezque —5 estun
care modulop, sietseulemens’il estuncaré modulop,).

(e) En regardantA/2A, montrergu’il existe un unique idéal maximal m, de A qui
contient2. Montrerquemy = (2,1 + /—5), etque24 = m3.

() Montrerquelesidéauxmaximauxde A qui contiennen8 sontmg := (3, —1++/—5)
etms = (3, —1 — v/—5). Vérifiezque3 A = mzms.

(g) Donnerla factorisationde I'id éal 6 A enidéauxmaximauxde A. Montrer que m,
ms etz ne sontpasprincipaux,maisquemsyms et moms le sont,ainsiquems? et
msmz. Ceciexpliquelesdifferentedactorisationsle6.

(h) CalculerdesZ-basegletouslesidéauxmaximauxde A qui contiennenun premier
p dansN avecp < 19. Lesquelssontprincipaux? Montrerquesi deuxd’entreeuxne
sontpasprincipaux,alorsleur produitl'est, encalculantcaspar cas.Commentcela
pourraits’expliquerentermesdu groupeC'(A) ?

39. Soitd > 0 unentiersansfacteurcarg, et K = Q(v/—d) le corpsquadratiquémaginaire
correspondant.

(a) Calculerle volumedeC/ K. Indication: quelquesoitd modulo4, il estrecommanéd
de calculerd’abordle volumede C/Z[/—d], et de faire ensuitele nécessairgpour
obtenirle volumede C/ K. (Bien sir, on peutaussicalculerdirectemengvec une
Z-basede K7,.)

(b) Calculerle discriminantdiscr(K7) de K (par définition, c’estle déterminantde la
matricede la forme traceparrapporta n’'importe quelle Z-basede K7). Indication:
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40.

41.

42.

43.

44.
45.

46.

commedansla partieprécedente: il estplus simplede faire d’abordle calcul pour
Z[V—d].

(c) Avecla méthodequevousavezvueencours,montrerquetoutidéalnonnul a de K7,
contientun élémentz nonnul tel que|z| < 2(7~127!|discr(Kz)|Y/2N(a))/2.

(d) Montrerquetout élementde C'(K) estreptesené parunidéalde K denormeau
plus2z~!|discr (Kz)|/2.
Notons A := Q(+/—19)z. Montrer que A est principal. Indication : utiliser I'exercice

précedentpourtrouver un entierx tel qu'il suffit de montrerquelesidéauxde normeau
plusz sontprincipaux; ensuite calculertouslesidéauxde normeauplus:.

Soit A un anneaduntegretel que A* aauplusdeuxélementsgettel quetoutidéala # A
estd’indice au moins 4. Montrer que A n’est paseuclidien.Indication : supposemue
¢: A— {0} — N soitunefonctioneuclidienne soita dansA nonnul etnoninversibletel
queg(a) soitminimal pourdetelséléments montrerque A/a A consistadesclassesle(,
1 et—1, carl et—1 sontlesseulsinversiblesde A ; contradiction.

MontrerqueA := Q(v/—19)z n'estpaseuclidien.Indication: montrerquepourtoutidéal
a de A differentde A ona|A/a| > 3; utiliserI’exerciceprécedent.

Pourceuxqui veulent: montrerque A := Q(v/—163)z estprincipal. Ceciestdirectement
lié aufait quele polyndme f := z? — z + 41 ala propriete que f(n) estpremierpour
—39 < n < 40. (Onsait,depuisle déhut desanrees70, queles seulscorpsquadratiques
imaginairesk avec K, principalsontlesQ(v/—d) avecd parmil,2,3,7,11,19,43,67,
et 163.Voir parexemplele livre [Serrel.)

Montrerquel’ équationy? = 25 — 5 n’a pasdesolutiondansZ.

Soit K uneextensionfinie de Q. Notonsn := dimg(K) sondegré etd := discr(Kz) son
discriminantMontrerquel’on a:

7 (3n\"*
>Z ().

Indication: utiliserla bornedonréedanse courspourl’existencede“petits” repiesentants
pourles élementsde C(Kz). Conclurequesin > 1, alors|d| > 3. Donnerun exemple
d’'un K avec|d| = 3. Enexiste-t-il d'autres? (En fait, pourchaqueentier N, il n’existe (&
isomorphismepres)qu’un nombrefini d’extensiondinies K deQ avec|discr(Kz)| < N ;
c’estle theoemed’Hermite; voir [Samuel |V, Thm. 3].)

Soit f dansZ[z] unitaire,disonsde degré n. Notonsz, . .. , z, lesracinesdistinctesde f
dansC, avecmultiplicitésm,, ... ,m,.
(a) Montrerquela formetracede Clz|/(f) surC estnon dégeréréesi et seulemensi
les z; sontdesracinessimples(c’estadire, si m; = 1 pourtouts).
(b) Supposons partir de maintenanfjuelesracinesde f sontsimples.Onrappelleque
le discriminantde f estdéfini par: discr(f) = [[,.;(z: — 2;)*. Montrerqu'eneffet
cedernierproduitne dépendpasdela numérotationdesracines.

61



47.

48.

49.

50.
51.

52.

53.

54.

55.

56.

(c) Montrerque: discr(f) = discr(Z[z]/(f). Indication: discr(Z[z]/(f) estle détermi-
nantdela matricedela formetracedela C-algeébreClz]/(f), parrapportala C-base
(1,z,...,2"1); le theoemeChinoisdonneunisomorphismele C[z|/( f) versC" ;
comparef’image delabase(1, z, ... ,z" ') avecla basecanonique.

Soit K uncorpsdenombres, A C B deuxsous-anneaud’indicefini de K. Montrerque
discr(A) = |B/A[*discr(B). Indication: A et B sontdesZ-moduledibresde mémerang
fini ; utiliser cequevousavezappris.

Soit f dansZ|z] unitaire,irréductible et dedegré aumoins2. Montrerque|discr(f)| > 3.
Pouwez-vousdonnerdesexemplesde f unitairesdedegré 2, 3, etc.avec|discr(f)| =17

Avecla méthodedonréeencours,montrerqueZ[3*/3] estlanneaudesentiersde Q(3'/3).
DonnerdesZ-baseslesanneauxd’entiersdesQ(n'/?), 4 < n < 9.

Soit K un corpsde nombresMontrerque K* n’estpasdetypefini.
Soite # 0 dansZ.

(a) Montrerquel’ équationz? — 2y? = e adessolutionsdansZ si et seulemensi, pour
tout premierp tel quev,(e) = 1 mod2, 2 estun carié dansF,.

(b) Pouezvousconjecturequelssontlesp tel que2 estun car danskF, ? (Penseaux
congruencesodulole discriminantde Q(v/2).)

Admettonsque A := Z[2'/3] soitI'anneaudesentiersde Q(2!/3).
(a) Montrerque A* estisomorpheaZ /27 x 7.
(b) Trouveruneunité fondamentalelansA.
(c) Quelleéquationsait-onmaintenantésoudre

Donnerunepreuwe du theoemedesunitésdansle casou r; = 0 etr, = 2. Pourceuxqui
veulent: r; = 0 etry quelconque.

Soitp premierp > 2.

(a) Montrerquet* + 1 estscince surF,.. (Indication: lesracinesdet* + 1 dansuncorps
K decaracéristiquedifferentede 2 sontlesélementsd’ordre8 de K*.)

(b) Soitz uneracinedet*+1 dangF,.. Montrerquez, —z, 1/z et—1/x sontdesracines
distinctesdet* + 1.

(c) Montrerque(z + 1/z)? = 2.
(d) Montrerquez + 1/z estdansF, si et seulemensip = £1 mod 8. (Indication:
z+1/z € F, équvauta(z + 1/z)? =z + 1/z.)
CalculerlessymbolesieLegendresuivants parexempleenutilisantla réciprocié quadra-
tique: (g55), (535)+ (535> (355)-

Soitp # 2 ennombrepremier K un corps,et(, d'ordrep dansK*. Notonsr la somme

deGauss
s



S57.

58.

59.

60.

61.

Montrerque? = (_71)]). Vérifiez ce résultata la mainpourp = 3, 5, et 7. Cecidonne
donc une démonstratiortrés explicite du fait que le corps quadratiquedansQ((,) est

/().
Soit K uncorpsquadratiqueMontrerquelesconditionsqu’un premierp soitdécompos,
inerteou ramifie dansK sontdonreespardescongruencemodulodiscr(K).

Calculerlespremiergrois ou quatreapproximationsationnellesde r donréesparla frac-
tion continueassockear.

Soientn et m desentiers.Constatezjue le développementn fraction continuede n/m
reproduitcequel’on trouve avecl’algorithmed’Euclidepourcalculere pgcdden etdem.

Soitz unréelirrationneltel quela fractioncontinueassocéea = devient périodique dans
le sensdu cours.Montrezquez estquadratiquesur@Q.

Calculeruneunité fondamentalele Z[+/14], avecla méthodedesfractionscontinues.
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11 Examens,partiels, etc.

Exempled’un partiel (printemps 2000).

Durée: 2 heuresDocumentsutori€s: aucun.Calculettesionautories.lesrésultatgucours
etdesfeuillesde TD peuentétreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. (a) Donner5 solutionsdifferentesde I' équationy? = 222 — 1, avecz > 0 ety > 0
dansQ.
(b) Donner5 solutionsdifferentesde I' équationy? = 222 — 22, avecz, y et z dansZ,
avecz >0,y >0,z >0,y > zetpged(z,y,2) = 1.

(c) L'ensembledessolutionsdansZ dey? = 222 — 1 est-ilfini ?

2. (a) Soit A le sous-anneat[\/—7] de C. Lafonction N: A — N, z — |z|? est-elle
euclidienne?

(b) Est-cequel’anneauA esteuclidien?
(c) Est-cequel’anneauB := Z[(1 + +/—7)/2] esteuclidien?

3. Soit d un entier sansfacteurscares, differentde 1, et congrua 1 modulo 4. Posons
K :=Q(Vd).
(a) DonneruneZ-basedel’anneaudesentiersK; de K.
(b) Donnerla matrice,parrapportavotrebasedela formetrace: (z,y) — Trg/o(zy).

4. Soit k un corps,V; et V, desk-espacewvectorielsde dimensionfinie, u; et u, desen-
domorphismesle V; et V5, respectrtement.Si u; et u, sontdiagonalisablesgst-ceque
'endomorphisme:; ® us deV; ®; Vs I'est?
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Partiel du cours “th éorie algébrique desnombres”, 17/03/2000.

Durée: 2 heuresDocumentsautorigs: aucun.Calculettesionautories.lesrésultatglu cours
etdesfeuillesde TD peuentétreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. (a) DonnertouteslessolutionsdansQ del’ équationz? + z3 = 3.

(b) Existe-t-iluna dansQ tel quel’ équationz? + x2 + 22 = a admetdessolutionsdans
R, maispasdansQ ?

2. Soit A le sous-anneati[2'/%] dusous-corpsgs := Q(2'/%) deC.
(a) Donnerle polyndmeminimal de2'/3 surQ.
(b) DonneruneZ-basede A.

(c) Calculerr > 0,1 < dy|---|d, # 0 telsque A/(—3 + 2'/3) A estisomorphegntant
queZ-module AZ/d\Z & --- & Z/d, L.

(d) Calculerlaformetracede K surQ parrapportavotrebase.
(e) Donnerunemajorationdu cardinaldu Z-moduleK7y/ A.

3. Soitp unnombrepremier k un corpsde caracéristiquep, ett dansk. Soit K la k-algebre
klx]/(zP — ).
(a) Supposonsguet estunepuissancgemedansk. Montreralorsquela formetracede
K surk estnulle.

(b) Supposonseulementuet estunepuissance@emedansuneextensionk’ dek. Mon-
treralorsquela formetracede K surk estnulle.

(c) Nesupposonglusriensurt. Montrerquela formetracede K surk estnulle.
(d) Existe-t-iluneextensionfinie de corpstelle quesaformetracesoitnulle?
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Corrig € du partiel du 17/03/2000.

1. (a) Supposongue (z;, ;) dansQ? soit unesolution.Ecrivonsz; = a/c etz, = b/c
aveca, b etc dansZ etpged(a, b, c) = 1.Ona: a® + b*> = 3¢ MaisdansZ/4Z les
seulscaréssont0 et 1, donca?, b? etc? ontimagezérodansZ/4Z, ce qui contredit
pged(a, b, ¢) = 1.

(b) Oui, on peutprendrea = 7. Comme7 > 0, il y a dessolutionsdansR. Pourvoir
gu’il n’y enapasdansQ, il suffit devoir qu’il n'y apasdea, b, c etd dansZ avec
pged(a, b, ¢, d) = 1 eta? + b% + ¢ = 7d?. Celasevoit ennotantquelesseulscariés
dansZ/8Z sont0, 1 et4.

2. (a) Le polyndmez?® — 2 dansQ[z] annule2!/? etestirréductible(Eisensteiravecp = 2,
ou noterqu’il estdedegrétrois etn’a pasderacinedansQ) ; c’estdoncle polyndéme
minimal de2!/3 surQ.

(b) Onpeutprendre(1,2'/3,22/3),

(c) On calculela matricede la multiplication par —3 + 2%/2 sur A parrapporta la base
guel'on a, et on fait desopérationsélémentairesur les lignes et les colonnesce
qui donneZ/25Z. Une autrefagon de faire dansce cas: A = Z[z]|/(z® — 2), donc
A)(—=3+2Y)A = Z[x]/(2® - 2,2 —3) =Z/(3° - 2).

(d) Calculstandard.

(e) Soitz dansKy. Ecrivonsz = a+b2'/3 +¢2%3 aveca, b etc dansQ. Alors Trx/q(z),
Tr/o(2Y/3z) et Tri/q(2%3z) sontdansZ, ce qui donne3a € Z, 6b € Z et6c € Z.
Onenconclutque|K7/A| < 3-6-6 = 108. Notonsquecetteméthodesstla mémepar
laquellenousavonsmontré queles K sontdesZ-moduledibresderangdimg(K).

3. (a) Onadonct = s? pourun s dansk. Alors K = k[z]/(z? — s?) = k[z]/((z — s)P),
ce qui estisomorphea k[y]/(y?). La tracede la multiplication par 4*, aveci > 0,
estnulle, car y estnilpotent,donc sesvaleurspropressontnulles. La tracede la
multiplicationpar1 estl’ elémentp de k, qui estnul car k estde caracéristiquep.

(b) Nousavonsvu encoursquela matricedela formetracede K’ := k'[x]/(zP — t) sur

k' parrapportala base(l, z, . .. ,zP~!) estla mémede celledela formetracede K
surk parrapportala base(1, z, ... ,2P~"). Par la premirepartie,cettematriceest
nulle.

(c) Il sufiit deremarquequex? — t admetuneracinedansuneextensioncorvenablede
k (unecldturealgébrique ouun corpsdedécompositiorouderupture parexemple).
Une autreméthodeestde calculerles matricesdes-z¢, 0 < i < p, parrapportala
base(1,z,...,zP"!); celadonneenun seulcouplestrois premerespartiesde cet
exercice.

(d) Oui, parexemplelF, (1) — Fy ()[z]/(z% — 1).
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Quelquesremarquessur la correction.

1.

Le correcteura été surprispar la longueurde certainescopies.ll conseillevivementde
faireuneversionbrouillon avantderédigerla versionfinale.

. Le correcteuttient a préciserque3/2 = 1+ 1/4 +1/4,que6/5 = 1 + 4/25 + 1/25, et

qued =4+ 0+0.

. C’estvraiqu’'uneZ-basede A estuneQ-basede K, maisil n’estpasvrai quetouteQ-base

de K estuneZ-basede A.

. Remarqueimportante: s'il s’agit de faire desopérationsélémentairessur les lignes et

les colonnegqui doiventétreinversiblessur Z, il fautsurtoutpasmultiplier deslignesou
descolonnespar un entier non inversible.Plus précigment: la matrice (2 9) n’est pas
inversiblesurZ, mais(} %) l'est.

La majoration|K7/A| < |K/A| nesemblepastresutile.

. Si A C B estuneinclusiondeZ-modulesavec A et B isomorphegparexemple lesdeux

libre demémerang),onn’a pasnécessairemem = B.

. Unepuissanc@emen’estpasla mémechosequ’unepuissancelep.

8. Remarquemportante: il existedesextensiondiniesdecorpsqui nesontpasseparables.

10.

. Le baemeappligLé pendanta correctionest: 1: 3+3,2 : 2+1+2+1+23: 1+2+1+2.Ce

baemea été choisiavantla correction,en obsenantqueles partiesla, 2a, 2b, 2c, et 2d
donnentdéja 9 points,et n’a paséte modifié depuis.

La répartitiondesnotesestcommesduite:

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0123456 9
2001014 4 4 4 4 5 4 1 0 0 0 0 0

La moyennedesnotesest9,26.
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Exempled’'un examen.

Durée: 3 heuresDocumentsautori€s: tous. Calculetteshon autoriges.Les résultatdu cours
etdesfeuillesde TD peuentétreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. Soit K uncorpsdenombresetm unidéalmaximaldesonanneawdesentiersiK ;. Montrer
quelanormedem estdelaformep? avecp unnombrepremieretd < dimg(K) unentiet
(Indication: utilisezce quevoussarezde K7, entantqueZ-module.)

2. Donnerdesexemplesd’entiersd telsquel’anneauZ|z]/(z* — d) soit:
(a) nonréduit;
(b) integre,maisnonintégralementlos;
(c) euclidien,etavecgroupemultiplicatif infini ;
(d) euclidien,etavecgroupemultiplicatif fini.

3. NotonsA le sous-anneaf[/10] deR.
(a) Combiend’idéauxdenorme2y a-t-il dansA ?
(b) Combiend’idéauxdenorme3y a-t-il dansA ?

(c) Combiend’idéauxdenorme6y a-t-il dansA ? (Indication: lesquestiongrécdentes
peuwentétreutiles.)

(d) Existe-t-il « dansA avecN(a) = +27? AvecN(a) = +3. EtavecN(a) = +67?
(Indication: la réductionmodulo5 peutétreutile.)

(e) Calculerl’ordre dugroupedeclassesl’idéauxC(A).
(f) Donnerlesquatreunitesfondamentalede A.
(9) Donnertrois solutionsdel’ équationz? — 10y? = 6, avecx ety desentierspositifs.

4. Est-ceque30 estun care dansZ /2397 ? Et dansZ /2997 ?
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Examen*“th éorie algebriqgue desnombres”, 22/05/2000.

Durée: 3 heuresDocumentsautori€s: tous. Calculetteshon autoriges.Les résultatdu cours
etdesfeuillesde TD peuentétreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. Est-cequel5 estuncarédansZ/247Z? EtdansZ /2517 ?

2

gl

. Donnerdesexemplesd’entiersd telsquel’anneauZ|z]/(z? — d) soit:

(a) réduit,maisnonintegre;
(b) de Dedekind,maisnonprincipal.

(a) Soit A le sous-anneai[/—2] de C. La fonction N: A — N, z — |z|* est-elle
euclidienne?

(b) Soit B le sous-anneat[/—3| deC. La fonction N: A — N, z — |z|? est-elle
euclidienne?

(c) Est-cequel’anneauB esteuclidien?

(a) Existe-t-ilun corpsde nombresK de degré au moins3 tel quetout élémentde K,
soitun cubedansKy, ?

(b) Existe-t-iluncorpsdenombresk dedegré 2 tel quetoutélementde K, soitun cube
dansky ?

. NotonsA 'anneauZz[z]/(z° — 1).

(a) DonneruneZ-basede A.

(b) Calculerla matricedela formetracede A surZ, et sondéterminantgui estdoncle
discriminantde A.

(c) Pourn dansN, calculerle discriminantdel’anneauZz]/(z" — 1).
(d) Pourp premier calculerle discriminantdel'anneauZ|z]/(z? ' + - - - + z + 1).
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Corrig € de I'examen du 22/05/2000.

1

N

w

. Toutd’abord,on decompose47 et 251 enfacteurspremiers.Celadonne: 247 = 13-19,
et251 estpremiercarnondivisible partout premier< 16.

Par le theoemeChinois, 15 estun carée dansZ/247Z si et seulemensi 15 estun caré
dansZz/13Z etdansz/19Z. Commel5 estégala 2 dansZ/13Z, etque13 n'estpas=+1
modulo8, on saitquel5 n'estpasun care modulo13. Conclusion: 15 n'estpasun carié
dansZ/247Z.

Pourvoir si 15 estuncarédansZ/251Z,onconsicerele symboledeLegendre Enutilisant

la réciprocié quadratiqueon voit que: (32) = (525)(55) = —(55)(3) = 1.

. Pourla premirepartieon peutprendred = 1, etpourla deuxemed = —5.

(a) Oui, le calculstandarde montre.
(b) Non,cardans(c) on montrequel’anneauenquestiom’estpaseuclidien.
(c) Non,caril n'estpasintégralementlos(sacldtureintégraleestZ(1 + v/—3)/2]).

(a) Le theoremedesunitésde Dirichlet implique quele groupe K, se surjectesur Z.
DansZ, la multiplicationpar3 n’estpassurjective,doncl’ élévationala puissance
dansK;, nel’est pasnonplus.

(b) Oui, parexemple: Q(7).

(@) Onpeutprendre(1, z, 22, 23, z%).

(b) Pouri dansZ, la multiplicationparz® de A vers A agit surnotrebaseparun 5-cycle
si ¢ n'estpasmultiple de 5, et parl'indentité si  estmultiple de5. Doncla tracede
.x¢ estzérosi5 /i etest5 si5|i. Lamatricedela formetraceparrapportanotrebase

estdonc:
50000
0 00O0GH5
0 0050
0 05 00
05000

On calculequele déterminantle cettematriceest—5°.

(c) Enreprenante mémeargumentquedansla partieprécedentepn voit quecediscri-
minantest(—1)"-1)(®=2)/2pn,

(d) Ceciestpluscomplique. Nousavonsvu dansles exercicesde TD quepour f dans
Z|z] unitaire,onadiscr(Z[x]/(f)) = discr(f). Donc:

discr(z? — 1) = (_1)(p—1)(p—2)/2pp'
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Ecrivonsz? — 1 = (z — 1)g. La définition du discriminantentermesde difféerences
de racinesdonneque discr(z? — 1) = discr(g) [[,(1 — r)?, ou r parcourtl'en-

semblede racinesde g (dansC, disons).Commef = [[,(z — r) dansCz], on a

[1,(1 —7) = g(1) = p. Ontrouve donc: discr(g) = (—1)P-DF-2/2pp=2 |ci, nous
n'avonspasutilisé guep soit premier, la formule estvraiepourp > 1.

La répartitiondesnotesestcommesduite:
0123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
20332422327 4 2 5 3 1 2 2 0 0 0

La moyennede cesnotesesterviron 8.9.
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Examen*“th éorie algébriqgue desnombres”, 11/09/2000.

Durée: 3 heuresDocumentsautori€s: tous. Calculetteshon autoriges.Les résultatdu cours
etdesfeuillesde TD peuentétreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. Admettonsquep = 10007 soit premier Est-ceque35 estun care modulop ?
2. Notonsn = 5-13-17-29. Combiende couples(a, b) dansZ? existe-t-il tel quea® +b*> = n ?

3. NotonsA le sous-anneafi[/15] deR. C'estl'anneaudesentiersde Q(v/15).
(a) Combiend’idéauxdenorme2y a-t-il dansA ?
(b) Combiend’idéauxdenorme3y a-t-il dansA ?

(c) Combiend’idéauxdenorme6y a-t-il dansA ? (Indication: lesquestiongrécdentes
peuwentétreutiles.)

(d) Existe-t-il @ dansA avec |[N(a)| = 2? Avec |N(a)| = 3. Et avec |N(a)| = 67
(Indication: la réductionmodulo5 peutétreutile.)

(e) Calculerl’ordre dugroupedeclassesl’idéauxC(A).

() Donnerun exempled’'une factorisatiorenirréductiblesdansA qui n’estpasunique
adesunitéspres.

(g) Donnerlesquatreunitésfondamentalede A.
(h) Donnertroissolutionsdel’ équationz? — 15y = —6, avecz ety desentierspositifs.

4. Soitp unnombrepremiern > 2 unentier etF, — F uneextensionde corpsde degré n.
On sait qu'une telle extensionest unique a isomorphismepres, car c’est un corps de
décompositiordez?" — z.

(a) Quelestle cardinaldelFF ?
(b) Quelleestladimensiondela F,-algebreF ®r, F?

(c) SoitG le grouped’automorphismesle la F,-algebreF ®g, F. Est-cequeG estcy-
clique?

(d) Est-cequelF ®p, I estun corps?
(e) Quelestle cardinaldeG ?
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Corrig € de I'examendu 11/09/2000.

1. Commep estpremier on peutappliquera réciprocié quadratiqueOn calcule:

<%> - (10207> (10(7)07> - (%) (1) (;) = 1.

Donc35 estun carte modulop.

2. Pourp parmi5, 13, 17 et29, prenonsy, premierdansZi] tel quep = «,, (noterquep
est1l modulo4). La questionestcombiende o on adansZ|i] avecn = aa@. Enregardant
la factorisationrdansZ|:] den, onvoit qu'il y a2*4 = 64 detelsa (pourchaquep il faut
choisirentreq,, eta,, ettout produitainsi obtenupeutencoreétremultiplié par1, i, —1
ou —1).

3. Commedans‘l’e xempled’'un examen”ala page68.

4. (a) CommeF estisomorpheaF,; entantquel,-espacevectoriel,|[F| = p".

(b) La dimensiondu produittensorielde deuxespacesectorielsestle produitdesdeux
dimensionsDoncla dimensiondeF ®g, F estn?.

(c) Notonso I'endomorphismele FrobeniusgdeF, donco(z) = zP pourtout z dansF.
Alors o n'estpaslidentité carn > 2. Maisalorsonaoc ® id etid ® o dansG, qui
sonttousles deuxd’ordre n, maisqui ne sontpaspuissance$un de l'autre. Cela
impliqguequeG n’estpascyclique.

(d) Non,carsic’étaituncorps,songrouped’automorphismeseraitcyclique,doncaussi
sonsous-groupé&;. Il y abiend’autresfagppnsdevoir queF ®r, F n’estpasuncorps
(trop deracinesdu polyndme X?* — X, parexemple,ou le résultatdu coursqui dit
queF ®g, F estisomorphegntantqueF-algebre,alf™.

(e) UtilisantqueF®g, F estisomorphegntantqu’anneaualf™, onvoit que|G| = n™-nl.
La répartitiondesnotesestcommesduite:

0 345 6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0 0100310

1 2
0 0 21 1 0 0 O O O O 0 O
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Partiel du cours “th éorie algébrique desnombres”, 26/03/2001.

Durée: 2 heuresDocumentsautori€s: tous.Calculettesautoriges.Lesrésultatglu coursetdes
feuillesde TD peuentétreutilisés.Justifiezvosréponseslesexercicesavec un asérisquesont
probablemenplusdifficiles. Bonnechancé

Rappel: unélemente d’'un anneaud estdit premiersiI'id €alqu’il engendreestpremier

1. Factoriserenirréductibledesélément29, 31 et3 + 7i deZ[i].

2. Posonsf := z® + = + 1 dansZ[z], et A := Z[z]/(f). Notonsu la classede z dansA.

(a) DonneruneZ-basede A, calculerla matricedela formetraceparrapporta cettebase,
etle discriminantde A.

(b) Calculerla matricedela multiplicationsur A paru? 4+ u — 1 parrapportavotrebase,
et calculerles entierspositifs d, |d,|d; telsque A/(u? + u — 1) A soitisomorphea
Z)d\Z & 7/ doZ & Z/dsZ entantqueZ-module.

(c)* L'élementu? + u — 1 de A est-il premier?
(d)* Est-ceque A estintéegralementlos?

3. SoitK := Q(v/—6) et A := Z[/—6] sonanneawlesentiers.
(a) Donnerdesgeérerateurgpourlesidéauxmaximauxde A contenant.
(b) Donnerdesgéréerateurgpourlesidéauxmaximauxde A contenan8.
(c) Donnerla factorisatiorenidéauxmaximauxdel'id éal (v/—6).
(d) Donnerunexempled’un élementirréductiblenonpremierdansA.

(e) Donnerun exempled'un élementa de A et de deuxfactorisationgion équivalentes
decea enirréductibles.

74



Corrig € du partiel du 11/04/2001.

1. Comme29 = 1(4) etestpremierdansZ, la théoriedit que29 sefactoriseendeuxfacteurs
premiersdansZi], et, eneffet, ona29 = 52 + 22 = (5 + 27)(5 — 27). Comme31 est
premierdansZ et —1 modulo4, 31 estpremier(etdoncirréductible)dansZ[i]. La norme
de3 + 7: est58 = 2-29. Comme2 = —i(1+1)?, 3 + 7i estdivisibleparl + ¢, etontrouve
3+7i=(1+1)(5+ 2i).

2. (a) CommeZ-baseonpeutprendre(1, u, u?). Enécrivantlesmatricesdela multiplication
paru etu? parrapporta cettebaseon trouve que Tr(u) = 0 et Tr(u?) = —2. En
utilisantqueu?® = —u — 1 etu* = —u? — u, onobtient: Tr(u?) = —3 et Tr(u?) = 2.
Le determinantdela matricedela formetraceest—31.

(b) Le calculdela matriceestdirecte,etlesopérationslementairesurlignesetcolonnes
donnent d; = 1,dy = d3 = 3. DoncA/(u*+u—1)A estisomorpheZ /3Z & Z/3Z
entantqueZ-module.

(c)* Comme3 annuleAd/(u? + u — 1) A (parla partiepréccdente) pn saitque3 estdans
(u? +u — 1)A. Donc:

A/l +u—1)A=A/B,ul+u—1) =Fs[z]/(e®+2—1, f) = F3[z]/(2? +z — 1),

la dernereégali€ résultanddufait que f = (z — 1)(z% + z — 1) dansFs;[z]. Comme
1?2 + z — 1 estirréductibledansF;[z], A/(u? + u — 1) A estuncorps(a9 élements),
etu? + u — 1 estdoncpremierdansA.

(d)* Commepour aucunpremierp on a p?|discr(A4), A estintégralementlos par un
théoemedu cours.

3. (a) OnaA/2A = Z[z]/(2,2* 4 6) = Fy[z]/(x?). Parla correspondanceesidéauxd’'un
anneatetd’un quotient,le seulidéalmaximalde A contenan® estm, := (2, v/—6).

(b) OnaA/3A = Z[z]/(3,2* + 6) = F3[z]/(z?). Le seulidéalmaximalde A contenant
3 estdoncm; = (3, v/—6).

(c) Oncalcule: momg = (6,2v/—6,3v/—6,—6) = (v/—6).

(d) CommeN(n + my/—6) = n? + 6m?, il n'y a pasd’élementde norme2, 3 ou5
dansA, et A* = {1,-1}. CommeN(y/—6) = 6 = 2-3, v/—6 estirréductible Parla
partieprécdentejl n'estparpremier

(e) Ona23=6= —1.v/—6". Les4 facteurssontbienirréductiblesgt lesdeuxfactori-
sationsnonéquvalentes.

Quelquesremarquessur la correction.

1. Dansle 2(c),onveutconnatre la structured’anneawle A/ (u? +u — 1) A, maisil fautbien
seréaliserque2(b) nedonnequela structurede Z-module.
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. Quandon demandelesexemplesdonnere plussimplepossible C’estplusag@eablepour
le correcteurExemple: dansle 3(d), on peutprendre\/—6, et dans3(e), deuxfactorisa-
tionsde6.

. En faisantdesopérationssur lignes et colonnesd’une matrice,n’écrivez pasde signes
“="entre les matrices,car elles ne sont paségales.La prochainefois cela colterades
points!

. Dansunanneauquelconqueynélémentpremiemonnul estirréductible c’estdand’autre
sengqu’il faututiliser quel’anneauenquestionestfactoriel.

. Pourdeserreursénormegrésultatnon entier quandil doit &tre entier ou argumentqui
marchedansdescasou I'on saitquela conclusionestfausse)'ai attribué quelquegoints
négatifs(des—1).

. Le baemeappliqe pendantla correctionest: 1 : 4, 2 : 2+2+2+2,3 : 1+1+2+2+2.Ce
bameavait ét€ choisiavantla correction,et n’a paséte modifié depuis.

. Larépartitiondesnotesestcommesuite:
0123456 789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1001301152 3 110 2 4 1 4 2 0 0 0

La moyennedesnotesest10, 8.
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Examen*“th éorie algébriqgue desnombres”, 21/05/2001.

Durée : 3 heures.Documentsautori€s : tous. Calculettesautoriges.Les résultatsdu cours
peuentétreutiliséssansdémonstrationJustifiezvos réponsesBonnechancé

1. Factoriserenirréductiblesy, 4 — j et29 dansZ[j] (avecj = (—1 + iv/3)/2).

2. (a) Calculeruneunité fondamental@le Q(v/11).
(b) DonnerdeuxsolutionsdansZ del’ équationz? — 11y* = 1 avecz > 0 ety > 1.

(c) Calculerala mainles quatrepremeresapproximation®,, /¢, de+/11 donréespar
déweloppemenenfractioncontinue.

(d) Ecrirela fraction continuede v/11 sousla forme [ag, a1, as, as, .. .|, enindiquantla
périodicite (m > 0 et N telsquea,,,, = a, Sin > N).

3. Soit A 'anneauZ|z]/(z® — 5), etnotonsu la classede z dansA. NotonsK le corpsdes
fractionsde A.

(a) Calculerle discriminantde A.
(b) Donnerdesgérérateurpourlesidéauxmaximauxde A contenans.
(c) Donnerdesgérérateurgpourlesidéauxmaximauxde A contenanb.

(d) Montrerque A = Kz. (Indication: pour traiter les idéauxmaximauxcontenant,
faitesla substitutionr = y + 2.)

(e) Montrerquetout élémentdu groupede classesl'idéauxC(A) estrepeseng parun
idéaldenormeauplus?.

(f) Donnerunemajorationde |C'(A)|.

(9) Est-cequel’ équationa® + 5b® + 25¢® — 15abc = 1 adessolutionsdansZ, autresque
(1,0,0)?

4. Soit K le corpsQ(v/13).

(a) Montrerquela conditionqu’'un nombrepremierp soitdecompoé dansK nedépend
guedela classedep modulo13.

(b) Donnerlaliste deséléments: deZ/13Z tel qu'il existeun nombrepremierp décom-
pos dansK d'imagea dansZz/13Z.

La répartitiondesnotesétaitcommesuite:

0123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
31110111171

5 11 5 7 6 2 0 0 0 0 O

La moyennedesnotesest10, 15.
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Examen*“th éorie algebriqgue desnombres”, 13/09/2001.

Durée : 3 heures.Documentsautori€s : tous. Calculettesautoriges.Les résultatsdu cours
peuentétreutiliséssansdémonstrationJustifiezvos réponsesBonnechancé

1. Onadmetquep = 10039 estpremier Est-ceque39 estun care modulop ? Est-ceque35
estun care modulop ?

2. (a) Calculeruneunité fondamental@e Z[/15)].
(b) Donnertrois solutionsdansZ del’ équationz? — 15y? = 1 avecz > 0 ety > 0.
(c) Y a-t-il dessolutionsdansZ del’ équationz? — 15y = —1?
(d) Y a-t-il dessolutionsdansQ del’ équationz? — 1532 = —1?

(e) Calculerdefagconexactelafractioncontinuede+/15 soudaformelag, a;, as, as, . . .|,
enindiquantla périodicite (m > 0 et N telsquea,, .., = a, Sin > N).

(f) Calculez,pour1 < n < 4, lesapproximations, /g, de+/15 obtenuear le dé-
veloppemenenfractioncontinue(l’'utilisation d’homographiegstconseilke).

3. Soit A 'anneadintegreZ(z]/(z* — z — 1), etnotonsu la classedez dansA. NotonsK le
corpsdesfractionsde A.

(a) Calculerle discriminantde A etveérifiezque,aun signepres,il estpremier

(b) MontrerqueA = K.

(c) Calculezlesentiersr; etr, telsquela R-algebreR[z]/(z* — x — 1) soitisomorphe
aR™ x Cr.

(d) Montrerquetoutéléementdu groupedesclasses'idéauxC(A) estrepeseng parun
idéaldenormeauplus?2.

(e) Montrerque A estprincipal.

(f) Verifiezquer — 3 divisez* — x — 1 dansF;[z]. Est-cequ'il existea dansA tel que
|IN(a)| = 7,00 N: K — Q estlanorme? Et si oui, y ena-t-il uneinfinité, et est-ce
qu’il yauna dansA avecN(a) =77

4. Soientr > 1 entieg etp,, ... , p, desnombrepremierdistinctset differentsde2. Notons
Al'anneauZ/p; - - - p,Z.

(@) Combiendez y a-t-il dansA tel quez? = 1?
(b) Combiendez y a-t-il dansA tel quex? = z ?
(c) Mémesquestiongpour A’ := Z/p? - - - p?Z.

Lesnotesétaient: 5, 8, 11et12.
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