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Ce texte est uneversion(lég̀erement)corrigéeet agrandie(d’une sectionsur le théor̀eme
de Wedderburn) du polycopíe de 2001.Le polycopíe de 2001était uneversionréorganiśeedu
texte qui a ét́e distribué en mai 2000.Le texte de mai 2000 était consitúe desnotesde cours
quel’auteuravait écrit pourlui-même,sansavoir l’intention d’en faireun polycopíe.Mais vu le
tempsinvesti,il lui a sembĺe quand-m̂emeutile d’en faireuneversionprésentable.Néanmoins,
le résultatestmoinsdétaillé que le cours.Pourplus de détails,on pourraconsulterles livres
mentionńesdansla bibliographie,et surtout[Samuel].
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1 L’ équation deFermat. 3

2 L’anneau
�������
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1 L’ équationdeFermat.

1.1 Intr oduction.

Noussuivronsle livredeSamuel[Samuel]d’assezprès,encompĺetantpardesréférencesau
livre deCohen[Cohen]pourdesrésultatsalgorithmiques.En mêmetemps,nousessayeronsde
motiver le pluspossible,pardesexemplessimples,l’introduction desnotionstechniques.C’est
pourcelaquenouscommenc¸onsparregarderl’ équationdeFermat:

�	��
�����������
Danscetteéquation,� est un entier, plus grandou égal à un, et le probl̀emequi se poseest
de trouver, pour � donńe, toutesles solutionsde cetteéquation,c’est à dire, tous les triplets���	������� �

dans
�"!

telsque
� � 
 � � � � � . Avantdedirequoiquecesoitsurceprobl̀emeparticulier,

remarquonsquece probl̀emegardeun senssi on remplace
�

par n’importe quel anneau(les
anneauxserontcommutatifsetunitairesdanscecours,saufmentionexplicite contraire).Eneffet,
l’ensembledessolutionsdans# !

, pour # un anneau,estsimplementl’ensembledesracinesdu
polynôme � � 
� �%$ � � dans# !

. Plustardaujourd’hui,nousallonsconsid́ererl’anneau& � '(�
.

Si )+*,#.- / estun morphismed’anneauxet
���	������� �

dans # !
unesolutionde l’ équation

de Fermatde degré � ci-dessus,alors
� ) �����0� ) ���0�0� ) ��� �1� dans / !

est égalementune solution
de la mêmeéquation.En fait, cettedernìerepropríet́e estvraie pour tout syst̀emed’équations
polynomiales̀acoefficientsdans

�
.

L’ équationdeFermatesthomog̀ene: touslesmonômesy intervenantont mêmedegré.Une
autrefaçondedirecelaest: si # estunanneau,

���	�������2�
dans# !

et 3 dans# nondiviseurdezéro,
alors

���	�������2�
estunesolutionsi et seulementsi

� 3 �	� 3 �4� 3 � � l’est. Géoḿetriquement,celas’ex-
primeendisantquel’ensembledessolutionsestuncône,et (aumoinssuruncorps)la propríet́e
pour

���	�������2�
d’êtreunesolutionnedépendquedela “droite” # ���5�6�4�6�2�

, doncquedel’image de���	������� �
dansle “plan projectif” sur # . Engéńeral,quandonconsid̀eredessyst̀emesd’équations

polynomialeshomog̀enes,on a intér̂et à consid́ererlessolutionsdansl’espaceprojectif corres-
pondant,car cela fait baisserla dimensiondu probl̀eme(c’est à dire, le nombrede variables)
d’un.

L’homoǵeńeité de l’ équationdeFermatentrâıneégalementunerelationentrelesensembles
desolutionsdans

�
etdans7 , quenousallonsmaintenantexpliquer.

Pour 8:9<; , un élément
����=0� �2�>� ���@?A� de

� ?
est dit primitif si BDCFE2G ���D=0� �>�>� ���@?�� � H . En

particulier, un élémentprimitif de
� ?

estnonnul, et tout
�

nonnul dans
� ?

estde la forme I �@J ,
avec I dans

�
et

�KJ
primitif ( I estalorsun pgcddes

�@L
). Le groupe

�NM �POQH � $ H�R deséléments
inversiblesde

�
opèrepar homoth́etiessur l’ensembleSUT1VXW � � ? �

desélémentsprimitifs de
� ?

,
et on nousnoteronsY � � ? �

le quotient SZT[VXW � � ? �1\ �NM
. Ceci estl’analoguesur

�
de la définition

usuelledel’espaceprojectif Y � 7 ? � * � � 7 ? $ O ; R �1\ 7 M
. Aveccesdéfinitions,on a la proposition

suivante.

1.1.1Proposition. L’inclusion de SUT1V]W � � ? �
dans 7 ? $ O ; R induit une bijection entre Y � � ? �

et Y � 7 ? �
.
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La vérificationestlaisśeecommeexercice; disonsseulementquel’applicationinverseestobte-
nuecommesuite: pour

�
nonnul dans7 ?

, on prendun dénominateurcommun I des
�@L

, c’est
à dire un I dans

�
non nul tel queles I �@L sontentiers,et on écrit I � �_^ � J avec ^ dans

�
et� J

dans
� ?

primitif. (Uneautrefaçon deconstruirel’applicationinverseestdemontrerquepour�a`� ; dans7 ?
l’intersection7�b �dc � ?

estun
�

-modulelibre derangun,etd’enprendrelesdeux
géńerateurs; voir la section9.)

Soit maintenant�e9 H . Notonsf l’ensembledessolutionsprimitivesdans
� !

del’ équation� � 
g� � �:� � , et h l’ensembledessolutionsnonnullesdans7 !
del’ équation� � 
i� � �:� � . Le

groupe
�"M �jOQH � $ HFR desinversiblesde

�
opèreparhomoth́etiessur f , et,dela mêmefaçon, 7 M

opèresur h . Soientfk* � f \ �"M
et hl* � h \ 7 M

lesquotientsdecesactions.Alors la proposition
préćedenteimpliquequel’inclusion de f dansh induit unebijectionde f vers h .

1.2 L’ équationde Fermat, degré 1.

Il n’y apasgrandchosèadire.Pour # n’importequelanneau,
���	�������2�

dans# !
estunesolu-

tion si et seulementsi
� � � 
 �

. Autrementdit, nousavonsunebijectionde #%m versl’ensemble
dessolutions,qui envoie

���5�6� �
vers

���	������� 
 �0�
.

1.3 L’ équationde Fermat, degré 2, sur n .

Ici, noussuivons[Samuel,o 1.2]. Il s’agitmaintenantdel’ équation:

� m 
� m �:� m �
Lessolutions

���5�6�4�6�2�
avec

�
,
�

et
�

desentierspositifset
�Q�A�

nonnul, sontappeĺesdestriplets
pythagoriciens.Notonsquedetoutefaçon,

���	������� �
dans

� !
estunesolutionsi etseulementsi tous

lestriplets
�qpr�	�Ap����Apr� �

sontdessolutions.Il noussuffit detrouver touteslessolutionsdanss !
.

Nousallonsclassifierlestripletspythagoriciensprimitifs, à l’aide dela factorialit́edel’anneau
�

.
Commel’ équationquenousconsid́eronsesthomog̀ene,c’estàdirequetouslestermesontmême
degré, toutesolution

���	�������2�
dans

� !
avec

�Q�A�t`� ; estde la forme
�qp I �KJX�Ap I �6Ju��p I ��Jv� , avec I

danss nonnul,et
���@Ju���6Jw����Jv�

untriplet pythagoricienprimitif. Onproc̀edeparlesétapessuivantes.

1. Soit
���5�6�4�6�2�

un triplet pythagoricien.Lesconditionssuivantessontéquivalentes:

(a) B�C@E2G ���5�6�4�6�2� �jH ,
(b) B�C@E2G ���5�6� � �xH ,
(c) B�C@E2G ���5�6�2� �yH ,
(d) B�C@E2G ���4�6�2� �jH .

(En effet, si
���5�6�4�6�2�

estpythagoricienetsi parexempleun nombrepremierz divise
�

et
�
,

alorsz divise
� m 
 � m , donc

� m , donc
�
.)

2. Soit
���	�������2�

un triplet pythagoricienprimitif. Alors
�

estimpair, et l’un d’entre
�

et
�

est
pair (pourle voir, onutilise quelescarŕesdans

� \�{ �
sont ; et H ).
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3. Soit
���5�6�4�6�2�

un triplet pythagoricienprimitif avec
�

pair. En écrivant���0\@|F� m � �1��� $ ���1\@|F�2�1��� 
 �}�[\@|@�A�
onmontrequ’il existe ~ et � danss , premiersentreeux,tel que ;���~���� ,

��� $ �}�[\@| � ~5m
et

��� 
 ���1\F| � �Qm . (En effet,
��� $ �}�[\@|

et
��� 
 ���1\@|

sontpremiersentreeux car l’id éal
qu’ils engendrentcontient

�
et

�
, donc H , et leur produitestun carŕe.) On conclutqueles

tripletspythagoriciensprimitifs avec
�

pair sontles triplets
� � m $ ~ m ��| ~5� � � m 
 ~ m � , avec;���~���� premierentreeuxet ~5� pair.

Une autrefaçon de faire la liste de tousles triplets pythagoriciensest la suivante,quel’on
pourraitappeler“paraḿetrisationrationnelledu cercle”.A un triplet pythagoricien

���5�6�4�6�2�
on

fait correspondrele point
���}\������0\F� �

du cercle � dans��m derayonun et decentre; . Un élément
de � estdit rationnelsi sesdeuxcoordonńeessontrationnelles.Enconsid́erantlesdroitespassant
par

� $ H � ; � , onmontrequetoutautrepoint rationnelde � estdela forme�[� H $ ' m �[\D� Hd
 ' m �A�A| ' \D� H�
 ' m �[�0�
avec

'
dans 7 (

'
étantla pentede la droite consid́eŕee).En effet, pour

'
dans � notons ��� la

droitedans� m qui passepar
� $ H � ; � etqui estdepente

'
, etnotons

� � � ' �0� � � ' �[� le deuxìemepoint
d’intersectionde ��� avecle cercle � . Alors

'
estrationnellesi et seulementsi

� � � ' �0� � � ' �[� l’est
(si

� � � ' �A� � � ' �1� estrationnelle,��� contientdeuxpointsrationnels,doncsapenteestrationnelle,
si

'
estrationnelle,le deuxìemepointd’intersectionestdela forme

� $ H � ; � 
 3 � H � ' � avec 3 dans� solutiond’uneéquationdedegrédeuxà coefficientsrationnelset avecuneracinerationnelle;
un petit calculdonnela formuleenhaut).En écrivant

' � ~ \ � avec ~ et � desentierspremiers
entreeux,onobtientdenouveaula classificationdestripletspythagoriciensprimitifs obtenueen
haut.

1.4 L’ équationde Fermat, degré ����� , sur ����� � .
En 1993,Andrew Wilesamontŕequ’il n’y a pasdesolutionsnontrivialesdans

� !
. Malheu-

reusement,la démonstrationestbeaucouptropdifficile pourl’expliquerdanscecours.Pourceux
qui veulentvoir commentcelamarche,voir par exemplele livre de Cornell,Silvermanet Ste-
vens[CSS], ou lesdeuxexpośesauSéminaireBourbakiparSerreetOesterĺe,enjuin 1995,ou le
numéro22dumagazine“Quadrature”,́et́e1995(Editionsduchoix,Argenteuil).Signalonsaussi
queKummer, au 19èmesiècle,avait déjà démontŕe le théor̀emede Fermatpour de nombreux
exposantspremiers.

Cequenouspouvonsfaireaveclestechniques̀anotredisposition,estrésoudreceséquations
dansl’anneau& ��'��

.

1.4.1Théorème. Soit ��9�� entier. Si
�
,
�

et
�

dans& ��'(�
satisfont

� � 
 � � � � � et sontpremiers
entreeux( BDC@E G ���	������� � �yH ), alors

�
,
�

et
�

sontdedegré zéro,c’està dire,sontdans& .

Preuve. La méthodes’appelle“la descenteinfinie”. Supposonsdoncqu’il existeaumoinsune
solutionprimitivenonconstante.Soit alors

���	������� �
unetellesolutionoù le maximumdesdegrés
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de
�
,
�

et
�

estminimal.Notonstoutd’abordque
�
,
�

et
�

sontpremiersentreeuxdeuxpardeux,
tousnonnuls,et qu’auplusund’entreeuxestconstant.Ona :� � � � � $ � � ������   = ��� $¡ �0� �
Les facteurs

� $�¡ � sontpremiersentreeux,deuxpardeux,carchaquepair d’entreeux forme
unebasedu sous-& -espacevectorielde & � '��

engendŕe par
�

et
�

(notonsquecesous-espaceest
dedimensiondeuxcar

�
et

�
sontnonnuls,premiersentreeuxetpastouslesdeuxconstant).Par

la factorialit́ede & � '(�
, nousobtenonsqueles

� $�¡ � sontdespuissances� ièmes,̀adesinversibles
près.Maislesinversiblessontlesconstantsnonnuls,qui sonteux-m̂emesdespuissances� ièmes.
Il existedoncdes� � dans& ��'(�

telsque � $g¡ � ��� �� �
Commeles

� $�¡ � sontpremiersentreeuxdeuxpardeux,les � � le sontégalement.Enconsid́erant
lestermesdominantsde

�
et de

�
, on voit qu’auplusun des� � estconstant.Prenonsmaintenant

n’importe triplet � , � , et � parmi les � � (celaestpossibleparceque � estaumoins � ). Comme� � , � � et � � appartiennentausous-espacede & � '��
engendrepar

�
et

�
, il y a unerelationlinéaire

nontrivialeparmieux,disons: ¢ � � 
¤£¥� � �§¦¨� � �
avec

¢
, £ et ¦ dans & , ne pastousnuls.Mais commechaqueélémentde & estunepuissance� ième,noustrouvons,enchoisissantdesracines� ièmesde

¢
, £ et ¦ , unerelation:� � = 
� �= ��� �= �

avec � = , � = et � = premiersentreeuxdeuxà deux,nepastousconstants,et de mêmedegré que� , � et � , respectivement.Mais celacontreditla minimalité en termesdesdegrésde la solution���	������� �
dedépart. ©

Avant de continuer, notonsquenousavonsutilisé que l’anneau & ��'(�
est factoriel,et que tout

inversiblede & � '(�
estunepuissance� ième.Ce sontexactementcesdeuxpropríet́esqui posent

un probl̀emepour les anneaux
�r� ^ m«ª Lv¬ � � . Le défaut de non factorialit́e de tels anneaux,ainsi

queleursgroupesmultiplicatifs, serontétudíesplus tard dansce cours.Signalonsaussiquela
méthodequi a conduità unepreuve du théor̀emedeFermatn’estpasd’étudierengranddétail
lesanneaux

�r� ^ m«ª L¬ � � , maisplutôt desanneauxdela forme
�r� � � � � \�� � m �j� ! 
 � �®
 � �

, c’est à
dire,descourbeselliptiques.

Pourmontrerque l’on sait démontrerdesrésultatsgéńeraux,citons le suivant, cassṕecial
d’un théor̀emedeFaltings,auparavantconjecturedeMordell (voir parexemple[Serre1]).

1.4.2Théorème. Soit ¯ dans 7 � � � � � � � homog̀enede degré au moins
{
, tel que les dérivées° ¯ \ ° � ,

° ¯ \ ° � et
° ¯ \ ° � nes’annulentpasenun mêmepoint de & ! $ O ; R . Alors l’ensembleO ���	���0�"± 7 m³² ¯ ���	����� H � � ; R estfini.

Cequi estintéressantdanscerésultatestla conditionsurle degré.Le fait quecedegré doit être
aumoins

{
correspondaufait quela variét́e dessolutionsdansY � & ! �

estunesurfacecompacte
connexeet orientabledontle genre(i.e., le nombredetrous)estaumoinsdeux.
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1.5 L’ équationde Fermat, degré ´ , sur n .

Ici noussuivons[Samuel,o 1.2]. Nousallonsmontrer:

Soient� , � et � dans
�

telsque �	µU
��µ¶�:� m . Alors �5�}�·� ; .

Supposonsdoncqueceténonćesoit faux,etsoit
� � � � � � � danss !

avec �	µ	
���µ¶�:� m , �5�}� `� ; , et� minimal.Pourobtenirunecontradiction,on proc̀edeparlesétapessuivantes,où l’on applique
cequenoussavonsdéjà destripletspythagoriciens(car

� � m � � m � � � estun tel triplet).

1. � , � et � sontdeuxàdeuxpremiersentreeux.

2. Aprèspermutation,si nécessaire,de � et � , ona � et � impairs, � pair. Il existe ~ et � danss , premiersentreeux,avec ~�¸�� , telsque:

� m � ~ m $ � m � � m � | ~¹� � �·� ~ m 
 � m �
La premìereéquationdit que � m 
 � m � ~ m ; comme� estimpair, � estpair. La deuxìeme
équationdit que

� � \@|F� m � ~5� = , doncil existe
�

et
�

danss telsque ~ � � m et � = � � m . De
la premìereéquationon tire qu’il existe

�
et I danss , premiersentreeux,telsque:

�º� � m $ I m � � � |F� I � ~ � � m 
 I m �
La deuxìemede ceséquationsdit que

� m � � I , doncque
�

et I sontdescarŕes,disons� ��^ m et I �:» m avec ^ et » danss . Comme~ � � m , ona :

^ µ 
�» µ � � m �
etcomme

� m � ~ et � ¸¼~5m , ona � ¸�~5m�9 � µ 9 �
. Contradictionavecla minimalitéde � .

1.6 L’ équationde Fermat, degré � , sur n .

Ceci n’est pasfait dans[Samuel].Nous suivons [I-R, o 17.8]. La méthodeest toujoursla
même: factoriserapr̀esadjonctiondesracines3èmesdel’unit é, et descenteinfinie. Nouscom-
mençonsparquelquesrésultatssurle sous-anneau#x* � �r� ½@�

, avec
½ m 
 ½ 
�H%� ; , de & .

1.6.1Proposition. La conjugaisoncomplexe �º¾- � induit sur # un automorphismed’anneau.
L’application ¿À*Á#�- s ,

� ¾- � � � ² � ² m est multiplicative et s’appellela normede la
�

-
algèbre # . L’anneau# esteuclidienpour la fonction ¿ ; # estdoncfactoriel.Le groupe# M

de
sesélémentsinversiblesest O p H �Ap ½ �Ap ½ m R , etestcycliqued’ordre6. L’ élément3�* �yH $ ½

de #
estpremier, et le quotient# \ 35# estun corpsà trois éléments.Unefactorisationde � dans# est
la suivante: � � $ ½ m03	m .
Preuve. Comme# estunsous-anneaude & , # estintègre.Pourvoir que ¿À*	#�- & ,

� ¾- ² � ² m
prendsesvaleursdans

�
, faisonsle calculsuivant:

¿ � � 
¤Â ½ � � � � 
Â ½ �2� � 
Â ½ m � � � m 
 � Â � ½ 
 ½ m � 
¤Â m � � m $ � Âl
¤Â m �
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C’est donc vrai que ¿ prendsesvaleursdans s . Pour montrerque # est euclidienpour la
fonction ¿ , il faut montrerquepour tous

�
et

�
dans # avec

�
non nul, il existe Ã et 8 dans #

avec
� � Ã � 
 8 et ¿ � 8 � �§¿ ��� �

. Soient
�

et
�

dans# , avec
��`� ; . Soit Ã alorsun deséléments

de # le plusprochede
��\F�

. Alors on a :

² ��\F� $ Ã ²QÄ H \QÅ ��� H@�
(Pour l’expliquer, faire un dessindu réseau# dans & ; ce réseauest l’ensembledessommets
d’un pavagede & pardestrianglesdecot́esun.)Posons8�* � � $ Ã � . On alors:

² 8 ² � ² � $ Ã � ² � ² � ² b ² ��\F� $ Ã ² � ² � ² �
d’où ¿ � 8 � � ² 8 ² mÆ� ² � ² m � ¿ ���0�

.
Soit

�
dans # . Alors

�
est inversiblesi et seulements’il existe

�
dans # tel que

�Q� � H .
En particulier, si

�
estdans # M

, il existe
�

dans # tel que H�� ¿ � H � � ¿ �����0� � ¿ ����� ¿ ���0�
,

d’où ¿ ����� �ÇH . D’autre part, si
�

estdans # et ¿ ����� �ÈH , on a HÉ� � �
, donc

�
estdans # M

(et
��Ê = � �

). Les inversiblesde # sont les
�

dans # avec ¿ ����� �kH , c’est à dire, les
�

dans
l’intersectionde # et le cercleunité.

Pourvoir cequ’est # \ 3	# , notonsque # � �r� '(� \D� ' m 
 ' 
ÉH � , cequi nousdonneunmorphisme
surjectif #:-ÌË ! , enenvoyant

'
vers H (eneffet, l’imagede

' m 
 ' 
ÍH estalors ; ). Parconstruction,
l’image de 3 dansË ! estnulle,doncle morphisme#Î- Ë ! sefactorisepar # \ 3	# cequi donne
unesurjectionde # \ 3	# sur Ë ! . Le fait que ¿ � 3 � � � implique que 3 est irréductible,donc
premier(car # euclidiendoncfactoriel).Mais alors # \ 3	# estun corps(c’est le quotientd’un
anneauprincipalparun idéalpremiernonnul), doncle morphisme# \ 35#Ï- Ë ! estinjectif, et
doncun isomorphisme.

Calculons: 35m � � H $ ½ � m �yH $ | ½ 
 ½ m �yHd
 ½ 
 ½ m $ � ½ � $ � ½ . ©
Faisonsquelquesexemplesdefactorisationdans# . Factorisonsparexemple � 
 ½

et
{ $ ½

.
D’abord, ¿ � � 
 ½ � � � m $ � 
ÐH��:Ñ estpremier, donc � 
 ½

estpremier, ainsique � 
 ½ � | $ ½
.

La factorisationde
{ $ ½

estplus intéressante.On a ¿ �Ò{ $ ½ � � { m 
 { 
ÎHÍ� | HÍ� ��b Ñ . On
essaiealorsdediviser

{ $ ½
parun élémentdenorme � , parexemple H $ ½

. On trouve :{ $ ½H $ ½ � { $ ½H $ ½Zb H $ ½ mH $ ½ m � { $ { ½ m $ ½ 
�H
� � � 
 ½ �

Comme� 
 ½
estpremier, ona la factorisation

{ $ ½ � � H $ ½ �2� � 
 ½ �
enélémentspremiersde # .

1.6.2Lemme. Lespuissancestroisièmesdans# \�Ó # � # \ 3 µ # sont ; ,
p H , p 3 ! .

Preuve. Comme # \ 3	# � Ë ! , tout élémentde # estd’une desformes H%
 3 � , $ HÔ
 3 � , 3 �
(avec

�
dans# ). On calculelespuissancestroisièmesdecesbêtes,enutilisantquemêmeles

�
enhauts’écriventencoresousla forme

��= 
 3 �@J avec
��=

dans O ; � H � $ HFR (et on utilise le “petit
théor̀emedeFermat”). ©
Nous allons montrerun résultatplus fort que l’ énonće que pour tout

� � � � � � � dans
� !

avec� ! 
§� ! �Õ� ! on ait �5���Ð� ; ; celaestnécessairepour faire la descenteinfinie. Cettefois, la
descenteseraentermesdedivisibilit épar 3 .
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1.6.3Notation. Soit # unanneaufactoriel,
�

dans# nonnul, et z dans# premier. Nousnotons
alors �0Ö ����� le nombrede facteursz dansla décompositionde # en facteursirréductibles.Plus
préciśement,on a

� � zD×�Ø ÙÛÚ[Ü � J , avec z nepasdivisant
� J

. (On utilise la lettre � pourvaluation.)

1.6.4Théorème. Supposonsque� , � et � sontdans# etque~ estdans# M
telsque� ! 
�� ! � ~ � ! .

Alors �5���Ý� ; .

Preuve. Par contradiction.Supposonsdonc que � , � , � et ~ sont dans # , avec ~ dans # M
,� ! 
j� ! � ~ � ! et �5��� `� ; . Par l’argumenthabituel,nouspouvons supposerque � , � et �

sontdeuxàdeuxpremiersentreeux.
Montronsque 3 ² �5�}� , et quesi 3 ² �5� , alors ~ � p H . Supposonsdoncque 3 ² �5� . Alors 3 ne

divisepas~ � ! , doncona
p H%� p ~ dans# \ 3 ! # . Celaveutdireque 3 ! divise ~ $ H ou ~ 
�H . Il en

résulteque ~ � p H . (Par exemple,on peututiliser que ² ~ p H ²�Ä |
tandisque ² 3 ! ² � � Å �³¸ |

.)
Nousavonsdoncmontŕela deuxìemeassertion.Montronslapremìere.Supposonsque 3 nedivise
pas �5�}� . Alors O�� ! � � ! � � ! RßÞxOQH � $ HFR dans# \ 3 µ # . Mais alorson a ~ � p�|

dans# \ 3 µ # . Cela
veutdire que 3 µ divise ~ $ |

ou ~ 
 |
. Mais H Ä�² ~ p�| ²QÄ � tandisque ² 3 µ ² � Ó

, cequi estune
contradiction.

Cecinousramèneaucasoù nousavons � , � , � et ~ dans# , avec ~ dans# M
, � ! 
�� ! � ~ � ! , et3 ² � . Nousallonsmaintenantproduireun tel quadruplet

� � Jw� � J]� � Jw� ~ J� avec ��à � � Já� ����à � � � ; c’est
ça la contradictioncherch́ee.Allons-y.

Notonstout d’abordquedans # \ 3	# nousavons � ! 
�� ! � ; , doncque �â
��e� ; (dans# \ 35# , bien sûr). Mais alors � ! 
§� ! � ; dans # \ 3 µ # (utiliser ce quenoussavonsdescubes
dans# \ 3 µ # ), donc 3 µ ² ~ � ! , donc 3 m ² � . Nousécrivonsmaintenant:� �ß
� � � �·
 ½ � �2� ��
 ½ m � � �§� ! 
¤� ! � ~ � ! �
Comme3	ã ² ~ � ! , aumoinsun desfacteurs̀a gaucheestdivisible par 3	m ; enremplaçant � par

½ �
ou

½ m � si nécessaire,on a 35m ² � �ß
¼� � (notonsquecessubstitutionsnechangentpas � , cequi est
importantpournotreargument).

Montronsqu’alors ��à � �ß
 ½ � � � ��à � ��
 ½ m � � �jH . Commel’image de
½

dansË ! est H , il est
clair que 3 divise �Í
 ½ � et �â
 ½ m � . Supposonsque 3 mF² � �®
 ½ � � . Alors �®
§���ä�Í
 ½ � dans# \ 3 m # , donc ; � � H $ ½ � �ß� 3 � dans# \ 3 m # . Comme� estdans# M

, celaentrâıneque 3 m ² 3 , ce
qui estfaux.Demêmepour ��
 ½ m � : 3	m nedivisepas H $ ½ m . Nousavonsdonc:

��à � ��
¤� � � �F��à � � � $ |�� ��à � ��
 ½ � � �xH � ��à � ��
 ½ m � � �xH@�
Le fait que GDå æ � =ç==¹è � � $ 3 montreque

� ��
¤� � # 
 � ��
 ½ � � # � 3	# , et demêmeon trouveque��
� , �·
 ½ � et ��
 ½ m � ont,deuxàdeux,plusgrandcommundiviseur 3	# . La factorialit́ede #
donnel’existenced’éléments

¢
, £ et ¦ de # qui sontpremiersà 3 et premiersentreeuxdeuxà

deux,et d’éléments~ = , ~ m et ~ ! de # M
, telsque:��
¤�ß� ~ = 3 ! ×�é2ÙëêìÜ Ê m ¢ ! � ��
 ½ �ß� ~ m 3 £ ! � ��
 ½ m �ß� ~ ! 3 ¦ ! �

La combinaisonlinéaireaveccoefficients H , ½ et
½ m decestrois équations,diviséepar 3 , donne:

; � ~ = 3 ! × é ÙëêìÜ Ê ! ¢ ! 
 ½ ~ m £ ! 
 ½ m ~ ! ¦ ! �
9



On posemaintenant� = * �í£ , � = * �.¦ , et � = * � 3 × é ÙëêìÜ Ê = ¢ . Alors on a, avec î = et î m dans # M
convenables: � ! = 
 î = � != � î m � != �
Comme3 ! ² � != (car ��à � � � 9 |

), ona î = � p H dans# \ 3 ! # , cequi montreque î = � p H (dans# ).
En replaçant � = par $ � = si nécessaire,onobtientdonc:

� ! = 
¤� != � î m � != �
avec ��à � � =1� � ��à � � � $ H . ©
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2 L’anneau ïñðvò4ó et le théorèmedesdeuxcarr és.

2.1 Un peud’arithm étiquedans nº�ëô6� .
Le but decettesectionestd’aborddecomprendrecommentsefactorisentlesnombrespre-

miers dans
�r�����

, et d’appliquerle résultatpour déterminerquelsentierssont sommede deux
carŕes.Lesrésultatsdecettesectionsetrouventdans[Samuel, o 5.6], maisy sontdémontŕesde
façonmoinsélémentaire.

2.1.1Proposition. La conjugaisoncomplexe �Ý¾- � induit sur
�r�����

unautomorphismed’anneau.
L’application ¿:* �r����� - s ,

� ¾- � � � ² � ² m estmultiplicative et s’appellela normede la
�

-
algèbre

�������
. L’anneau

�r�����
esteuclidienpour la fonction ¿ ;

�r�����
estdoncfactoriel.Le groupe�r����� M

desesélémentsinversiblesest O p H �Ap � R , et estcycliqued’ordre4.

La démonstrationestanaloguèacellequenousavonsdéjà faitepour
�r� ½@�

.

2.1.2Théorème. Soit z unnombrepremier. Alors z estencorepremierdans
�r�����

si etseulement
si z � $ H modulo

{
. Pour

|
ona:

| � � H	
 � �2� H $ � � � � � H $ � � m . Un nombrepremierz congruà1
modulo

{
sefactorisecomme: z � ��� 
 � � �2��� $ � � �

, endeuxfacteurspremiersnonassocíes.Les
élémentspremiersde

�r�����
sontceuxdontla normeestun nombrepremier(forcément H modulo{

ou égalà
|
) ou le carŕe d’un nombrepremierqui est $ H modulo

{
.

Preuve. Montronsd’abordles assertionssur la factorisationdans
�r�����

desnombrespremiers.
Supposonsdonc z premierdans

�
et non premierdans

�r�����
. Soit alors

¢
premierdans

�r�����
tel

que
¢ ² z ; notonsque z \ ¢ n’estpasinversibledans

�r�����
. Ecrivons

¢ � � 
 � �
avec

�
et

�
dans

�
.

Alors
� m 
 � m � ¿ � ¢ � ² ¿ � z � � z m . On en conclutque ¿ � ¢ � � z , et doncque z n’estpas $ H

modulo
{
. La situationde

|
sevérifieparuncalcul.Montronsmaintenantquelespremiersz qui

sont H modulo
{

sefactorisentendeuxpremiersnonassocíes.Soit donc z premier, congruà H
modulo

{
. Lesdeuxracinesdistinctesde � m 
�H dansË�Ö (cesontlesélémentsd’ordre

{
dugroupe

cyclique Ë MÖ ) nousdonnentdeuxmorphismesd’anneauxde
�r�����

vers Ë�Ö . Soit
¢

ungéńerateurdu
noyaudel’un desdeux.Alors

¢
estpremierdans

�������
, il divise z , et il n’estpasassocíe à z (par

exemplecar
�r����� \ z �r�����

estdecardinalz m ). Comme¿ � ¢ � ² ¿ � z � � z m , on a
¢ ¢ � ¿ � ¢ � � z .

Montronsquetout premierde
�������

estun diviseurd’un uniquepremierpositif de
�

. Pour
cela,supposonsque

¢
dans

�r�����
soit premier. Alors

�r����� \ �r����� ¢
est intègre(car

¢
premier),et

mêmeun corpscar en plus
�������

principal. (En fait, nousn’utiliseronspasquec’est un corps.)
Consid́eronsle morphismed’anneaux

� - �r����� \ �r����� ¢
. Sonnoyaucontient ¿ � ¢ � � ¢ ¢

qui est
nonnul,etsonimageestintègre.Il enrésultequele noyauestengendŕeparunnombrepremierz .
Bien sûr, on a

¢ ² z . D’autrepart,si z estpremierdans
�

et
¢ ² z , z estun géńerateurdu noyaude� - �r����� \ �r����� ¢

.
Pourfinir, montronsla classificationdespremiersde

�r�����
entermesdela norme.Supposons

que
¢

dans
�r�����

soit premier. Notonsz l’unique nombrepremierdivisible par
¢

. En utilisant la
factorisationde z enpremiersdans

�������
, on voit quesi z n’estpas $ H modulo

{
, ¿ � ¢ � � z , et

quesinon ¿ � ¢ � � z	m . D’autrepart, il estclair quesi
¢

dans
�r�����

esttel que ¿ � ¢ �
estpremier,

alors
¢

estpremier. Supposonsque
¢

dans
�������

esttel que ¿ � ¢ � � zDm avec z � $ H modulo
{
.

Commez m � ¿ � ¢ � � ¢ ¢
, ona

¢ ² z . Maiscommez estpremierdans
�r�����

,
¢

l’est aussi. ©
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2.2 Le théorèmedesdeux carr és.

2.2.1Théorème. Un nombrepremier z est la sommede deux carŕes si et seulementsi z est
congruà H modulo

{
(Fermat).Soit � dans s . Alors � est une sommede deux carŕes si et

seulementsi �0Ö � � � estpairpourtoutnombrepremierz qui est $ H modulo
{
.

Preuve. La premìereassertionaét́evuedansla section2.1:
� m 
 � m � ��� 
 � � � ��� $ � � �

dans
�r�����

.
Montronsla deuxìemeassertion.Soit � danss , nonnul. Supposonsd’abordque � Ö � � � estpair
pourtoutnombrepremierz qui est $ H modulo

{
. Pourchaquepremierz �yH mod

{
, choisissons� Ö et

� Ö dans
�

telsquez � � mÖ 
 � mÖ . Alors on a � � ��� 
 � � � ��� $ � � �
où :

� 
 � � � � Hd
 � � ×�õ[Ù � Ü �Ö0ö = Ù µ Ü
��� Ö 
 � Ö � � ×�Ø0Ù � Ü �Ö0ö Ê = Ù µ Ü z ×�Ø Ù

� Ü ¬ m �
D’autre part, supposonsque � � � m 
 � m avec

�
et

�
dans

�
. On écrit alors � � ¢ ¢

, avec¢ � � 
 � �
. Soit z premier, avec z � $ H modulo

{
, doncpremierdans

�������
. Il existe � danss et£ dans

�r�����
premierà z telsque

¢ � z × £ . Alors on a
¢ � z × £ , et donc,avec Â * �Î£ £ danss :� � z	m × Â , avec z nepasdivisant Â dans

�r�����
, doncpasnonplusdans

�
. Celamontrebienque�0Ö � � � estpair. ©

Dansle TD onverraunalgorithmeefficacepourtrouverunefactorisationdans
�r�����

d’un nombre
premierz danss qui est H modulo

{
. Cetalgorithmeestassezsimple,etutilisedesparticularit́es

de
�r�����

(êtreengendŕe paruneracinede l’unit é d’ordre
{
, et êtreeuclidien).Dansdescasplus

géńeraux,signalonsqu’il existedesalgorithmesefficacespourfactoriserdespolynômessur les
corpsfinis (algorithmede Berlekamp)et pour trouver desélémentscourtsdansdesréseaux
(LLL : Lenstra-Lenstra-Lovász); pourcesalgorithmes,voir [Cohen].

2.2.2Théorème. Tout � danss estsommedequatrecarŕes.

Pourla preuve,quenousnedonneronspasici parmanquedetemps,voir [Samuel,o 5.7]. L’id ée
de la preuve estla mêmequecelledu théor̀emedesdeuxcarŕes,maison remplace

�r�����
parun

sous-anneauconvenabledela 7 -algèbre(noncommutative)desquaternions: 7ø÷®7 � ÷®7 ½ ÷â7·ù ,
avec

� m � ½ m � ù m � $ H , et
�w½ � $ ½K� � ù . Cette 7 -algèbreestunealgèbreà division : tout

élémentnonnul admetun inverse.Le sous-anneau
� ÷ �"� ÷ �U½ ÷ � ù nesuffit car il n’estpas

“euclidien” (il estfaciledevérifierqu’il n’estpaseuclidienpourla normeeuclidienne).Le sous-
anneauquel’on prendestcelui engendŕepar

�
,
½
, ù et

� H¶
 � 
 ½ 
 ù �1\@| . Unefaçon d’écrirecet
ordreest: O ��� 
 � � 
 � ½ 
 I�ù �[\@| ² �5�6�4�6��� I ± �

,
� � � � � � I mod2 RQ�
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3 Anneauxdesentiersdanslescorpsdenombres.

3.1 Elémentsentiers.

Maintenantque nousavons vu quelquesapplicationsnon triviales de l’arithmétiquedans
desanneauxtelsque

�r�����
et

�r� ½@�
, nousallonsintroduirede telsanneauxdanstouslescorpsde

nombres.Parcorpsdenombres,onentendextensionfinie de 7 .

3.1.1Définition. Soit 7Õ- ú uneextensionfinie. Un élément� de ú estdit entiersur
�

s’il
estracined’un polynômeunitaireàcoefficientsdans

�
. Autrementdit, � dansú estentiersur

�
s’il existe ��9 H et des

�KL
dans

�
, ; Ä � ��� , telsque:

� � 
 � � Ê = � � Ê = 
 b�b�b 
 ��= �ß
 �Qû � ; �
L’ensembledetelsélémentsseranot́e úßü . Unenotationpluscourantepour úßü est ý�þ .

3.1.2Exemple. Montronsque 7Æü � �
. Il est évidentque 7Æü contient

�
. Soit

�
dans 7Æü , et

écrivons
� � � \ Â , avec � et Â ¸�; desentierspremiersentreeux.Prenons» dans

�r� � � unitaire
tel que » ����� � ; . Ecrivons »É�§� ? 
 �K? Ê = � ? Ê = 
 b�b�b 
 �Kû

. Celadonne:

� ? 
 �@? Ê = � ? Ê = Â�
 b�b�b 
 �Kû Â ? � ; �
Supposonsqu’unnombrepremierz divise Â . Alors z divise

�@? Ê = � ? Ê = Ây
 b�b�b 
 �Kû Â ?
, donc � ? ,

donc � , cequi contreditque � et Â sontpremiersentreeux.Il enrésulteque Âÿ�yH et que
�

est
dans

�
.

La définitiond’intégralit́eestclairementunegéńeralisationdela notiond’élémentalgébrique
dansuneextensiondecorps.Nousallonsmontrertoutdesuiteque úßü estenfait unsous-anneau
de ú , contenant

�
. Le fait que úßü contient

�
estdetoutefaçon évident.

3.1.3Proposition. Soit #j- / un morphismed’anneaux.Un élément
�

de / estdit entiersur# s’il existe ��9 H et des
�@L

dans# , ; Ä � �¼� , tel que:� � 
 � � Ê =ì� � Ê = 
 b�b�b 
 ��=ì� 
 �Kû � ; �
Pour

�
dans/ , lesconditionssuivantessontéquivalentes:

1.
�

estentiersur # ;

2. la sous-# -algèbre# � � �
de / estun # -moduledetypefini ;

3. il existeunesous-# -algèbre� de / , contenant
�
, et detypefini entantque # -module;

4. il existeun sous-# -module � de / , de typefini, contenantH et stableparmultiplication
par

�
(i.e., tel que

� � Þ � ).

5. il existe un sous-# -module � de / , de type fini, contenantun non diviseurde zéro et
stableparmultiplicationpar

�
.

Soit / J
l’ensembledes

�
dans/ qui sontentierssur # . Alors / J

estunesous-# -algèbrede / .
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Preuve. Montronsque
� H ��� ��|@�

. Soit » dans# � � � unitaire,tel que » ���0� � ; . Alors le sous-
anneau# � � �

de / est l’image du morphismede # -algèbres # � � � - / qui envoie � vers
�
.

Comme» estunitaire,onpeutdiviseravecrestepar » dans# � � � , cequi montrequele # -module# � � � \D� » � est libre de base
� H � � � �>�>� � � � Ê = � , avec � le degré de » . Il en résulteque # � � �

est
engendŕe, en tantque # -module,par H , � , �2�>� ,

� � Ê = . Bien sûr, ceci sevoit égalementennotant
quedans# � � �

les
���

avec Â 9l� sontcombinaisonslinéairesdes
���

avec ùÐ� Â , doncdes
���

avec ùâ��� .�q|@��� � � � : on peutprendre�l* � # � � �
.� � ��� ��{Q�

: on peutprendre� * � � .��{Q��� �	�@�
: on peutprendre“ � * � � ”.

Montronsfinalementque
�	�F�
� � H � . Soit � un sous-# -modulede / , de type fini, conte-

nantun nondiviseurdezéro � , et stableparmultiplicationpar
�
. Soient �ñ9l; et Â =0� �>�>� � Â �

desgéńerateursde � . Pourtout
�
,
� Â L

s’écrit comme � è �4è� L Â è
, avec les

��è�� L
dans# . Notons^ la basecanoniquedu # -modulelibre # � , et consid́eronsle morphisme�d*¨# � - � qui en-

voie ^ L vers Â L
. Commeles Â L

engendrent� , cemorphismeestsurjectif.Nousavonsalorsun
diagrammecommutatif: # � �$�$	$ - �

Ú�� ��� ����� �# � �$�$	$ - �
où

� b estl’endomorphismeÂ�¾- � Â de � , et où
� b estl’endomorphisme� ¾- � � de # � . Soit» dans # � � � le polynômecaract́eristique GDå0æ � ��� � $ ���

de
�
. Par définition, » est unitaire,de

degré � . Le théor̀emedeCayley-Hamilton(voir ci-dessous)dit que » ����� � ; dans���DG�� � # � � . Il
enrésultequel’endomorphismeÂ ¾- » ���0� Â de � estnul. Enparticulier, » ��� � �º� ; , et comme� n’estpasundiviseurdezéro, » ��� �

estnul.
Montronsmaintenantledeuxìemeénonće.Il fautdoncmontrerque/ J

estunesous-# -algèbre
de / . Soientdonc

�>=
et

� m dans/ J
. Alors la sous-# -algèbre# � �2=0��� m � de / engendŕeepar

�2=
et

� m
estun # -modulede typefini (carengendŕe par les

� L = � è m avec ; Ä � �Ï� et ; Ä ½ � Â si
�2=

et� m sontracinesdepolynômesunitairesà coefficientsdans# dedegrés � et Â respectivement).
L’ équivalenceentreles conditions1 et 3 montrealorsquetout élémentde # � �2=0��� m � estentier
sur # . ©
3.1.4Théorème.(Cayley-Hamilton) Soit # un anneaucommutatif, � 9 ; un entier, et

�
dans � � � # �

. Soit » dans # � '(�
le polynômecaract́eristique GDå0æ � ' � � $ �}�

de
�
. Alors » ����� � ;

dans� � � # �
.

Preuve. C’estclair si
�

estdiagonale; nousallonsnousramener̀acecas.Fixonspourl’instant
l’anneau# , maispensonsaux coefficientsde

�
commedesvariables.Alors les coefficientsde» ���}�

sontdesfonctionspolynomialesdes
�@L�� è

, à coefficientsdans
�

. Il suffit doncde montrer
l’identité pour #P* � �r� O�� L�� è ² H Ä � � ½ Ä � R � , et

�
la matrice � . Plongeons# d’aborddansson

corpsdesfractions ú , et ensuitedansun corpsdedécomposition� de » ( » vu commeélément
de ú � '(�

). Si le discriminantde » estnonnul,
�

a � valeurspropresdistinctesdans � , estdonc
diagonalisablesur � , et le résultatestclair. Pourvoir quele discriminantestnonnul, il suffit de
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le voir apr̀esun choix convenabledevaleurspour les � L � è . On peutprendreparexemplepour �
la matricediagonaleG�V"!FC � H �A|}� �>�>� � � � . ©
3.2 Lescorps quadratiques.

3.2.1Théorème. Touteextensiondedegré2de 7 estisomorphèaunesous-extensionde 7j- &
dela forme 7y-<7 � Å I � pourununiqueI `�jH dans

�
sansfacteurcarŕe : ^ m ² I implique ^Ô� p H .

Soit I `�xH un entiersansfacteurcarŕe.Alors 7 � Å I � estuneextensiondedegré2 de 7 . Ona :

7 � Å I � ü � ��� Å I � si I `# H mod4
� 7 � Å I � ü � �r� � HU
 Å I �1\@| � si I # H mod4.

Dansle premiercas,
� H � Å I � estune

�
-basede 7 � Å I � ü . Dansle deuxìemecas,

� H �4� HU
 Å I �1\@|@�
estune

�
-basede 7 � Å I � ü .

Preuve. Soit ú uneextensiondedegré
|

de 7 . Prenons� dansú tel que ú � 7Ýb H ÷ñ7Ýb � . Il
existe

�
et

�
dans7 telsque � m 
 � ��
 � � ; . On pose� * ���ø
 �}\F|

(
|

estbieninversibledans7 ), etona � m � I J * � � m \�{ $ �
. Onabien ú � 7 � � � . On écrit I J � � m�I avec

�
dans7 et I dans�

et sansfacteurcarŕe. En posant� * �Ï� \F� , on a ú � 7 � � � , avec � m � I ; I `� H car ú estde
degrédeux.Cecimontredoncl’existence.

Supposonsque I et I J sontdesentiers
`�yH sansfacteurcarŕe, telsqueles 7 -algèbres7 � Å I �

et 7 � Å I J � soientisomorphes.Il existealors
�

et
�

dans7 telsque I J � ��� 
 � Å I � m , cequi donne:|F�Q� � ; et
� m 
 � mAI � I J . Si

� � ; , on a
� mAI � I J et on a I � I J . Si

� � ; , on a
� m � I J , cequi

contreditle fait que I J n’estpasuncarŕe dans7 . Ceciétablit l’unicit é.
Soit maintenantI `� H un entier sansfacteurcarŕe. Soit par la théoriede Galois,soit en

remarquantque � m $ I a deuxracinesdistinctes
Å I et $ Å I dansú * � 7 � Å I � , on voit que ú

a un uniqueautomorphismenon trivial $ , donńe par $ ��� 
 � Å I � � � $ � Å I , pour tout
�

et
�

dans7 . Comme$ estunautomorphisme,on a $ � úøü � � úøü . Pourtout � dansú , on a :

; � � � $ � � � � $ $ � � �[� ��� m $ � �ß
 $ � � �[� ��
� $ � � �0�
avec ��
 $ � � � et � $ � � � dans7 . Soit � dansúøü . Alors $ � � � estdansúøü donc ��
 $ � � � et � $ � � �
sontentierssur

�
; commeils sontdans7 , ils sontdans

�
. En écrivant �É� � 
 � Å I , avec

�
et

�
dans7 , celadonne: |F�®± � � � m $ I � m ± � �
En particulier, celaimpliqueque

{ I � m estdans
�

. On endéduitque
|F�

estdans
�

(car I estsans
facteurcarŕe).Ensuite,on distinguelestrois cas I �yH , $ H et

|
modulo

{
, et on trouveque � est

biendela formesouhait́ee(il estutile denoterque
��|F��� m $ I ��|F�0� m estdans

{ �
). D’autrepart,on

vérifiedirectementqueles � decetteformesontentierssur
�

. Lesdétailssontlaisśeesaulecteur.©
3.3 La trace.

Notrebut suivantestdemontrerquepour 7P- ú uneextensionfinie, úßü estlibre derangGDV]W&%%ú en tant que
�

-module.Nousallonsdonnerdeuxdémonstrationsde cela.La premìere
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seraplutôt algébrique,en utilisant une forme quadratiquequi s’appellela forme tracede ú
sur 7 . La deuxìemedémonstrationfait appelà desrésultatsbien connussur les sous-groupes
discretsde � -espacesvectorielsdedimensionfinie. Introduisonsmaintenantla trace.

3.3.1Définition. Soit # un anneau,et / une # -algèbrequi est libre de rangfini en tant que# -module.Pour
�

dans/ on appelletracede
�

sur # la tracedel’endomorphismeb � *¨/ - / ,�º¾- � � du # -module/ ; c’estunélémentde # quel’on notera' T�( ¬ � ��� �
. L’application ' T�( ¬ � de/ vers # estunmorphismede # -modules,on l’appellerale morphismetracedela # -algèbre/ .

L’application
���>=0�6� m � ¾- ' T ���2=[� m � de /·m vers # est # -bilinéaire,et estappeĺeela formetracede

la # -algèbre/ ; nousla noterons
���2=A��� m � ¾- ) �2=0��� m * ( ¬ � .

Pourquela formetracenoussoit utile, nousavonsbesoindesavoir qu’elleestnondéǵeńeŕee.

3.3.2Théorème. Soit ú - � uneextensionfinie decorps.Alors la formetraceestnondéǵe-
néŕeesi et seulementsi l’extensionestséparable.

Preuve. Supposonsque ú - � soit séparable.Alors il existe desélémentsprimitifs pour
cetteextension; prenonsenun,disons

�
, et soit » dansú � � � sonpolynômeminimal sur ú . Soitú - ú J

uneextensionqui scinde» : »º� � � $ �>=6� b�b�b � � $ ��+2�
dansú J � � � . Notons� J * � ú J-, þ��

la ú J
-algèbreobtenuede ú_- � parextensiondesscalairesde ú à ú J

(voir la section9 pourla
définitionduproduittensorield’algèbressurun corps).Alors )[b � b */.10Û¬ þ 0

estsimplementla forme
bilinéairedéduitede )ìb � b * .@¬ þ parla mêmeextensiondesscalaires.D’autrepart,la ú J

-algèbre� J
estisomorphèa

� ú Jv� +
via :

ú � � � \D� » �32$ - � � � J 2$ - ú J � � � \D� » �42$ - � ú J � + �
Maintenanton calculedirectement.Une façon de dire cequi sepasseici, estde dire quecette
extensiondesscalairesnechangerien auxmatricesqui donnentle morphismeet la formetrace,
par rapportà une ú -basede � , et à la ú J

-basede � J
endéduite,maisqu’apr̀escetteextension

de ú à ú J
, il existeunebasebeaucoupmieuxadapt́eeauprobl̀emequenousvoulonsrésoudre:

la basecanoniquede
� ú Jv� +

.
Nousnemontronspasl’implication dansl’autresens.Voir deslivresd’algèbre,parexemple

celui deLang(Algebra). ©
Nousallonsmaintenantmontrerquepour ú uneextensionfinie de 7 , la trace ' T þ ¬ % *¨úÌ- 7
envoie úøü dans

�
.

3.3.3Lemme. Soit # un anneau,et » *,/ = - / m un morphismede # -algèbres.Soit
�

dans/ =
entiersur # . Alors » ���0� estentiersur # .

Preuve. Immédiatcar » ���0� estannuĺepartoutpolynômequi annule
�
. ©

3.3.4Proposition. Soit ú une extensionfinie de 7 , et notons Iy* � GDV]W&%%ú . Il existe alors
exactementI morphismesde ú dans & , disons ) =�� �>�>� � ) +

. Soit � dans ú , et soit » dans7 � '(�
sonpolynômeminimal sur 7 . Alors :

1.
� ' $ ) = � � �[� b�b�b � ' $ ) +�� � �1� �:»�5�687:9<;>=�? þ ;
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2. Si � estdansúøü , » estdans
����'(�

;

3. Le polynômecaract́eristiquede b � *57 � � � -<7 � � � est » ;

4. Le polynômecaract́eristiquede b � *¹ú_- ú est » 5�687 9<;8=�? þ ;

5. Si � estdansúøü , ' T1þ ¬ % � � � estdans
�

.

Preuve. Le fait qu’il existeexactementI morphismesde 7 -algèbresde ú dans& a ét́emontŕe
enpremiersemestre.Rappelonsnousle principedela démonstration: onmontre,parrécurrence
sur I , l’ énonćesuivant: soit úí- � uneextensiondecorps,séparable,dedegré I , etsoit ú une
clôturealgébrique,alorsil existeexactementI morphismesde ú -algèbresde � dansú .

Soientmaintenant) =A� �>�2� � ) +
lesplongementsdenotre ú dans& . Montronsla formule1 en

haut.Soitdonc � dansú . L’identitésevoit alorsenregroupantles ) L(� � � qui sontégaux.Chaque
racinede » dans& intervient GDVXW@% ÙBA0Ü ú fois. Cecimontrela premìerepartie.

Soit � dansúøü . On appliquela premìerepartieà 7 � � � . Ennotant I A * � G�VXW@%%7 � � � on a :»º� � ' $ ) = � � �[� b�b�b � ' $ ) + = � � �[�0�
avec ) =0� �>�>� � ) + = lesplongementsde 7 � � � dans& . Les ) L�� � � sontentierssur

�
, donclescoeffi-

cientsde » , qui sontdessommesdeproduitsde ) L�� � � , sonteuxaussientierssur
�

. Maiscomme
ils sontdans7 , ils sontdans

�
. Ceciterminela démonstrationdela deuxìemepartie.

Par rapportła 7 -base
� H � � � �>�>� � � + = Ê = � de 7 � � � , la matricede b � est:CDDDDDDE

$ �Qû
H ...H ...

. . .
...H $ �F+ = Ê =

GIHHHHHHJ �

où nousavonsécrit »º� ' + = 
 � L KL+ = �@L ' L
. Onmontre,parrécurrencesurla taille decettematrice,

que son polynôme caract́eristiqueest » (c’est un exercice).Une autrefaçon de démontrerla
troisièmepartieestdedirequele polynômecaract́eristiquede b � estdans7 � '(�

, unitaire,dedegréI A , et,parCayley-Hamilton,annule� , doncégale» . Encoreuneautrefaçondefaireestd’étendre
lesscalairesde 7 à & , et dechoisirunebasemieuxadapt́eeaucalcul,c’est à dire, unebaseoùb � estdiagonale.

Soit
� � =A� �>�>� � �NM � une 7 � � � -basede ú . Onadonc ^ I A � I . Alors les � L � è formentune7 -base

de ú , quel’on ordonnecommesuite:
� � =A� �5� =A� �2�>� � � + = Ê = � =A� � m � �>�>� � . Par rapportà cettebase,

la matricede b � estconstitúeede ^ blocs,chacunégalà la matricedela partiepréćedente.Cela
démontredoncla quatrìemepartie.

La cinquìemepartierésultedirectementdespartiespréćedentes. ©
3.4 Premièredémonstration de la libert é de OQP .

Pourmontrerque úøü estlibre de rang GDV]W
%�ú en tantque
�

-module,nousallonsmontrer
que úøü contientun sous-anneauaveccettepropríet́e. Ensuite,en utilisant la forme trace,nous
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montrerons,par un argumentde dualit́e, que úøü estcontenudansun sous-
�

-modulelibre de
rang GDV]W&%%ú de ú . Par le résultatqui dit quetout sous-moduled’un

�
-modulelibre derang �

estlibre derangauplus � , celaimpliqueque úøü estlibre, derang GDV]W&%%ú .

3.4.1Proposition. Soit 7 - ú uneextensionfinie. Alors úøü contientun sous-anneauqui est
libre derang I³* � GDVXW@%%ú entantque

�
-module.

Preuve. Prenons� dans ú un élémentprimitif : ú � 7 � � � . En le remplaçant par � � avec��¸�; unentierconvenable,ona � entiersur
�

. Il estclair que
��� � � a lespropríet́esvoulues. ©

3.4.2Théorème. Soit ú uneextensionfinie de 7 . Alors úøü estlibre de rang GDV]W
%�ú en tant
que

�
-module.

Preuve. Soit # un sous-anneaude úøü qui estdéjà du bonrangsur
�

. Notonsquepourtout �
dansúøü et � dans# , on a ) � � � * þ ¬ % dans

�
. Celanousdonneun morphismede

�
-modulesdeúøü vers RTS@W�ü � # � � �

: �â¾- � ��¾- ) � � � * þ ¬ % � �
Comme # contient une 7 -basede ú (car # est libre du bon rang; appliquerla définition
d’indépendancelinéaire),et que la forme trace )[b � b * þ ¬ % estnon déǵeńeŕee,ce morphismeest
injectif. Donc úßü est isomorpheà un sous-modulede RUS@W�ü � # � � �

, qui est lui-mêmelibre de
rang GDV]W@%Ôú . Commetout sous-moduled’un

�
-modulelibre derangfini � estlibre derangau

plus � , celanousdonneque úøü estlibre derangauplus GDVXW@%%ú . Mais commeil contient # , il
estderang GDVXW@%%ú . ©
3.5 Deuxièmedémonstrationde la libert é de OQP .

Soit ú uneextensionfinie de 7 , I®* � GDV]W
%�ú , et ) =A� �>�2� � ) +
lesplongementsde ú dans& .

Nousnumérotonsles ) L de la façon suivante: ceuxqui ont imagedans � sont ) =A� �>�>� � ) ?V , et
ensuitetel que ) ?VXW�? õ W�L � ) ?VXW�L , où ) signifie ) suivi dela conjugaisoncomplexe.Nousposons:Y *¹ú -�� ? V[Z & ? õ � �º¾- � ) = � � �0� �2�>� � ) ?V\W�? õ � � �1� �
Cetteapplication

Y
, qui estunmorphismeinjectif de 7 -algèbres,s’appellele plongementcano-

niquede ú (passi canonique,caril fautnuméroterles ) L ). Decequi préc̀ede,il résultequesi on
a � dansúøü , et

Y � � � � � � =0� �>�>� � � ? V W�? õ � , alorsle polynôme� ' $ � =1� b�b�b � ' $ � ?�V[�2� ' $ � ?�V-W¨=[� � ' $ � ?V-W�? õ W¨=1� b�b�b � ' $ � ?V-W�? õ � � ' $ � ?V-W m ? õ �
estdela forme

' + 
 �]+ Ê = ' + Ê = 
 b�b�b 
 �D= ' 
 �Kû
, avecles

�@L
dans

�
. Même,les

�@L
sontdessommes

deproduitsde � L etde � L . Celaimpliqueque
Y � úøü � estdiscret,etdonc,parle théor̀emesuivant,

que
Y � úøü � estlibre derangauplus I .

3.5.1Théorème. Soit ^ unsous-groupediscretd’un � -espacevectoriel _ dedimensionfinie � .
Alors ^ estun

�
-modulelibre de rangauplus � . En plus, toute

�
-basede ^ estunesuite � -

linéairementindépendantede _ . Si ^ estderang � , on l’appelleun réseau.
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Preuve. Voir [Samuel,IV, Thm 1]. Mais la preuve donńee là-basne me plait pastrop; elle
ne donnepasd’algorithmepourcalculerunebasedu sous-groupediscret.Pourcetteraison,je
donneuneautrepreuve.

Nousremplaçons _ parsonsous-� -espacevectorielengendŕepar ^ .
Soientdonc _ et ^ commedansle théor̀eme.Nous devons montrerque ^ est libre de

rang � , et quetoute
�

-basede ^ estune � -basede _ . Récurrencesur � . Pour � � ; , c’est
clair. Supposonsdoncque ��9 H . Choisissonsun produit scalaire )[b � b * sur _ , et notons `4bX` la
normeassocíee.Prenonsa û danŝ nonnul, avec `ba û ` minimal (c’estpossiblecar ^ estdiscret,
doncd’intersectionfinie avectout sous-ensembleborńe de _ ). Notons _ J

l’orthogonalde �ca û ,
et zÆ*d_j-<�ca û et z J *�_x- _ J

lesprojectionsorthogonales.
Montronsd’abordque

� a û � ^ c �ea û . Soit a dans ^ c �ca û . On a a � 3da û pour un 3
dans� . Ecrivons 3 ��Â¼
 î avec ; Ä î·� H . Alors î<a û � a $ Â a û estdanŝ , et `�î<a û `+�f`ba û ` ,
donc î � ; , et a estdans

� a û .
Montronsmaintenantque z J ^ est discret (dans _ J

, bien sûr). Pour cela, il faut montrer
qu’il existe î�¸_; tel quesi a estdans ^ maispasdans �ea û , alors `(z Ju� a � `Ð¸íî . Soit donca dans ^ maispasdans �ca û . En translatantpar un élémentde

� a û , nouspouvonssupposer
que `(z � a � ` Ä � H \@|F� `ba û ` (faireun dessin,avec la bandedestels a , et la boulederayon `ba û ` ).
Comme `ba û ` estminimal,on a `(z J � a � `%9 � H \@|@� Å ��`ba û ` .

Par récurrence,z J ^ estlibre, derangauplus � $ H , et toute
�

-basede z J ^ estune � -base
de _ J

. Soient a =0� �2�>� � a ? danŝ tel que
� z JÒ� a =[�A� �>�>� � z JÒ� a ?��1� soitune

�
-basede z J ^ . Onmontre

qu’alors a�* � � a û�� a =A� �2�>� � a ?A� estune
�

-basede ^ (exercice).Il estclair que
� a û2� a =0� �>�>� � a ?�� est

une � -basede _ . Par rapportà cette
�

-basede ^ , toute
�

-basede ^ estdonńeeparun élément
de gih � � � �

, doncenparticulierparun élémentde gih � � � �
, cequi terminela démonstration. ©
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4 Lesanneauxde Dedekind.

Nousvoulonsdémontrerquedansl’anneaud’entiers úøü d’un corpsdenombresú ona fac-
torisationuniquedesidéauxnonnulsenidéauxpremiers.Celaremplacera,danslesapplications,
la factorialit́e perdue.Pourvoir quela factorialit́e estperdue,consid́ererle cas ú � 7 � Å $ �F�

.
La géńeralit́enaturelledecequenousvoulonsfaireestle cadredesanneauxdeDedekind.Nous
allonssuivre [Samuel,III].

4.1Définition. Un anneau# estdit deDedekindsi :

1. il estintègre;

2. noeth́erien: tout idéalestdetypefini ;

3. intégralementclos: tout élémentducorpsdefractionsqui estentiersurl’anneau,estdans
l’anneau;

4. tout idéalpremiernonnul estmaximal(la dimensiondeKrull estauplusun).

4.2 Les OQP sont deDedekind.

Avecce quenousavonsdéjà vu, il estclair quetout anneauprincipal estde Dedekind.Le
but de cettesectionest de montrerque les anneauxd’entiersdescorpsde nombressont de
Dedekind.Par définition,cesanneauxsontintègres.Le fait qu’ils sontlibresderangfini entant
que

�
-modulesentrâınequ’ils sontnoeth́eriens: tout idéalestun sous-moduled’un

�
-module

libre de rangfini, donclibre de rangfini, doncengendŕe, mêmeen tant que
�

-module,par un
nombrefini d’éléments.Restedoncàvoir qu’ils sontintégralementclos,etquetoutidéalpremier
nonnul estmaximal.

4.2.1Proposition. Soit ú un corpsdenombres.Soit z un idéalpremiernonnul de úßü . Alors z
estmaximal.

Preuve. Soit � dans z non nul (existe car z non nul). Comme úßü est intègre,l’applicationúøüº- z , ��¾- �5� , estinjective.Celamontreque z estlibre demêmerangque úßü entantque�
-module,doncque úßü \ z estfini. Commeun anneauintègrefini estun corps,z estun idéal

maximal. ©
4.2.2Lemme. Soit #x- /ä- � desmorphismesd’anneaux,avec / entiersur # : tout

�
dans/ estentiersur # . Soit � dans� , entiersur / . Alors � estentiersur # .

Preuve. Prenonsunerelationdedépendanceintégralepour � sur / :

� � 
 � � Ê = � � Ê = 
 b�b�b 
 ��û � ; �
avecles

�6L
dans/ . Notonsquela sous-# -algèbre# � �Aû�� �>�>� ��� � Ê =�� � � de � estdetypefini entant

que # -module,carengendŕepardesmonômes
� Lkjû b�b�b � L �ml V

� Ê = � L � avectouslesexposantsborńes.Le
critèred’intégralit́edu cours3 impliqueque � estentiersur # . ©
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4.2.3Proposition. Soit ú un corpsdenombres.Alors úßü estintégralementclos.

Preuve. Il n’y aqu’à appliquerle lemmepréćedentdansle cas
� - úßü·- ú . ©

4.3 Autr esexemplesd’anneauxdeDedekind.

Les anneauxde Dedekindne semanifestentpasuniquementen théoriedesnombres,mais
égalementengéoḿetriealgébrique,commele montrel’exemplesuivant.

4.3.1Exemple. Soit ù un corps, » dans ù � � � � � irréductible,tel que » et sesdérivéspartiels » A
et »on engendrentl’id éal ù � � � � � de ù � � � � � . Alors l’anneau#ä* � ù � � � � � \D� » � estdeDedekind.En
termesgéoḿetriques: l’anneaudecoordonńeesd’unecourbealgébriqueaffinenonsingulìereest
deDedekind.Un tel anneau# peutêtrenonfactoriel,doncle fait qu’il soit encoredeDedekind
estimportant.Par exemple, � � � � � � \D� � m 
�� m $ H � n’est pasfactoriel.Ce dernierfait n’est pas
difficile à démontrer. Parexemple,leséléments� et � $ H n’admettentpasdepgcd.

4.4 Généralit ésnoethériennes.

Noussuivons[Samuel,III].

4.4.1Proposition. Soit # un anneau,et � un # -module.Les conditionssuivantessont équi-
valentes:

1. toutefamillenonvidedesous-modulesde � poss̀edeun élémentmaximal,c’estàdire,sip
estunensemblenonvideet,pourtout

�
dans

p
, � L

unsous-modulede � , alorsil existe�
dans

p
tel quepourtout

½
dans

p
, � L

n’estpascontenustrictementdans� è
;

2. toutesuitecroissantedesous-modulesde � eststationnaire: si � = Þ � m Þ b�b�b estune
suitedesous-modulesde � , on a � L � � LqW¨=

pourtout
�

assezgrand;

3. tout sous-modulede � estdetypefini.

Preuve. Les implications
� H � � � �q|@�

,
�q|F� � � � � � et

� � � � � �q|@�
sontclaires.Montrons,pour

finir, que
�q|@� � � � H � . Celasefait par contradiction: supposonsquetoutesuitecroissantede

sous-modulesde � eststationnaire,et que � L
, pour

�
dans

p
, soit unefamillenonvidedesous-

modulesde # , qui n’admetpasd’élémentmaximal.Alors, pourtout
�
dans

p
, il existeun

� J
dansp

avec � L 0
strictementplus grandque � L

. Mais alorsil existe unesuitestrictementcroissante� Lrj Þ � L�V b�b�b , cequi contreditquetoutesuitecroissanteeststationnaire. ©
4.4.2Définition. Soit # un anneau.Un # -module � estnoeth́eriensi tout sous-modulede �
estdetypefini. L’anneau# estdit noeth́eriens’il l’est entantque # -module,c’està dire,si tout
idéalestdetypefini.

4.4.3Exemples. L’anneau
�

estnoeth́erien,ainsiqueles úßü pourlesextensionsfinies ú de 7 .
Tout corpsestnoeth́erien,parmanqued’idéaux.Si # estnoeth́erien,alors # � � � l’est aussi; voir
unlivred’algèbrepourcerésultatfondamental(nousnel’utiliseronspas).L’anneau

�r� � =�� � m � �>�>� �
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depolynômesenunnombreinfini devariablesn’estpasnoeth́erien,ainsiquela clôtureintégrale�
de

�
dans7 .

4.4.4Proposition. Soit # un anneauet ;®- � J - � - � J�J - ; unesuiteexactecourtede# -modules.Alors � estnoeth́eriensi et seulementsi � J
et � J�J

le sont.

Preuve. Si � estnoeth́erien,alors � J
et � J�J

le sont,cartout sous-modulede � J
estun sous-

modulede � , et toutsous-modulede � J�J
estl’imaged’un sous-modulede � , donctousdetype

fini. Supposonsmaintenantque � J
et � J�J

sontnoeth́eriens.Soit ¿ un sous-modulede � , ¿ J
sonintersectionavec � J

et ¿ J�J
sonimagedans � J

. Alors ¿ J
et ¿ J�J

sontde typefini. Prenons
deséléments� J = � �2�>� � � J? et � J�J= � �>�>� � � J Js de ¿ telsque � J = � �>�>� � � J? engendrent¿ J

, et lesimagesde� J J= � �>�>� � � J Js dans� J�J
engendrent¿ J J

. Alors � J = � �>�>� � � J? et � J�J= � �>�>� � � J Js engendrent¿ . ©
4.4.5Corollair e. Soit # un anneau.Si � =0� �>�>� � � � sontdes # -modulesnoeth́eriens,alorsleur
produit � = Z b�b�b Z � � estnoeth́erien.Si # estnoeth́erien,alorstout # -moduledetypefini est
noeth́erien.

4.5 Produits d’id éaux.

4.5.1Définition. Soit # un anneau,et
�

et
�

desidéauxde # . On définit alors le produit
���

commeétantl’id éalengendŕeparles �5� , avec � dans
�

et � dans
�
. Ceproduit

�Q�
estl’ensemble

dessommesfinis � L � L � L , avec � L dans
�

et � L dans
�
.

Le lemmesuivantdit que,pourcettemultiplication, les idéauxpremierssecomportentcomme
desélémentspremiers.

4.5.2Lemme. Soit # un anneau,z un idéal premier, et
��=A� �>�2� ��� � desidéaux.Supposonsquezut �D= b�b�b � � . Alors zvt �@L

pourun
�
convenable.

Preuve. Sinon,pourtout
�
, il existe � L dans

�@L
tel que � L n’estpasdansz ; maisalors � = b�b�b � �

estdans
��= b�b�b � � , et pasdansz . ©

4.5.3Lemme. Soit # un anneaunoeth́erien.Alors tout idéalde # contientun produitd’idéaux
premiers.Et aussi: tout idéalnonnul de # différentde # contientun produitd’idéauxpremiers
nonnuls.

Preuve. La preuve estun exempletypiquedel’utilisation, assezmagique,del’hypothèsenoe-
thérienne.Montronsparexemplele deuxìemeénonće.Soit

Y
la familledesidéauxnonnulsde #

différentsde # qui necontiennentpasdeproduitd’idéauxpremiersnonnuls.Supposonsque
Y

soit nonvide.Soit alors
�

dans
Y

maximal.Certainement,
�

n’estpaspremier, car
� t �

. Donc
(comme# \F�

estnonnul etnonintègre)il existe � et � dans# , nondans
�
, tel que �5� soitdans

�
.

Comme
� 
 # � et

� 
 # � sontstrictementplusgrandsque
�
, il existentdesidéauxpremiersnon

nuls z =A� �2�>� � z ? et Ã =0� �>�>� � Ã s , telsque
� 
 # � tgz = b�b�b�z ? et

� 
 # � t§Ã = b�b�b1Ã s . Maisalors:� t ��� 
 # � �2��� 
 # � � tz = b�b�bÒz ? Ã = b�b�b[Ã s �
cequi estunecontradiction.Donc

Y
estbienvide. ©
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4.6 Idéauxfractionnair es.

4.6.1Définition. Soit # un anneauintègre,et #�- ú soncorpsdefractions.Un idéalfraction-
nairede # estun sous-# -module

�
de ú tel qu’il existe I dans# nonnul avec I � Þ # . Si # est

intègreetnoeth́erien,lesidéauxfractionnairessontlessous-# -modulesdetypefini de ú . Si
�

et�
sontdesidéauxfractionnairesde # , leurproduit

�Q�
estle sous-# -modulede ú engendŕeparles�5� avec � dans

�
et � dans

�
; c’estencoreunidéalfractionnairede # , et,si

�
et

�
sontdesidéaux

de # , c’estle produitdéfini préćedemment.Demême,si
�

et
�

sontdesidéauxfractionnairesde# , leur somme
� 
 �

estun idéalfractionnairede # .

4.6.2Lemme. Soit # un anneauintègre.L’ensemble
p � # �

desidéauxfractionnairesnon nuls
de # estun monöıdepour la multiplication,c’est à dire, cettemultiplication estassociative, et
admetun élémentneutre(c’est # ).

Bien qu’on a deuxopérationssurl’ensembledesidéauxfractionnairesd’un anneauintègre# , à
savoir le produitet la somme,et quel’on a même

�¹��� 
 � � � ��� 
 �Q�
, cetensemblenedevient

pasunanneau,caril manquel’inversepourl’addition.

4.6.3Théorème. Soit # un anneaude Dedekind.Alors tout idéal maximalnon nul de # est
inversibledansle monöıde

p � # �
d’idéauxfractionnairesnonnul de # .

Preuve. Soit Â un idéal maximalnon nul de # . Notons #Õ- ú le corpsde fractionsde # .
Posons: Â J * �jO�� ± ú ² �5ÂíÞ # RQ�
Alors Â J

est un sous-# -modulede ú . Pour tout � dans Â on a ��Â J Þ # , donc Â J
est un

idéal fractionnairede # . Il suffit donc de montrerque Â J Â � # . Comme Â J t # , on aÂ_ÞñÂ J Â_Þ # , doncsoit Â J Â � # , soit Â J Âÿ�§Â . Supposonsque Â J Âÿ��Â .
Soit � dansÂ J

. Alors Â estun sous-# -modulede ú , de typefini, stableparmultiplication
par � , et contenantun nondiviseurde ; . Par notrecritèred’intégralit́e, � estentiersur # , donc
dans# , car # estintégralementclos.On a donc Â J � # . Ceciva contredirequetout lesidéaux
premiersnonnulsde # sontmaximaux.

Soit � dansÂ nonnul. Soient �i9 H entieret z =0� �>�>� � z � desidéauxpremiersnonnulsde #
tels que # � tÎz = b�b�b�z � , avec � minimal. Comme Â tP# � tÎz = b�b�b�z � , on a Â tÎz L pourun
certain

�
, disonspour

� ��H . Mais Â et z = sontmaximaux,donc z = �jÂ . Posons
� * � z m b�b�b�z � .

Alors ona # � t Â �
et # � `t �

parminimalitéde � . Prenonsalors � dans
�
, nondans# � . Alors

on a �Q� Ê = `± # , et ��� Ê = Â_Þ # , autrementdit : �Q� Ê = ± Â J
. Contradiction. ©

4.6.4Remarque. Jetrouve quela preuve donńeeci-dessusn’est pasconceptuelledu tout. On
peutsuivre ligne par ligne quecelamarche,maiscomprendrece qui sepasse,c’est bien autre
chose.Si on disposede l’outil de localisation,on peutfaire unepreuve plus conceptuelle,par
exemple,commeSerredanssonlivre [Serre3]. Toutd’abord, Â J \ # est

� ú \ # � �   û
, le plusgrand

sous-modulede ú \ # annuĺe par Â . Ensuite,dansle caslocal,on a pourtout � nonnul dansÂ ,
que # � � Ê = � � ú (le seul idéal premierde # qui estcontenudans # � est ; ). Il en résulteque
tout élémentde ú \ # estannuĺe parunepuissancede � . CommeÂ estdetypefini, il enrésulte
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quetout élémentde ú \ # estannuĺe parunepuissancede Â . Mais enprenantun sous-module
minimal de ú \ # (ou d’un sous-modulenonnul de typefini de ú \ # ), on trouve que Â Já\ # est
nonnul. (Pourl’existenced’un sous-moduleminimal,on utilise qu’un sous-moduledetypefini
de ú \ # estartinien.)

Pourfinir cetteremarque,notonsqu’onpeutmêmefairecetargumentsanslocalisation.Voici
commenton fait : soit � dans Â non nul. Il suffit de voir que

� � Ê = # \ # �w�   û `� ; . Mais la
multiplication par � induit un isomorphismede � Ê = # \ # vers # \ � # . Ce dernierestun anneau
noeth́erienoù tousles idéauxpremierssontmaximaux,et doncminimaux.Or, dansun anneau
noeth́erien,lesidéauxpremiersminimauxsontennombrefini. Soientdonc Âÿ��Â =A� �>�>� � Â ?

les
idéauxpremiersde /k* � # \ � # . Commedanstout anneau,l’intersectiondesidéauxpremiers
estl’id éaldesnilpotents(c’estvrai, pourmontrerceci,il estcommodedelocaliserparrapportà
un élémentdecetteintersection).CommeÂ =5c b�b�b c Â ?

estdetypefini, c’estun idéalnilpotent.
On conclutque / estartinien,et que,pour � assezgrand,le morphisme/ä- x L / \ Â �L estun
isomorphisme.On termineenprenantun sous-moduleminimal de / \ Â � : un tel sous-module
estnécessairementisomorphèa / \ Â , cequi montreque / �   û `� ; .

Danslesexercicesontrouverauneversionplusélémentairedesargumentsci-dessus,adapt́ee
sṕecialementaucasdes úßü .

4.7 Factorisation unique desidéauxfractionnair es.

Danscettesectionet la suivante,nousallonsdémontrercertainsrésultatsconcernantlesan-
neauxdeDedekind,etenmêmetempspouruncertaintyped’anneauxapriori plusgéńerauxdont
nousverronsplus tard quece sonteux aussidesanneauxde Dedekind.La raisonde proćeder
commececiestquecelanouspermetdedémontrerplusloin uncritèrepratiquepoursavoir si un
sous-anneaud’un anneaud’entiersdansuncorpsdenombreestégalà l’anneaudesentiers,sans
avoir à refairelesdémonstrationsdesrésultatsdecesdeuxsections.

4.7.1Théorème. Soit # un un anneaudeDedekind,ou un anneauintègre,noeth́eriendonttout
idéalpremiernonnul estmaximaletinversibledans

p � # �
. Soit y l’ensembledesidéauxpremiers

nonnulsde # . Alors toutidéalfractionnairenonnul
�

de # s’écritdefaçonuniquesousla forme:� � �Ö{z{| z ×�Ø ÙëÚ[Ü �
avecles � Ö ���}� dans

�
, presquetousnuls.Si

�
estun idéalnonnul de # , ona �0Ö ����� 9§; pourtoutz dansy .

Le monöıde
p � # �

estun groupe: tout idéal fractionnairenon nul
�

de # admetun inverse
pourla multiplicationd’idéauxfractionnaires.Nousavonsdoncun isomorphismedegroupes:

�d* p � # �32$ - } | � � � Ù | Ü � � ¾- � z ¾-<�0Ö �����1� �
Preuve. Soit

Y
l’ensembledesidéauxnonnulsde # qui nesontpasproduitd’un nombrefini

d’élémentsde y . Supposonsque
Y `��~ . Soit

�
un élémentmaximalde

Y
. Alors

�`� # , car #
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estle produitdezéroélémentsde y . Doncil existe z dansy tel que
� Þ z (prendrez maximal

parmilesidéauxdifférentsde # etcontenant
�
). Soit z J l’inversede z . On a :� Þ � z J Þ z@z J � # �

Si
� � � z J , on a z J � # (commedansla preuve du théor̀emepréćedentsi # estdeDedekind,et

enutilisantle lemme4.11.2sousl’autre hypoth̀esesur # ). Donc
� z J n’estpasdans

Y
. Donc

� z J
s’écrit sousla forme

� z J � z = b�b�b�z � , avecles z L dansy . Maisalorsona :� � � # � � z J z � z = b�b�b�z � z �
ce qui estunecontradiction.Donc

Y
est bien vide, et tout idéal non nul de # estun produit

d’élémentsde y .
Soit

�
un idéalfractionnairenonnul de # . Soit I nonnul dans# tel que

� * � I � Þ # . Ecri-
vons IK# � Ã = b�b�bìÃ � et

� � z = b�b�b�z � avecles z L et Ã è dansy . Alors ona
� � z = b�b�bÒz � Ã Ê == b�b�b1Ã Ê =� ,

cequi montrequetout idéalfractionnairenonnul estunproduitdepuissancesd’élémentsde y .
Le fait que

p � # �
estun groupecommutatif,engendŕe par y , estmaintenantclair. Montrons

l’unicit é de la factorisation.Cela équivaut à ce que y soit libre. Supposonsqu’il existe une
relationnon triviale x Ö z � Ø � # . En séparantlesexposantspositifs et négatifs,on obtientune
relationnontrivialedela forme:

z � V= b�b�b�z �{�? � Ã � V= b�b�b1Ã ���s �
avec les exposantş ; et les z L et Ã è tousdistincts.Mais alors z = contient Ã � V= b�b�b1Ã ���s , donc
contientl’un des Ã L , et estdoncégalà l’un des Ã L , cequi estunecontradiction. ©

Pourpouvoir travailler aveccettefactorisationdesidéauxfractionnaires,nousavonsbesoin
d’en traduirelespropríet́eslesplusimportantesentermesdecettefactorisation.D’où le formu-
lairesuivant.

4.7.2Théorème. Soit # un un anneaudeDedekind,ou un anneauintègre,noeth́eriendonttout
idéalpremiernonnul estmaximaletinversibledans

p � # �
. Soit y l’ensembledesidéauxpremiers

nonnulsde # . Soient
�

et
�

desidéauxfractionnairesnonnulsde # .

1. Pourtout z dansy : � Ö �����0� � �0Ö ����� �0Ö ���0� .
2. On a

� Þ �
si et seulementsi �0Ö ����� 9ñ�0Ö ���0� pourtout z dansy .

3. On a
� Þ # si et seulementsi �0Ö ����� 9§; pourtout z dansy .

4. Pourtout z dansy : � Ö ��� 
 �0� � WøV�� � �0Ö �����0� � Ö ��� �[� .
5. Pourtout z dansy : � Ö ���Ôc��0� � W�!1� � �0Ö �����0� � Ö ���0�1� .

Preuve. L’ énonće (1) résultedirectementdu théor̀emepréćedent.Pour(2), on noteque
� Þ �

équivautà
� Ê = � Þ # . Doncavec(1), (2) résultede(3). Montrons(3). Si les �0Ö ����� sonttous 9§; ,�

estun produit d’idéaux,doncun idéal. Si
� Þ # , tous les �0Ö ����� sont 9_; par le théor̀eme

préćedent.Montrons(4). Celarésultede(2) plusle fait que
� 
 �

estle pluspetit idéalfraction-
nairede # qui contient

�
et

�
. L’ énonće (5) correspondaufait que

��c �
estle plusgrandidéal

fractionnairede # contenudans
�

et
�
. ©
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4.8 Valuationssur lesanneauxdeDedekind.

En pratique,on travaille plutôt directementavec les élémentsdu corpsde fractionsd’un
anneaude Dedekindqu’avec les idéauxfractionnaires.Pourcela,il estcommoded’introduire
lesvaluationsinduitesparlesidéauxpremiersnonnuls.

4.8.1Définition. Soit # un un anneaudeDedekind,ou un anneauintègre,noeth́eriendonttout
idéalpremiernonnul estmaximalet inversibledans

p � # �
. Soit ú soncorpsde fractions,et y

l’ensemblede sesidéauxpremiersnon nuls. Pour tout z dans y , la valuationsur ú en z est
l’application: �0Ö *5ú_- ��� ON��R � �â¾- �0Ö � # � � si � `� ; , ; ¾- � .

4.8.2Proposition. Dansla situationde la définition préćedente,les applications�0Ö de ú vers��� ON��R ont lespropríet́essuivantes:

1. �0Ö � �5� � � �0Ö � � � 
 � Ö � � � pour tous � et � dans ú M
; autrementdit : �0Ö¥* ú M - �

estun
morphismedegroupes;

2. �0Ö � ��
¤� � 9ñW³V � � � Ö � � �0� �0Ö � � �1� , avecégalit́esi �0Ö � � ��`� �0Ö � � � .
Preuve. La premìere égalit́e résultedirectementde ce que # �5��� # � # � . Montrons(2). Si� � ; , ou �y� ; , ou ��
j�j� ; , c’est clair. Supposonsdonc les trois non nuls. Ecrivons# �g� zD×�Ø Ù�A0Ü � et # � � zD×�Ø0Ù n Ü � . Supposonsque � Ö � � � Ä � Ö � � � . Alors �0Ö ���}� � ; � � Ö ���0� . Nous
avons:

# �º� z ×�Ø0ÙBA0Ü � Þ z ×�Ø0Ù�A0Ü ��� 
 � �A� # ��� z ×�Ø0Ù n Ü � Þ z ×�Ø0Ù n Ü ��� 
 �0� Þ z ×�Ø2Ù�A0Ü ��� 
 �0� �
Il enrésulteque # �N
 # �ß� z ×�Ø ÙBA0Ü ��� 
 �0�

. Le Théor̀eme4.7.2dit que �0Ö ��� 
 �0� � ; , cequi donne
bien �0Ö � �ß
� � � � Ö � # � �ß
¤� �1� 9ñ� Ö � # �ß
 # � � � �0Ö � � � �
Si �0Ö � � � ¸��0Ö � � � , alors �U
³� n’estpasdansz ×�Ø0Ù�A0Ü W¨= ��� 
 �0�

, carsinon � seraitdansz ×�Ø ÙBA0Ü W¨= ��� 
 �0�
,

cequi n’estpasle cas. ©
Cespropríet́esjustifientle nomdevaluationpourles �0Ö . Nousnedonneronspasici la définition
géńeraledecequ’estunevaluation,maisnousvoulonsplutôt insistersurl’analogieavecl’ordre
d’unefonctionméromorpheenunevariableenunpoint.

Consid́eronsparexemplel’anneau& � � � . Alors, pour » `� ; dansle corpsdesfractions & � � � ,
et

�
dans & , on a bien que l’ordre de » en

�
est l’exposantde � $ �

dansla factorisationen
irréductiblesde » .

Pourmanipulerfacilementles � Ö � � � , il estcommodedepenser̀a � commeunefonction,et à�0Ö � � � commel’ordre de � en z . A vrai dire,engéoḿetriealgébriqueon disposedecequ’il faut
pourrendretoutcecirigoureux.Enparticulier, si # estl’anneaudesfonctionsrégulìeressurune
courbealgébriqueaffine nonsingulìere,cetteinterpŕetationesttout à fait correcte.

Le résultatsuivantestl’analoguedecequ’unefonctionrationnellesanspôleestrégulìere.
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4.8.3Proposition. Soit # ununanneaudeDedekind,ouunanneauintègre,noeth́eriendonttout
idéalpremiernonnul estmaximalet inversibledans

p � # �
. Soit ú soncorpsde fractions,et y

l’ensembledesesidéauxpremiersnonnuls.Soit � dansú et
�

dans
p � # �

. Pourque � soit dans�
il fautet il suffit que �0Ö � � � 9:�0Ö ����� pourtout z dansy . En particulier, pourque � soit dans#

il fautet il suffit que � Ö � � � 9§; pourtout z .

Preuve. Ceci résultedirectementde la définition de � Ö¥*,ú M - �
et desparties(2) et (3) du

Théor̀eme4.7.2. ©
4.9 Groupedesunit éset groupede classesd’id éaux.

Soit # un anneaude Dedekind, ú son corpsde fractions,et y l’ensemblede sesidéaux
premiersnon nuls.Rappelonsnousque

p � # �
estle groupedesidéauxfractionnairesnon nuls,

et quenousavonsun isomorphisme��* p � # � 2- � Ù | Ü donńe par
� � x Ö z ×�Ø0ÙëÚ1Ü . Rappelonsnous

aussiquenousavonsdéfini desvaluations� Ö¥*5ú M - �
, par � Ö � � � � � Ö � # � � .

Un idéalfractionnaire
�

de # estdit principals’il estprincipal,c’està dire,s’il existe � dansú tel que
� � ú � . Nousavonsunmorphismedegroupes:

ú M $ - p � # �A� �â¾- # �¥�
L’image de ce morphismeest le sous-groupey � # �

desidéauxfractionnairesprincipaux.Le
quotient

p � # �1\ y � # �
estappeĺe le groupedeclassesd’idéauxde # , et estnot́e � � # �

. Avecces
définitions,il estclair quenousavonsunesuiteexacte:

; $ -<# M $ - ú M ×$ - � Ù | Ü $ - � � # � $ - ; �
Unefaçond’interprétercettesuiteexacteestdedirequelesseulesobstructionscontreceque� soitunisomorphismesont # M

et � � # �
. Plusexactement,soit Â *dyÎ- �

dans
� Ù | Ü . Alors Â est

dansl’imagede � si etseulementsi l’imagede Â dans� � # �
estnulle.Si tel estle cas,etsi � dansú M

avec � � � � ��Â , alors � Ê = O4ÂaRr� # M � . Dansle casoù # estl’anneaudefonctionsrégulìeres
surunecourbealgébriqueaffine nonsingulìere,le groupe� � # �

estl’obstructionquandon veut
construirede tellesfonctionsavecdesordresde pôleset dezérosdonńesen touslespoints,et
on l’appellele groupedePicarddela courbe.Uneautreraisond’êtrede � � # �

estla proposition
suivante.

4.9.1Proposition. Soit # unanneaudeDedekind.Alors # estfactorielsi et seulementsi � � # �
esttrivial.

Preuve. Si � � # �
esttrivial, tout idéalpremiernonnul estprincipal,donctout � nonnul dans# s’écrit comme~Kz = b�b�b�z � , avec ~ dans# M

, �¤9y; et les z L premiers.Donc,danscecas, # est
factoriel.

Supposonsque # estfactoriel.Alors tout � nonnul dans# s’écrit sousla forme ~Kz = b�b�b�z � ,
avec ~ dans# M

, �t9§; et les z L premiers,etdonc # � s’écrit comme
� #dz =[� b�b�b � #dz � � , c’estàdire,

commeun produit d’idéauxpremiersprincipaux.L’unicité de la factorisationdesidéauxnon
nulsenidéauxpremiersnonnuls impliquedoncquetousles idéauxpremiersqui interviennent
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dansla factorisationd’un tel # � sontprincipaux.Pourmontrerque � � # �
estnul, il suffit donc

demontrerquetout idéalpremierz nonnul intervientdansla factorisationd’un # � . Soit z un
idéalpremiernonnul. Prenons� dansz , nondansz m (c’estpossible,car z�t�z m et par l’unicit é
desfactorisations,z `� z m ). Alors � Ö � � � �jH . ©
Dans la résolutionde syst̀emesd’équationspolynomiales,les groupes� � # �

et # M
sont des

groupesqui nousemb̂etent,etpourcetteraison,il estimportantdelescomprendreunpeumieux,
dansle casdesanneauxd’entiersdansles corpsde nombres.Pour ú un corpsde nombres,
nousmontreronsque � � úøü � estfini, et que ú Mü est,à desracinesde l’unit é près,libre de rang8 = 
 8 m $ H , où 8 = estle nombredeplongementsréelsde ú dans& , et

| 8 m le nombredeplonge-
mentsnonréels.Voilà lesdeuxrésultatsprincipauxdececours.

4.10 Quelquesconditions équivalentes.

Pourquetoutela théoriedesanneauxd’entiersdanslescorpsde nombressoit utile, il faut
disposerde critèrespratiquespour qu’un sous-anneaude l’anneaudesentiersd’un corpsde
nombressoit égalá l’anneaudesentiers.Voilà pourquoionconsid̀erele résultatsuivant.

4.10.1Théorème. Soit # unanneauintègrenoeth́erien,donttoutidéalpremiernonnulestmaxi-
mal.Alors lesconditionssuivantessontéquivalentes:

1. # estdeDedekind;

2. tout idéalpremiernonnul Â de # estinversibledans
p � # �

;

3. pourtout idéalpremiernonnul Â de # , le # \ Â -espacevectoriel Â \ Â m estdedimension
un.

Preuve. Le fait que(1) implique(2) estle théor̀eme4.6.3.
Montronsque(2) implique (3). Consid́eronsle morphismequotient zÆ* Â - Â \ Â m . L’ap-

plication qui à un sous-# -modulede Â \ Â m associeson imageréciproquedans Â estunebi-
jection entrel’ensembledessous # -modulesde Â \ Â m et l’ensembledessous # -modulesdeÂ qui contiennentÂ m . Par le Théor̀eme4.7.2,partie (2), les seulssous # -modulesde Â qui
contiennentÂ m sont Â et Â m , et cesdeuxnesontpaségauxparl’unicit édela factorisationdans
le Théor̀eme4.7.1.Commeen plus les sous # -modulesde Â \ Â m sont les sous # \ Â -espaces
vectoriels,onconstatequela dimensionde Â \ Â m estbienun.

Montronsque(3) implique(2).Soitdonc Â unidéalpremiernonnul de # . Notonsú le corps
defractionsde # , etposonsÂ J * �ÎO�� ± ú ² �5Â_Þ # R . Alors Â J

estunidéalfractionnaire: c’est
un sous# -modulede ú , et pourtout I nonnul dansÂ on a I Â J Þ # . NousallonsmontrerqueÂ J Â.� # , cequi montrebienque Â estinversibledans

p � # �
. Par constructionon a Â J ÂÈÞ # .

Comme Â J tÈ# , on a Â Þ Â J Â . Donc on a Â J Â ��Â ou Â J Â � # , et il noussuffit de
montrerque Â J Â contientun élémentqui n’estpasdansÂ . Soit

'
dansÂ et nondansÂ m . Par

le Lemme4.5.3il existe 8�9 H un entier, et Â ��Â =0� Â m �>�>� � Â ?
desidéauxmaximauxdistincts

de # , et desentiers� =0� �>�2� � � ? , tel que:

# ' t Â � V= b�b�b Â � �? �
28



Commeles Â L
sontmaximaux,on a Â L 
�Â è � # si

� `� ½
. En prenantdespuissances,on aÂ �{�L 
¤Â ���è � # si

� `� ½
. Le théor̀emeChinoisdonneun isomorphisme:

» *	# \ Â � V= b�b�b Â � �? 2$ - # \ Â � V= Z b�b�b Z # \ Â � �? � �º¾- � � =0� �>�>� � � ?��0�
où � L est la classede � modulo Â �I�L . Prenons~ dans # tel que

� ~ =A� �>�>� � ~ ?6� � � H � ; � �2�>� � ; � .
Montrons que

' Ê = ~ est dans Â J
, c’est à dire, que pour tout � dans Â on a

' Ê = ~ � dans # .
La condition

' Ê = ~ � ± # est équivalenteà ~ � ± ' # , et encoreéquivalenteà ~ � ± ' # , avec# � # \ Â � V= b�b�b Â �{�? . Via l’isomorphisme» , la dernìereconditiondevient : � =%±ñ� ' =ì�
dansl’an-

neau# \ Â � V
. Comme

'
estdansÂ etnondansÂ m , etque Â \ Â m estdedimensionun,il existe

��=
dans

�
tel que �É� ��= ' 
¤� m , avec � m dansÂ m . Ensuite,pourtout �Ð9 H , ' � engendreÂ � \ Â � W¨= ,

cequi fait qu’il existedes
�@L

dans# telsque �º� ��= ' 
 b�b�b 
 � � ' � 
Ð� � W¨= avec � � W¨= dansÂ � W¨= .
En prenant��9Ï� = on obtientquedans# \ Â � V

on a l’identité �Ð� ��= ' 
 b�b�b 
 � � ' � , doncque� =ß±j� ' =1�
. On sait doncque

' Ê = ~ estdansÂ J
. Mais alors ~ � '(' Ê = ~ estdansÂ J Â . Comme~

n’estpasdansÂ (car ~ = �yH ) onconclutque Â J Âÿ� # .
Montronsque(2) implique (1). Par définition, il nousfautmontrerque # estintégralement

clos.Soit donc � dans ú et supposonsque � soit entiersur # . Alors il existe ��9 H et des
�@L

dans# tel que: � � 
 � � Ê = � � Ê = 
 b�b�b 
 �Kû � ; �
Vu la Proposition4.8.3,pourmontrerque � estdans# , il suffit demontrerque � � � � � 9À; pour
tout idéalpremiernonnul Â de # . Supposonsdoncque Â soit un tel idéalet que � � � � � �y; .
Alors on a,parlespropríet́esde � � :

� � � � � � � �,� � � � � �¼� � � � � Ê = � Ä � � ��� � Ê = � � Ê = 
 b�b�b 
 �KûA�0�
cequi contreditque $ � � � � � Ê = � � Ê = 
 b�b�b 
 �Qû

. ©
4.11 Quelquescrit èrespour que ����O P .

Pourquelesbeauxrésultatsquel’on vient devoir, et ceuxquenousverrons,soientexploi-
tables,il faudraaussiavoir un moyen de calculer, pour un ú donńe, l’anneaudesentiers úßü .
Bien qu’on n’a pas(et on nes’attendpasà l’avoir un jour) d’algorithmepolynômial pour faire
un tel calcul(enfait, il faudraitd’abordexpliciter lesdonńeesdedépart,et le formatdanslequel
onaimeraitla réponse),il estutile d’avoir quelquescritèrespourvoir si unsous-anneau# de úßü
estégalà úøü , ou pourvoir quelspremiersdivisent ² úøü \ # ² .

Commenc¸ons par une propríet́e du discriminant,qui est défini dansle lemme5.5.5 et la
définition5.5.6.

4.11.1Proposition. Soit ú uncorpsdenombres,et # unsous-anneaud’indicefini de úøü . Alorsz ² GDV��[E2T � # �
si et seulementsi # \ z	# n’estpasréduit.

Preuve. En effet, si ù estun corps,et # une ù -algèbrededimensionfinie entantque ù -espace
vectoriel,ona GDV �1E2T � # � � ; si # n’estpasréduit,carla formetraceestalorsdéǵeńeŕee.D’autre
part,si ù estparfait, commeË�Ö parexemple,une ù -algèbrededimensionfinie et réduiteestun
produitfini d’extensionsséparablesde ù , donctellequela formetraceestnondéǵeńeŕee. ©
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4.11.2Proposition. (LemmedeNakayama) Soit # unanneau,Â dans# un idéalmaximal,et� un # -moduledetypefini. Supposonsque Â � � � . Alors il existeun élément
�

de # qui
n’estpasdansÂ tel que

� � � ; .

Preuve. Soient Â =0� �>�>� � Â � desgéńerateursde � . Soit » *Á# � - � le morphismede # -
modulestel que » � ^ Lu� ��Â L

. Par hypoth̀ese,il existedes� L�� è dansÂ telsque:

Â L ��� è � L � è Â è �
Alors on voit, commedansla preuve dela Proposition3.1.3,que � estannuĺe par GDå0æ � H $ � � ,
qui n’estpasdansÂ . ©
4.11.3Théorème. Soit ú un corpsdenombres,et # Þ úßü un sous-anneaud’indice fini. Alors
lesconditionssuivantessontéquivalentes:

1. # � úßü ;

2. pourtout idéalmaximal Â de # , ona GDV]W � ¬ � � Â \ Â m � �yH ;

3. pourtout idéalmaximal Â de # , ona GDV]W&� ¬ � � Â \ Â m � Ä H ;

4. pour tout premier z tel que z m divise GDV �1E2T � # �
, et pour tout tout idéal maximal Â Þ #

contenantz , ona GDV]W@� ¬ � � Â \ Â m � Ä H ;

Preuve. Le Théor̀eme4.10.1montreque(1) et (2) sont équivalentes.Il estclair que(2) im-
plique (3) et que(3) implique (4). D’après la Propositionpréćedente,on a Â m `�ÕÂ pour tout
idéalmaximal Â de # , doncles conditionsGDV]W � ¬ � � Â \ Â m � Ä H et GDV]W � ¬ � � Â \ Â m � �íH sont
équivalentes.Il nerestedoncqu’àmontrerque(4) implique(3).

Soit donc z un nombrepremiertel que zDm nedivisepas GDV �1E T � # �
et soit Â un idéalmaximal

de # contenantz . Nousdevonsmontrerque GDV]W@� ¬ � � Â \ Â m � Ä H . Posons�¼* � ² úøü \ # ² . Alors
on montredanslesexercicesque GDV��[E2T � # � � �,m�GDV �1E T � úßü � . On voit doncque z nedivisepas � .
Il enrésultequela réductionmoduloz	m induit un isomorphismed’anneaux:

# \ z m # 2$ - úßü \ z m úøü �
Onendéduitquelesidéauxmaximauxde # qui contiennentz sontenbijectionavecceuxde úßü ,
et queles Â \ Â m sontdedimensionun. ©
4.11.4Exemple. Traitonsparexemplele casde ú � 7 ��| =�¬ ! � � 7 � � � \D� » � , avec »��� ! $ |

.
Prenonsnotrecandidat#Ì* � ��� | =�¬ ! �

pour úßü , et appliquonsle critère.Il y a deuxfaçonsde
calculerle discriminantde # : on peut le faire avec la définition, c’est à dire, en calculantle
déterminantdela formetracede # , ouencalculantdediscriminantde » (enTD onverraqueles
deuxsontégaux).Pourcalculerle discriminant,on peututiliser desalgorithmespour le calcul
derésultants.De toutefaçon,danscecason trouve G�V��1E T � # � � $ ��bk�}bB� � $ | m�� ! . Lespremiers
dont nousnousméfionssont donc 2 et 3. Comme # \@| # � Ë m � � � \D� � ! � , il n’y a qu’un seul
idéalmaximalde # qui contient

|
, à savoir Â m * � ��|}� � � , maiscelui-là estengendŕe par � tout

seul,car dans # on a
| � � ! , donc Â m \ Â mm estde dimensionau plus un sur # \ Â m . Comme
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# \ �F# � Ë ! � � � \D� � ! 
:H � et que � ! 
ÀH�� � �³
:H � ! sur Ë ! , on pose�É�y�³
ÀH , et l’on calcule:� ! $ | ��� ! $ � � m 
 � � $ � , donc # � �r� � � \D� � ! $ � � m 
 � � $ � � , (polynômed’Eisenstein!) eton
voit qu’il n’y a qu’un seulidéalmaximalde # qui contient3, à savoir Â ! � � � � � � . Ici encore,Â ! estprincipal, car engendŕe par � , donc Â ! \ Â m! estde dimensionau plus un sur # \ Â ! . On
conclutque # � úøü .
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5 Finitude du groupedesclassesd’id éaux.

Pour ú uneextensionfinie de 7 , nousavonsdéfini le groupede classesd’idéaux � � úøü �
commele quotient

p � úøü �[\ y � úøü � . Le but estmaintenantdemontrerqueles � � úßü � sontfinis.
Pourle faire,nousallonsmontrerquetout élémentde � � úßü � estrepŕesent́eparun idéal

�
de úßü

qui est“petit” dansle sensque úßü \F� estpetit.Le cardinalde úøü \�� seraappeĺe la normede
�
.

5.1 La norme.

5.1.1Définition. Soit # un anneau,et / une # -algèbrequi est libre de rangfini en tant que# -module.Pour
�

dans / on appellenormede
�

sur # le déterminantde l’endomorphismeb � *¹/j- / , �â¾- � � du # -module / ; c’estun élémentde # quel’on notera� ( ¬ � ��� �
. Pourtous�2=

et
� m dans/ on a �T( ¬ � ���2=[� m � � ��( ¬ � ���>=ì� ��( ¬ � ��� m � .

5.1.2Remarque. Par rapportà une # -basede / , �T( ¬ �%* /�- # estdonńe par un polynôme
homog̀enededegré T�!<�DC � � / �

en T�!N�DC � � / �
variables.

Soit maintenantú uneextensionfinie de 7 , I sondegré,et ) =�� �>�>� � ) +
les I plongementsde ú

dans& .

5.1.3Proposition. 1. Pourtout � dansú ona : ' T þ ¬ % � � � � ) = � � � 
 b�b�b 
 ) +�� � � .
2. Pourtout � dansú ona : �%þ ¬ % � � � � ) = � � � b�b�b6) +�� � � .
3. Pourtout � dansúøü , ' T1þ ¬ % � � � et �%þ ¬ % � � � sontdans

�
.

4. Pourtout � dansú Mü , � þ ¬ % � � � est H ou $ H .
5. Pour � `� ; dansúøü , on a ² úßü \ � úßü ² � ² � þ ¬ % � � � ² .

Preuve. Onutilise la proposition3.3.4pourlesparties1 et 2. La partie3 résultedespropríet́es
d’intégralit́e.La partie4 résultede3. La dernìerepartieadéjà ét́e vueenTD (c’estàdire,figure
parmilesexercices). ©
5.1.4Définition. Pour

�
un idéal non nul de úßü , nousdéfinissonssa norme �%þ ¬ % �����

par :� þ ¬ % ����� * � ² úßü \F� ² .
Pour � dansúøü on adonc: ² � � � � ² � � � úßü � � .
5.1.5Proposition. Si

�
et

�
sontdesidéauxnonnulsde úßü , on a � ���Q�0� � � ����� � ���0�

. En parti-
culier, ona � ���}� � x Ö � � z � ×�Ø ÙÛÚ[Ü , où z parcourtl’ensembledesidéauxmaximauxde úßü .

Preuve. Il suffit de le montrerdansle casoù
�

estun idéalmaximal Â . Danscecas,on a une
suiteexactede úøü -modules:

; $ - ��\F� Â $ - úßü \F� Â $ - úøü \F� $ - ; �
Ensuite,onutilise que

��\F� Â estun úøü \ Â -espacevectorieldedimensionun. ©
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5.2 Le casde ���I� ����� .
Nousconsid́erons7 � Å $ �F�

commesous-anneaude & , enenvoyant
Å $ �

vers
Å � �

. L’anneau
desentiersde 7 � Å $ �F�

est
�r� Å $ � �

, de
�

-base
� H � Å $ �@�

.
Soit

�
un idéalnonnul de

��� Å $ � �
. Essayonsdetrouver un élément� `� ; de

�
tel que ² � ²

soit petit, et de voir apr̀es à quoi celapeutbien servir. Pour 8i¸ ; réel, notons / � 8 � la boule
fermée O�� ± & ²¹² � ²�Ä 8 R . Nousconsid́erons,pour 8�9§; , lesmorphismessuivants:

/ � 8 ��� - & $ - & \F�	�
degroupesadditifs(

�
n’estpasun idéaldans& !). On a :  S¢¡ � / � 8 �1� �¤£ 8 m �   S¢¡ � & \ �r� Å $ � � � � Å �}�   S¢¡ � & \F��� � � ������Å � �

Pourla dernìereégalit́e,utiliser la suiteexacte:

; $ - �r� Å $ � � \F� $ - & \F� $ - & \ �r� Å $ � � $ - ; �
ou raisonneren termesde domainesfondamentaux(celui pour

�
estréuniondisjointede � �����

copiesdecelui de
�r� Å $ � �

). Prenonsmaintenant8 tel que
  S¢¡ � / � 8 �1� ¸   S¢¡ � & \F���

, c’està dire :

8�¸¼8 û �¦¥ � ���}� Å �£ § =�¬ m �
Alors l’applicationci-dessusde / � 8 � vers & \F�

n’estpasinjective,doncil existe � et � dans/ � 8 � ,
distincts,tel que � * ��� $ � estdans

�
. Nousavonsdoncobtenuun � `� ; dans

�
avec ² � ²�Ä | 8 .

Ceci vaut pour tout 8t¸P8 û . Commeles / �q| 8 � sontcompactes,les / �q| 8 � c���� $ O ; R � le sont
aussi,doncleur intersection,prisesur tousles 8i¸P8 û , n’est pasvide (car aucuneintersection
finie n’estvide).Donc,enfait, nousavonsmontŕe l’existenced’un � `� ; dans

�
avec ² � ²}Ä | 8 û .

Consid́eronsmaintenantla suited’inclusionsd’idéaux:�r� Å $ � � t � t ��� Å $ � � �â� �Q���
où la dernìereégalit́eestla définitionde

�
. Celamontreque

� Ê =
estégalà

�
dans� � �r� Å $ � � �

, et
que: � ���0� � � � �r� Å $ � � � �1\ � ����� � � � � �1\ � ����� � ² � ² m \ � ����� Ä {}Å �F\ £ �ñ� �
Nousenconcluonsquetout élémentde � � �r� Å $ � � �

estrepŕesent́eparun idéaldenormeauplus|
de

�r� Å $ � �
. Mais lesseulsidéauxdenormeauplus

|
sont

�r� Å $ � �
et Â m * � �q|�� HU
 Å $ �@�

, ce
qui montreque � � �r� Å $ � � �

a auplus
|

éléments.CommeÂ m n’estpasprincipal (la normede� 
 � Å $ �
est

� m 
 ��� m ), on conclutque � � ��� Å $ � � � � � \@| �
.

5.2.1Théorème. � � �r� Å $ � � � � � \@| �
.
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5.3 Application.

5.3.1Théorème. L’ équation� m �§� ! $ �
n’a pasdesolutiondans

�
.

Preuve. Par contradiction.Supposonsque � et � sontdans
�

, tel que � m �Î� ! $ �
. Alors nous

avons,dans
�r� Å $ � �

: � ! ��� m 
 � � � �Ô
 Å $ �K� � � $ Å $ �K� �
Notonsque l’id éal

� �Í
 Å $ �}� � $ Å $ �K�
contient

�q| Å $ �@� � Â mm Â©¨ . Notons y l’ensemble
des idéauxmaximauxde

��� Å $ � �
. Alors, si z est dans y $ O4Â m � Â©¨ R , au plus l’un d’entre�0Ö � �ø
 Å $ �@�

et �0Ö � � $ Å $ �@�
est ¸í; , et donc tousces � Ö � �ø
 Å $ �K�

et �0Ö � � $ Å $ �@�
sont

divisiblespar � . D’autrepart, Â m �PÂ m et Â©¨��äÂ©¨ , donc � � õ � �·
 Å $ �@� � � � õ � � $ Å $ �F�
,

donc � � õ � �³
 Å $ �@�
et � � õ � � $ Å $ �@�

sontdivisiblespar � . Le mêmeargumentmontreque� �«ª � �³
 Å $ �F�
et � ��ª � � $ Å $ �@�

sontdivisiblespar � . On en conclutqu’il existe un idéal
�

de
�r� Å $ � �

tel que
� �³
 Å $ �F� � � !

. Comme � � �r� Å $ � � �
est d’ordre

|
,
�

est principal, di-
sons

� � � ~ � . Mais alors, quitte à remplacer~ par $ ~ , on a ~ ! � �â
 Å $ �
. En écrivant~ � � 
¤Â Å $ �

, cecidonnerapidementunecontradiction. ©
Onpeutvoir, maiscen’estpasfacile,qu’il n’y apasd’obstructiondesigneni decongruencequi
permetdemontrercerésultat(eneffet, il y a dessolutionsdans� , et danstousles

� \ z � � avecz premieret ��9 H ).
5.4 Le casdescorpsquadratiques r éels.

Soit Ii¸ H un entiersansfacteurcarŕe. Notons ú * � 7 � Å I � et #_* � úøü sonanneaudes
entiers.Rappelons-nousque # � �r� � H5
 Å I �[\@| � si I # H modulo

{
, et # � �r� Å I � sinon.Notons) = et ) m lesdeuxplongementsde ú dans� , et )+*¹úÈ- � m le morphismed’anneauxdonńe par) � � � � � ) = � � �A� ) m � � �1� . Nousobservonsd’abordque  S¢¡ � � m \ ) � �r� Å I � �[� �¬¬¬¬ GDå0æ[® H Å IH $ Å IL¯ ¬¬¬¬ � | Å I �

On en conclutque
  S<¡ � � m \ ) � # �1� � Å I si I # H modulo

{
, et

| Å I � Å { I sinon.D’autre
part,calculonsle discriminantGDV��[E2T � # �

de # . Par définition, c’est le déterminantde la matrice
de la forme tracepar rapport à n’importe quelle

�
-basede # (cela ne dépendpasdu choix

car le déterminantd’un élément � de g°h m � � �
est

p H , et la matriceen questionchangeparÂ�¾- � � Â � ). Par rapportà la
�

-base
� H � Å I � de

�r� Å I � , la matricede la formetraceest
� m ûû m + � ,

doncdedéterminant
{ I . Il enrésulteque:

GDV �1E2T � # � �²± I si I # H modulo
{
,{ I si I `# H modulo
{
.

On conclutque:   S¢¡ � � m \ ) � # �1� � ² GDV��[E2T � # � ² =�¬ m �
Soit maintenant

� Þ # un idéalnonnul. Ona alors:  S¢¡ � � m \ ) ���}�[� � ¿ �����   S¢¡ � � m \ ) � # �[� � ¿ ����� ² G�V��1E T � # � ² =�¬ m �
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Commedansle casimaginaire,nousallonsnousservird’unenorme `4b-` surle � -espacevectoriel
danslequelnoustravaillons : ici c’est ��m . Nousprenons,commetout le monde,d’ailleurs, la
normedonńeepar ` � � � � � ` � ² � ² 
 ² � ² . La raisondecechoix devient clairedansun dessin,où
l’on voit quecechoix maximisele volumedela “boule” / � `4b-` � 8 � * �lO�� ± � mÍ² ` � ` Ä 8 R sous
la conditionquecetteboulesoit contenuedans O � � � � �³± � m¼²N² �5� ²UÄ HFR . (Notonsqu’en fait
touteslesmétriques̀

� � � � � ` � ¢ ² � ² 
£ ² � ² avec
¢ £ �xH , ¢ ¸ñ; et £ ¸�; sontaussibonnes.)

L’identité
� ��
¼� � m $ { �5��� � � $ � � m montrequepourtout � dansú on a :

² ¿ � � � ² � ² ) = � � � ) m � � � ²QÄ � H \�{Q� ` ) � � � ` m �
Comme/ � `4b-` � 8 � estuncarŕe decôté

Å | 8 , on a :  S¢¡ � / � `4b-` � 8 �1� � | 8 m �
Prenonsmaintenant8 û tel que

| 8�mû �   S¢¡ � ��m \ ) �����1� , donc:

8 û � ® ¿ ����� ² GDV �1E T � # � ² =�¬ m| ¯ =�¬ m �
Par le mêmeargumentquedansle casimaginaire,on voit qu’il existeun � `� ; dans

�
, tel que` � ` Ä | 8 û . Prenonsun tel � . On aalors:

² ¿ � � � ²}Ä � H \�{Q� ` ) � � � ` m Ä � H \�{K�ì{ 8 mû � ¿ ����� ² GDV �1E2T � # � ² =�¬ m| �
D’autrepart,ona la suited’inclusionsd’idéauxde # :

#³t � tñ# �º� �Q���
où la dernìereégalit́eestla définitionde

�
. Pource

�
:

¿ ���0� � ² ¿ � � � ²¿ ���}� Ä ² GDV��[E2T � # � ² =�¬ m| �
On enconclutle résultatsuivant.

5.4.1Théorème. Soit ú un corpsquadratiqueréel. Alors tout élémentdu groupede classes
d’idéaux� � úßü � aunrepŕesentantqui estun idéalde úßü denormeauplus

| Ê = ² GDV �1E T � úøü � ² =�¬ m .
5.4.2Exemple.

�r� Å Ñ � estprincipal.En effet, il suffit devoir quetout idéal
�

denormeauplusÅ Ñ �§� estprincipal.Comme
�r� Å Ñ � \D�q|F� � Ë m � � � \D� � m 
§H � , il suffit devoir que

��|}� Hd
 Å Ñ � est
principal.Comme¿ � � 
 Å Ñ � � � m $ Ñr� |

, c’estle cas.
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5.5 Bornesdansle casgénéral.

Soit ú uneextensionfinie de 7 , I sondegré, et ) =�� �>�>� � ) +
lesplongementsdistinctsde ú

dans& , numérot́esdela façonsuivante: ) L � ) L si H Ä � Ä 8 = , et ) ?�V\W�L � ) ?�V\W�? õ W�L si H Ä � Ä 8 m .
On adonc I � 8 = 
 | 8 m .
5.5.1Exemple. Prenonsú�* � 7 ��| =�¬ ! �

. Le polynômeminimalde
| =�¬ !

est � ! $ |
, sestroisracines

dans& sont
| =�¬ !

,
| =�¬ ! ½

, et
| =�¬ ! ½ m . Onadonc ) = �q| =�¬ ! � � | =�¬ !

, etonpeutprendre) m ��|
=�¬ ! � � | =�¬ ! ½

et ) ! ��| =�¬ ! � � | =�¬ ! ½ m .
Nousplongeonsú dans� ?�V Z & ? õ enutilisantles ) L :

)�*5ú -�� ?�V[Z & ? õ � �º¾- ) � � � * � � ) = � � �A� �>�>� � ) ?�V\W�? õ � � �[� �
Cetteapplication) estunmorphismede 7 -algèbres.Dansla suite,nousutilisonsla � -base

� H � � �
de & pour passerde & à � m . Par exemple,nousnoteronségalement) l’application suivante,
obtenueencomposantle ) enhautparl’isomorphisme& ? õ -<��m ? õ :

)+*¹ú_-<� +
�º¾- � ) =0� � �0� �>�>� � ) ?VA� � �0��´ å � ) ?�V\W¨= � � �1�A� � W � ) ?�V\W¨= � � �1�0� �>�>� ��´ å � ) ?�V\W�? õ � � �[�0� � W � ) ?V\W�? õ � � �1�[� �

Poursimplifier la notationdanscequi vasuivre,nousposonsú
µÉ* � � ?�V Z & ? õ . Ceciestd’autant
plus justifié par le fait quele morphismenaturelde � -algèbres� , %®ú - ú
µ estun isomor-
phisme(celasevoit enprenantun élémentprimitif � de ú , etenécrivant ú � 7 � '(� \D� » � , avec »
le polynômeminimalde � ). En fait, il estplusnatureldeplongerú dans� , %�ú quedansú@µ ,
carcelaévitele choix d’unenumérotationdes ) L .

Nousavonsvu quepourtout � dansú , on a :� þ ¬ % � � � � ² ) =0� � � ² b�b�b ² ) ?�V0� � � ² b ² ) ?V¶W¨=2� � � ² m b�b�b ² ) ?V¶W�? õ � � � ² m �
Celadonnedoncun diagrammecommutatif:

ú ·$�$	$ - ú@µ����¸�¹Lº 9 ��� ¸
7 » � »$�$	$ - �

��* � � � � � ¾- ² � = ² b�b�b ² � ?V ² b ² � = ² m b�b�b ² � ? õ ² m �
Remarquonsque l’apparition desexposants

|
au coordonńeesqui correspondentaux facteurs& n’a rien de surprenant,car la normeestle déterminantde la multiplication par l’ élémenten

question(etdoncsavaleurabsoluemesurele facteurparlequelchangentlesvolumes).
Commedansle casdescorpsquadratiquesréels,il faudrachoisirunenormesurle � -espace

vectoriel ú@µ . Pourrendreoptimallesrésultatsqui suivent,on fait le choix suivant:` � � � � � `Ô* � ² � = ² 
 b�b�b 
 ² � ? V ² 
 | ² � = ² 
 b�b�b 
 | ² � ? õ ² �
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5.5.2Remarque. Dans[Samuel],on ne voit pasde normequi apparâıt, mais plutôt le choix
d’une partie intégrable,convexe et symétriquepar rapportà l’origine de ú@µ . Cela revient au
même(saufpeut-̂etresi on voulait utiliser detellespartiesassezsauvagespourqu’ellesnepro-
viennentpasd’une norme).Si `4b-` estunenorme,on lui associela partie / � `4b\` � H � , la “boule”
ferméederayonun.

5.5.3Lemme. Pourtout
� � � � � dansú
µ ona :

² � � � � � � ² =�¬¼+ Ä ` � � � � � `I
Preuve. C’est l’in égalit́e “moyennegéoḿetrique” Ä “moyennearithmétique”.Elle résultede
la convexité du logarithme.En effet, si ;Î� � � � , le segmentde

� � � ¡�SFC � � �[� à
� � � ¡�SFC � � �1�

est l’ensembledes
��� �Ð
 � � ��� ¡�S@C � � � 
 � ¡�SFC � � �1� avec

� 9 ; ,
� 9 ; et

� 
 � � H , d’où� ¡ S@C � � � 
 � ¡ S@C � � � Ä ¡ S@C ��� ��
 � � � . ©
5.5.4Lemme. Pour 8�9§; , ona

  S¢¡ � / � `4b\` � 8 �[� � | ? V � £ \@|@� ? õ 8 + \ I¾½ .
Preuve. Par récurrencesur 8 = et 8 m . Si 8 = ¸ñ; , on a :  S¢¡ � / ?�Vw� ? õ � 8 �1� �À¿ ?A   Ê ?   S¢¡ � / ?�V Ê =w� ? õ � 8 $ ² � ² �[� I �â� | ¿ ?A   û   S¢¡ � / ?�V Ê =w� ? õ � 8 $ � �1� I �º�

� | ¿ ?A   û | ?�V Ê =ÂÁ £ |ÄÃ ? õ � 8 $ � � ?�V Ê =-W m ? õ� 8 = $ H¶
 | 8 m � ½ I �â� b�b�b
Si 8 = � ; et 8 m ¸ñ; , on a :  S¢¡ � / û�� ? õ � 8 �[� � ¿ » ê » Å ?�¬ m   S¢¡ � / û�� ? õ Ê =2� 8 $ | ² � ² �[� I � I �ß�

� | £ ¿ ?�¬ mÆ   û   S¢¡ � / û�� ? õ Ê =0� 8 $ |NÇ��[� I Ç � b�b�b �
où nousavonsécrit �Ý����
 � �ø� Ç ^ L · . ©
La chosesuivantequenousvoulonsestuneexpressionpour

  S¢¡ � ú@µ \ úøü � .Rappelonsquenous
avonsdéjà vu que úßü estdiscretdansú@µ (cequi estd’autantplusclair apr̀esla remarquequele
plongementde úßü dansú@µ est,àunisomorphismeprès,celuide úßü dans� , üdúøü . Nousallons
voir qu’eneffet cevolumes’exprimenaturellementen termesdu déterminantd’unematricede
la formetracede úøü .

5.5.5Lemme. Soit � un
�

-modulelibre derangfini, et
� *�� Z � - �

uneformebilinéaire.
Pour ^ unebasede � , notons W�!�æ M ���0� la matricede

�
par rapportà ^ . Alors les déterminantsGDå0æ � W�!�æ M ���0�1� , avec ^ unebasede � , sont tous égaux,et on définit le discriminantde

�
, not́eGDV �1E2T ���0� , commeétantcetentier.

37



5.5.6Définition. Pour ú un corpsdenombreson définit le discriminantde úøü commele dis-
criminantdela formetracesur úøü . Demêmepourdessous-anneauxd’indicefini dansúøü .

5.5.7Proposition. Soit ú un corpsdenombres.

1.
  S¢¡ � ú
µ \ úøü � � | Ê ? õ ² GDV �1E T � úßü � ² =�¬ m .

2. Pourtout idéal
�

nonnul de úøü , on a
  S¢¡ � ú@µ \F��� � | Ê ? õ ² GDV��[E2T � úøü � ² =�¬ mÈ� �����

.

Preuve. Bien sûr, le deuxìemeénonće résultedirectementdu premier. Soit � * � � � =0� �>�>� � � + �
une

�
-basede úßü . Alors :  S<¡ � ú@µ \ úøü � � ¬¬¬¬¬¬¬¬¬ GDå0æ

CDDDE ) = � � =1� b�b�b ) = � � + �
...

...´ å � ) ?VXW�? õ � � =[�1� b�b�b ´ å � ) ?�V\W�? õ � � +2�[�� W � ) ?V\W�? õ � � =1�1� b�b�b � W � ) ?�V\W�? õ � � + �[�
GIHHHJ ¬¬¬¬¬¬¬¬¬

� | Ê ? õ
¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬
GDå æ

CDDDDDDDDDE
) =2� � =[� b�b�b ) = � � + �

...
...) ?�V\W¨= � � =1� b�b�b ) ?�V\W¨=2� � +0�

) ?�V\W�? õ W¨= � � =1� b�b�b�) ?V-W�? õ W¨= � � +2�
...

...) ? V W�? õ � � =1� b�b�b ) ? V W�? õ � � +2�
) ?�V-W m ? õ � � =1� b�b�b ) ?�V\W m ? õ � � + �

G HHHHHHHHHJ
¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬� | Ê ? õ ² GDå æ ����� ² � avec

�@L�� è � ) L(� � è � .
Vientmaintenantl’astuce:��� � �}�(L�� è � � � ��� � ��L � � � � � è � � � � � � Lu� � � è � � � ) � � � LÒ� ) � � � è � � ' T6þ ¬ % � � L � è � �
On enconclutque

GDå0æ ����� m � GDå æ ����� GDå æ ����� � GDå0æ ��� � � GDå0æ ����� � G�å æ ��� � �}�[� � GDV �1E2T � úßü � �
©

5.5.8Théorème. Soit ú un corpsdenombres,I sondegré, 8 = et 8 m le nombredefacteurs� et& dansú
µ .

1. Soit
�

un idéalnonnul de úßü . Alors il existeun � nonnul dans
�

tel que:� � � � Ä3® {£ ¯ ? õ I¾½I + ² GDV��[E2T � úøü � ² =�¬ m � ����� �
2. Tout élémentde � � úßü � estrepŕesent́eparun idéal

�
de úßü tel que:� ���}� Ä ® {£ ¯ ? õ I¾½I + ² GDV �1E2T � úßü � ² =�¬ m �
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3. � � úßü � estfini.

Preuve. On proc̀edecommeon l’a déjà fait dansle casdescorpsquadratiquesréels.Pourla
finitude de � � úøü � , notonssimplementqu’un idéal

�
de úßü d’indice � contient � , donc est

l’image réciproquedesonimagedansl’anneaufini úßü \ �,úøü . ©
Nousterminonscettesectionavecun exempleamusant.

5.5.9Théorème. L’anneaudesentiersde 7 � Å $ H �@� � est factoriel.Les nombres� m $ � 
 { H
avec � entieret $ { ;ß���t� { H sonttousdesnombrespremiers.

Preuve. On vérifie que H �@� estpremier, et que $ H �F� estcongruà 1 modulo4. L’anneaudes
entiers# de 7 � Å $ H �@� � estdonc

�r� ~ � , avec ~ � � HÆ
 Å $ H �@� �[\@| . Le polynômeminimal de ~
est » * ��� m $ ��
 { H , donc # � �r� ~ � � �r� � � \D� » � .

Montronsque # est factoriel.Commeil est de Dedekind,cela revient à montrerqueson
groupede classesd’idéauxesttrivial. Le théor̀emepréćedentdonnequ’il suffit de vérifier que
les idéauxde normeau plus

| Å H �@� \ £ sont principaux( G�V��1E T � # � � $ H �F� ). Il suffit donc de
vérifierquelesidéauxmaximauxcontenant

|
, � ,

�
ou Ñ sontprincipaux.Celarésultedeceque »

estirréductibledansË�Ö � � � pourtousles z danscetteliste.Ona doncmontŕeque # estfactoriel.
Pourmontrerle deuxìemeénonćesansvérifiercelacasparcas,onutilise unepropríet́edela

norme.Un calculmontreque ¿ ��� 
 � ~ � � � m 
 �Q� 
 { H � m � ��� 
 �0\@|@� m 
 ��{ H $ H \�{Q�[� m , pour
�

et
�

dans7 . On voit doncquepour
�

et
�

dans
�

avec
��`� ; , ona ¿ ��� 
 � ~ � 9 { H .

Soit z un nombrepremieret supposonsque » estréductibledansË�Ö � � � . Alors # a un idéal
denormez , doncun élémentdenormez . Donc » estirréductibledansË�Ö � � � si zÉ� { H .

Si z estpremieretdiviseunnombredela forme �,m $ � 
 { H , alors » auneracinedansË�Ö . On
endéduitquesi z estpremieretdivise �¨m $ � 
 { H pourun � dans

�
, alorsz�9 { H . Onenconclut

quesi ² �¨m $ � 
 { H ² � { H m , alors �,m $ � 
 { H estpremier. Pourfinir : ona ² �¨m $ � ² � { H m $ { H
si et seulementsi $ { ;ß����� { H . ©
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6 Le théorèmedesunit és.

6.1Théorème. Soit ú un corpsdenombres.

1. Pour � dansúøü on a � ± ú MüÊÉ � �%þ ¬ % � � � � p H .
2. Le groupe

� ú Mü �¼Ë�ÌwÍ Î estcyclique et fini ; on a
� ú Mü �wË ÌwÍ�Î �3Ï � ú � * � ú MË ÌwÍ�Î

, le groupedes
racinesdel’unit édansú .

3. Le quotientú Mü \ Ï � ú �
estlibre derang 8 = 
 8 m $ H , où 8 = (resp.8 m ) estle nombredefacteurs� (resp.& ) dansú@µ � � , %�ú .

Preuve. Soit � dansúßü . Si � estdansú Mü , alors H®� � � H � � � � � Ê = � � � � � � Ê = � � � � � , avec� � � Ê = � et � � � � dans
�

. Si � � � � � p H , alors b � *¹úøü�- úøü estun isomorphismede
�

-modules
(carde déterminantinversible),doncil existe � dans úßü tel que ���g�íH . Les autresassertions
prendrontplusdetemps.Nousnumérotonslesplongements) L *¹úí- & commeavant,ainsique)+*5ú_- ú
µ . Notons I³* � GDVXW
% � ú �

. Nousconsid́eronsle morphismedegroupessuivant:�ß*¹ú M ·$ - ú Mµ � � M � ?�V Z & M � ? õ » � »$ - � � M Ð û � ?V\W�? õÒÑ ÌwÓ$ - � ?V/W�? õ ��º¾- � ¡ S@C ² ) = � � � ² � �>�2� � ¡�S@C ² ) ?�V\W�? õ � � � ² � �
Commepourtout � dansú Mü on a H+� ² � � � � ² � ² ) =0� � � b�b�b1) +�� � � ² , on constateque:� � ú Mü � Þ ^È* �ÎO�� ± � ? Ê =-W�? õ ² � = 
 b�b�b 
� ?�V 
 | � ?�V-W¨= 
 b�b�b 
 | � ?V-W�? õ � ; RQ�
6.1.1Lemme. Pourtout 8�9§; , l’ensembleO�� ± ú Mü ²IÔ � * ² � � � ��L ²QÄ 8 R estfini.

Preuve. Pouruntel � , ona,pourtout
�
: ² ¡ S@C ² ) L�� � � ²X²QÄ 8 , d’où ^ Ê ? Äl² ) L«� � � ²�Ä ^ ? . Celadonne

desbornessur lescoefficientsdu polynômeminimal » A de � sur 7 ; bornesentermesde I et 8
seulement.Mais » A està coefficientsdans

�
, cequi impliquequ’il n’y a qu’un nombrefini de

possibilit́espour » A , doncpour � . ©
6.1.2Corollair e. Le noyaude � ² þ�ÕÖ *¨ú Mü -<� ?�V/W�? õ estfini, et � � ú Mü � estdiscretdanŝ .

6.1.3Lemme. ×�å2T � � ² þ�ÕÖ � �ØÏ � ú � � � ú Mü �wË ÌwÍ�Î .
Preuve. L’inclusion “ ×Få2T � � ² þ�ÕÖ � Þ³Ï � ú �

” vient du corollaire.Si � estdansÏ � ú �
, � estentier

sur
�

(carracined’un � ��$ H avec ��9 H , et ² ) L«� � � ² �yH pourtout
�
). ©

Comme� � ú Mü � estdiscretdanŝ , � � ú Mü � estlibre derangauplus 8 = 
 8 m $ H . Pourterminer,
il suffit doncdemontrerque � � ú Mü � contient8 = 
 8 m $ H éléments� -linéairementindépendants.
Donc,enfait, nousmontronsquelquechoseplusfort quecequi estdemand́edansle théor̀eme:� � ú Mü � estun réseaudanŝ . Poursimplifier la notationdanscequi suit, nousnetraiteronsque
le casoù 8 m � ; (et 8 = ¸ H ). On aalors: I � 8 = , ú@µ � � +

, et 8 = 
 8 m $ H%� I $ H . NousnotonsIQþñ* � ² GDV �1E2T � ú � ² et Ù * � ¡�S@C � I =�¬ mþ �
(ona IQþñ¸ H car ú `� 7 ; voir lesexercices).

6.1.4Proposition. Pourtout
� ��I il existeun ~ L dansú Mü tel que:

² � � ~ Lw��L ² ¸ � I $ |@� Ù �² � � ~ LÒ��è ²}Ä Ù si
� `� ½ �ñI �
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Admettonspour l’instant cetteproposition,et montronsque � � ~ =1�0� �>�2� � � � ~ + Ê =[� sont � -liné-
airementindépendantsdans � +

. Notons
�@L�� è * � � � ~ LÒ��è pour H Ä � � ½ ��I . Donc

�
est dans� + Ê =2� � �

. Onécrit
� �ØÚ
 8 , avec Ú la partiediagonalede

�
, et 8 la partiehorsdiagonale.Pour; `� � dans� + Ê =

onaalors:` Ú �Û` Î Ü�Ý ¸ � I $ |@� Ù�`A�Þ` Î Ü�Ý@� `A8��Þ` Î�Ü�Ý Ä � I $ |F� Ù�`A�Þ` Î�Ü�Ý��
d’où

� � `� ; . Il nerestemaintenantqu’à prouver la proposition.

Preuve. (Dela proposition.)Parsymétrie,onpeutsupposerque
� � I $ H . Pour 3�¸ñ; et Ï ¸�; ,

nousdéfinissons:

/%à � ß * �jO�� ± � + ²	² � L ²�Ä H si
� ��I $ H , ² � + Ê = ²�Ä 3 , ² � + ²QÄ Ï RQ�

Comme/%à � ß estun produitd’intervalles,le calculdesonvolumeestimmédiat,et donne:  S¢¡ � /%à � ßF� � | + 3 Ï �
L’argumentde Minkowski dit que si

  S¢¡ � =m /+à � ß@� 9   S¢¡ � � + \ ) � úßü �[� , alors /+à � ß contientun

élémentnon nul � de úøü . Par les calculsdéjà faits, on sait que
  S<¡ � � + \ ) � úßü �1� � I =�¬ mþ , et  S¢¡ � =m /%à � ßF� � 3 Ï . Nousprendronsdonctoujours3 et Ï tel que 3 Ï�� I =�¬ mþ , etnousnoterons/%à � ß

simplementpar /%à . Nousprendronsenfait des 3 deplusenplusgrand.
Pour � nonnul dans/%à c úßü on sait:H Äl² � � � � ² � ² ) = � � � b�b�b6) +�� � � ²�Ä 3 Ï�� I =�¬ mþ �

² ) L«� � � ² 9§I Ê =�¬ mþ si
� ��I $ H �

² ) + Ê = � � � ² 9 Ï Ê = � 35I Ê =�¬ mþ �
Prenons

� ¸ñ; assezgrand(
� 9§I Ù + Ê = Ü ¬ mþ suffira,parexemple).Onprend3 = * � I =�¬ µþ , parexemple.

Celanousdonne� = dans/%à V�c úøü . Onprend3 m ¸ � 3 = . Celanousdonne� m . Onprend3 ! ¸ � 3 m ,
etc. Cela nousdonneunesuite � =A� � m � �>�>� dans úßü , avec, pour tout

�
, ² � � � L�� ²+Ä I =�¬ mþ . Mais,

pour tout /Ç¸y; , l’ensembledesidéauxde úøü d’indice auplus / estfini (un idéald’indice �
contient � úßü , doncprovient d’un idéaldu quotientfini úøü \ � úøü ). Nousprenons

� � ½
tel queúøü � L � úøü � è . Maisalors ~�* �§� è2\ � L estdansú Mü . Vérifionsquece ~ satisfait auxconditionsde

la proposition.Onsait:

pour ùº��I $ H *¨) � � ~ � � ) � � � è2�[\ ) � � � LÒ�0� I Ê =�¬ mþ Äl² ) � � � è2�[\ ) � � � L�� ²QÄ I =�¬ mþ �
² ) + Ê =2� ~ � ² � ² ) + Ê =0� � è �1\ ) + Ê =0� � LÒ� ² 9�3 è I Ê =�¬ mþ \ 3 L ¸ � I Ê =�¬ mþ �

On adonc:

² � � ~ ��L ²QÄ Ù � si
� �ñI $ H �

² � � ~ �+ Ê = ² 9à¡ S@C ���2� $ Ù �
On veut: ¡ S@C ��� � $ Ùç9 � I $ |@� Ù , cequi équivautà

� 9¤Ù + Ê = . ©
41



©
6.1.5Remarques. 1. Le cas8 = � |

, 8 m � ; estbienplusfacile,etdéjà bienintéressant.

2. Comparer̀a la sph̀eredeRiemannY = � & � � & � ON��R . Si onenl̀eve 8 pointsdecettesph̀ere,
l’anneau# desfonctionsméromorphessur la sph̀ereet holomorpheendehorsdespoints
enlevésest isomorpheà & M Z � ? Ê =

, le facteur & M
correspondaux fonctionsconstantes,

et le facteur
� ? Ê =

mesureles pôleset zéros.Il parâıt doncque les corpsde nombresse
comportentcommeY = � & �

: si, en 8 points,on n’imposepasde condition,alorsl’anneau
qui résulteacommegroupedesunités,modulolesunitéstriviales,rang 8 $ H .

3. L’analogueduthéor̀emedesunitésestvrai pourlescourbesalgébriquesnonsingulìereset
projectives.

4. Si # Þ úøü est un sous-anneaud’indice fini, alors # M \ Ï � # �
est encorelibre de rang8 = 
 8 m $ H (sanspreuve).

5. Avec les outils dont on disposemaintenant,on peut résoudrecertaineséquations,par
exemplel’ équationde Fermaten degré 5. En effet, on montreque l’anneaudesentiers
de 7 � ¡ ¨ � est

�r� ¡ ¨ � , quele groupedesclassesd’idéauxde
�r� ¡ ¨ � esttrivial, et que

�r� ¡ ¨ �XM est
engendŕepar $%¡ ¨ et le nombred’or ¡ ¨ç
 ¡ Ê =¨ . Ensuite,on regardedans[Swin].

6.2 Lescorps quadratiques r éels.

Soit IÍ¸ H sansfacteurcarŕe, úÌ* � 7 � Å I � . Nousrappelonsque úßü � �r� Å I � si I `# H mod{
, et úøü � �r� � H 
 Å I �[\@| � si I # H mod

{
. Commetoutcorpsqui admetunplongementdans� ,Ï � ú � �jOQH � $ HFR . Le théor̀emedesunitésdit doncque ú Mü estisomorphèa

� \F| � Z �
.

6.2.1Définition. On appelleunité fondamentalede úßü un élémentde ú Mü qui, ensembleavec$ H , engendreú Mü . Il y a doncexactement
{

detellesunités: si ~ enestun, lesautressont $ ~ ,~ Ê = et $ ~ Ê = .
Voici commenton peutproćederpourtrouver lesunitésfondamentales.Si ~ �À�³
¼� Å I `� p H
(avec � et � dans

=
m � s’il le faut) est dans ú Mü , $ ~ , ~ Ê = et $ ~ Ê = sont desunités,et ce sont

lesquatreéléments
p � p � Å I . Exactementun d’entre ~ , $ ~ , ~ Ê = et $ ~ Ê = , appelonsle � , est

tel que ) = � � � ¸ H ; c’est celui avec � ¸_; et � ¸_; . Pour � le “plongement”logarithmique�ß*¨ú Mü - ��b � H � $ H � Þ ��m , on a � � $ ~ � � � � ~ � , et � � ~ Ê = � � � � $ ~ Ê = � � $ � � ~ � . Il enrésulte
que ~ �§��
¤� Å I dansú Mü avec � ¸ñ; et � ¸�; estfondamentalesi et seulementsi ��
¤� Å I est
minimalparmiles ~ 
 � Å I avec ~�¸ñ; et �Í¸�; telsque ~ 
 � Å I ± úøü et ~5m $ IK��m � p H .

Par exemple, H�
 Å |
est une unité fondamentalede

�r� Å | �
, et

� H�
 Å �@�[\@|
est une unité

fondamentalede
�r� � HF
 Å �@�1\F| �

. Il y aunefaçonintéressantedecalculerdesunitésfondamentales
avecdesfractionscontinues,cequi n’estpassurprenant,carsi � m $ I � m � p H , ² � \ � $ Å I ² est
petit; voir la sectionsuivantepourquelquesdétails.

Pourcomparerú Mü à
�r� Å I �XM , démontronsla propositionsuivante.

6.2.2Proposition. Si I `# $ � mod á , alors
�r� Å I �XM � ú Mü . Si I # $ � mod á ,

�r� Å I �wM estd’indiceH ou � dansú Mü . Danstouslescas,
�r� Å I � M estisomorphèa

� \@| � Z �
.
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Preuve. Si I `# H mod
{
, úøü � �r� Å I � , donc ú Mü � �r� Å I �wM . Supposonsdoncque I # H mod

{
.

Le polynômeminimalde
� H 
 Å I �[\@| sur 7 est

' m $ ' $ � I $ H �1\�{ . Donc úßü \@| úßü estisomorphe,
entantqu’anneau,̀a Ë m � '(� \D� ' m $ ' $ � I $ H �1\�{Q� . Si I # H mod á celadonneË m

Z Ë m , etsi I # $ �
mod á celadonneË µ .

D’autrepart,notons» *¹úøü®- úßü \@| úßü la réductionmodulo
|
. Comme

��� Å I � estd’indice|
dansúøü ,

�r� Å I � contient
| úøü , et on a donc

�r� Å I � �l» Ê = » � �r� Å I � � , et » � �r� Å I � � estd’indice|
dansúøü \@| úøü . Comme» � ��� Å I � � estune Ë m -sous-alg̀ebrede úøü \@| úøü , » � �r� Å I � � contientË m ,

qui estdéjàd’indice
|

; onconclutque » � �r� Å I � � � Ë m . Onadonc
�r� Å I � �:» Ê = Ë m . (Biensûr, on

peutdémontrerceci égalementpar un calcul.)Consid́eronsmaintenantla suitede morphismes
degroupes: ��� Å I � M $ - ú Mü $ - � úßü \@| úøü � M �
Il est clair que

�r� Å I �wM - ú Mü est injectif. Montronsque cettesuite est exacte.Soit � dans�r� Å I �wM ; alors l’image de � dans
� úßü \@| úøü � M estdansË Mm , donc H . Soit � dans ú Mü avec imageH dans

� úßü \@| úøü � M ; alors � est dans » Ê = Ë m � �r� Å I � , et de mêmepour � Ê = , ce qui donne� ± �r� Å I �XM . Comme
� Ë m

Z Ë m � M esttrivial, et Ë Mµ d’ordre � , on obtientcequ’il faut. ©
Pourtrouver uneunité fondamentalede

�r� Å I � on peutproćedercommepour 7 � Å I � ü , maisen
fait, c’estplussimple.Commedansle caspréćedent,onvoit qu’il existeuneunité fondamentale~ �:�ß
¼� Å I avec � ¸§; et � ¸�; ( � et � entiers,maintenant).Mais on constatealorsquesi on
écrit ~ � �y� � 
�� � Å I , alors � � ¸ � pour �¼¸ H . Il en résultequepour trouver ~ on testepour���ÕH �A|}� �2�>� si I � m p H estun carŕe, et on arr̂etesi tel estle cas,avecdisons� m $ I � m � p H .
Alors �ß
� Å I estuneunité fondamentale.

Noussommesmaintenantenmesurededirequelquechosesurl’ équationdePell (oudePell-
Fermat,enFrance).Cetteéquationestla suivante: � m $ I � m �:^ , avec I commeenhaut( I®¸ H ,
sansfacteurcarŕe) et ^ dans

�
donńe.L’ensembledessolutions

� � � � � dans� m estun hyperbole.
S’il y a unesolutiondans 7Æm , on obtienttoutesles solutionsdans 7Æm en intersectantavec des
droitespassantpar la solutiondedépart.Cequi nousintéresseici, estl’ensembledessolutions
dans

� m . Commenc¸ons par une remarqueimmédiate.Pour
� � � � ��± � m avec � m $ I � m � ^ ,�ß
� Å I estun élémentdenorme ^ de

��� Å I � , et l’application:

O � � � � �¶± � m ² � m $ I � m �:^FR $ - O�� ± ��� Å I � ² � � � � ��^FR � � � � � � ¾- ��
¤� Å I
estunebijection.

6.2.3Théorème. Soit ~ uneunité fondamentalede
�r� Å I � .

1. Lessolutionsdel’ équation� m $ I � m � p H correspondentalors,via la bijectionci-dessus,
aux

p ~ � , � ± �
.

2. Pour ^ `� ; dans
�

,
�r� Å I � M opèrelibrementsur l’ensembleO�� ± �r� Å I � ² � � � � � p ^FR .

Deux éléments � = et � m de cet ensemblesont dansla même orbite si et seulementsi�r� Å I � � = � ��� Å I � � m . Ainsi, l’ensembledesorbitesde cetteactionesten bijection avec
l’ensembledesidéauxde

��� Å I � qui sontd’indice ² ^ ² et principaux.
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6.3 Fractions continues.

Soit I�¸ H sansfacteurcarŕe. Nousavonsvu que
�r� Å I �XM est isomorpheà

� \@| � Z �
. En

pratique,pour trouver uneunité fondamentale,on utilise le développementde
Å I en fraction

continue.Ici, je veuxjustedonnerquelquesindicationset un exempledecommentcelamarche.
Pourdesdétails,onestinvité à consulterleslivres[HW] et [Hua].

6.3.1Définition. Soient �À9ÿ; un entier, et
�Kû�� �>�2� ��� � desvariables.La fraction continueas-

socíeeestla fraction:

� �Kû�����=0� �>�2� ��� � � * � �Kû 
 H
��= 
 H

� m 
 H
� ! 
 H

. . . 
 H� �
6.3.2Lemme. Aveccesnotations,on a :

� �Kû>����=0� �2�>� ��� � � � �Kû 
 ® ; HH ��= ¯ b�b�b ® ; HH � � Ê = ¯ � Ê =� � �Kû 
 ® ; HH ��= ¯ b�b�b ® ; HH � � ¯ ; �
où lesmatricesopèrentparhomographies:

� Ú �â + � �º� ��� ��
 � �[\D��� �ß
 I � .
6.3.3Définition. Soit � unnombreréelnonrationnel.Le développementde � enfractionconti-
nueestdéfini par :

�Kû * � ãX�¾ä , � = * �.H \D� � $ �KûA�
,
��= * � ãX� = ä , � m * �.H \D� � = $ �D=1�

, etc.Si � est
rationnel,on appliquele mêmealgorithme,maison s’arr̂etequand� � estentier.

6.3.4Proposition. Soit � réelet irrationnel.Soit
�Kû�����=A� �>�>� la suiteassocíeeà � parla définition

préćedente.Ecrivons
� �Kû�����=A� �>�>� ��� � � � z � \ Ã � . Alors ² z � \ Ã � $ � ² � H \ Ã�m� . Si z et Ã�¸�; sontdes

entierspremiersentreeux et ² z \ Ã $ � ² � H \@| Ã�m , alorsil existe � tel que
� z � Ã � � � z � � Ã � � . La

suite
�Kû�����=A� �>�2� devient périodique(dansle sensqu’il existe ¿ et Â 9 H telsque

� � W � � � � si�¸Î¿ ) si et seulementsi � estalgébriqueet dedegré deuxsur 7 . Si �t� Å I avec I�¸ H sans
facteurcarŕes,il existe � tel quez m� $ IKÃ m� � p H , et le premiertel � donneuneunité fondamentalez � 
 Ã � Å I de

�r� Å I � .
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7 La r éciprocitéquadratique.

7.1 Décompositiondesnombrespremiers.

Soit ú un corpsde nombres,et z un nombrepremier. L’anneau# * � úßü \ z5úßü estalors
une Ë�Ö -algèbrededimensionI�* � GDVXW@% � ú �

. Nousavonsvu dansun exerciceque # n’a qu’un
nombrefini d’idéauxmaximaux,disonsÂ =A� �>�2� � Â ?

, etquele morphismecanonique

#�- # \ Â + = Z b�b�b Z # \ Â +?
estunisomorphismede Ë�Ö -algèbres.Définissonsdesentiers� L ¸ñ; par: Â �{� Ê =L `�§Â �{�L �§Â �{� W¨=L

.
Notons åÂ L

l’image inversede Â L
dansúøü via úøü�-<#:-<# \ Â L

.

7.1.1Proposition. Aveccesnotations,on a l’ égalit́esuivanted’idéauxde úøü :

z	úøü � åÂ = � V b�b�bNåÂ ? � � �
Preuve. Montronsd’abordque åÂ = � V b�b�bNåÂ ? � � Þ z5úßü . En effet, comme

Â � V= b�b�b Â � �? ��Â � V= c b�b�b c Â � �? � ;
dans # , l’image de åÂ = � V b�b�bNåÂ ? �{� dans # estnulle. D’où l’inclusion. Il ne restequ’à montrer
que z5úøü et åÂ = � V b�b�bNåÂ ? �{� ont mêmenorme.La normede z	úøü est ² # ² � z +

. Notons ù L le corps# \ Â L � úßü \ åÂ L
. Alors, pourtout

�
, et pourtout �t9�; , åÂ �L \ åÂ L � W¨= estun ù L -espacevectorielde

dimensionun.Le théor̀emeChinoisdit quel’applicationcanonique:

úßü \ åÂ = � V b�b�b1åÂ ? � � $ - úøü \ åÂ = � V Z b�b�b Z úøü \ åÂ ? � �
estun isomorphisme.Il suffit doncdemontrerque úßü \ åÂ L �{� estdemêmecardinalque # \ Â �{�L .
Mais les deuxsontde cardinal ² ù L ² �I� : pour le premier, celaestmêmevrai pour tout exposant,
pourle deuxìeme,il faututiliserquelesinclusions#æt Â L tÎb�b�b�t Â �{�L sontstrictes. ©
7.1.2Proposition. Aveclesmêmesnotations,lesconditionssuivantessontéquivalentes:

1. z nedivisepasGDV �1E2T � úßü � ;

2. # estréduit,i.e., ; estle seulnilpotentde # ;

3. tousles � L sont H .
Preuve. L’ équivalencedesconditions1 et 2 a déjà ét́e not́eedansla proposition4.11.1.Mon-
tronsl’ équivalencedesdeuxdernìeres.Toutélémentde # \ Â �{�L qui estdansÂ LÒ\ Â �{�L estnilpotent.
Donc # \ Â �I�L estréduitsi etseulementsi � L �xH . Comme# estle produitdes# \ Â �I�L , # estréduit
si et seulementsi tousles # \ Â �{�L lessont. ©
7.1.3Définition. On dit que z estramifié dansú , ou dansúßü , si la Ë�Ö -algèbre úøü \ z5úøü n’est
pasréduite.

Dansla sectionsuivante,nousutiliseronsle résultatsuivant.
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7.1.4Proposition. Soient 7P- úk- � desextensionsfinies,et z un nombrepremier. Si z est
ramifiédansú , il l’est dans� .

Preuve. Supposonsque z soit non ramifié dans � . Il nousfaut montrerque z estnon ramifié
dans ú . Noussavonsdoncque � ü \ z�� ü est réduit, et il nousfaut montrerque úßü \ z5úßü l’est
également.Alors, le morphismeú_- � induit unmorphismeúßü·- � ü . Supposonsque � dansúøü soit dansle noyaude úøüa- � ü - � ü \ z�� ü . Celaveutdire quel’image de � dans � ü est
de la forme z � , avec � dans � ü . Mais alors � \ z estentier sur

�
, donc � estdansz5úßü . Il en

résultequele morphismeúßüß- � ü induit uneinjection úøü \ z5úøü�- � ü \ z�� ü . Celamontrequeúøü \ z5úßü estréduit. ©
7.1.5Définition. Soit ú uneextensiondedegrédeuxde 7 , et soit z un nombrepremier. On dit
que z estinertedans ú si úøü \ z5úøü estun corps,ou, ce qui revient au même,si z estpremier
dansúøü . Ondit quez estscind́e,oudécompośedansú si úøü \ z5úßü estisomorphèa Ë�Ö Z Ë�Ö , ou,
cequi revientaumême,si z5úøü ��Â = Â m avec Â m et Â m deuxidéauxmaximauxdistinctsde úßü .

7.1.6Proposition. Soit I `�jH unentiersansfacteurcarŕe,et ú � 7 � Å I � . Ona úßü � �r� � � \D� » � ,
avec »g��� m $ I si I `�ÕH mod

{
, et avec »��� m $ � $ � I $ H �[\�{ si I �.H mod

{
. Notons »

l’imagede » dansË�Ö � � � . Alors :

1. z estdécompośedansú si et seulementsi » adeuxracinesdistinctesdansË�Ö ;

2. z estinertedansú si et seulementsi » n’a pasderacinedansË�Ö ;

3. z estramifiédansú si et seulementsi » aexactementuneracinedansË�Ö .

A l’aide dela réciprocit́e quadratiquenouspourronsmontrerquela conditionque z soit scind́e,
inerteou ramifiénedépendquedela classede z modulole discriminantde ú .

7.2 Quel estle sous-corpsquadratique de �ç��èIéê� ?

Pourla preuvedela réciprocit́e quadratiquequenousallonsdonnerdansla sectionsuivante,
il nousfautun renseignementdontnousnousoccuponsdanscettesection.

7.2.1Proposition. Soit z un nombrepremier. Soit 7 � ¡ Ö � l’extensionde 7 engendŕeepar une
racinede l’unit é d’ordre z (dans & , par exemple).Alors le polynômeminimal de ¡ Ö sur 7 estY Öº* � � � Ö $ H �1\D� � $ H � . L’extension7ÿ- 7 � ¡ Ö � estgaloisienne,et on a un isomorphismede
groupes » *�g°!N¡ � 7 � ¡ Ö �[\ 7 � $ -�Ë MÖ �
tel que,pourtout $ dansg°!<¡ � 7 � ¡ Ö �1\ 7 �

, $ � ¡ Ö � � ¡Lë ÙBì2ÜÖ �
Preuve. Notons 7ÿ- ú uneextensiondedécompositionde � Ö $ H , et ¡ Ö unedesesracines.
Commeles racinesde � Ö $ H sontdespuissancesde ¡ Ö , on a ú � 7 � ¡ Ö � . Le polynôme

Y Ö
estirréductiblepar le critèred’Eisenstein(on appliquececritèreà

Y Ö � �³
:H � et z ). L’extension
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7Ï- ú estdoncdedegré z $ H . Notons í le groupedeGaloisde ú sur 7 . Tout élémentde í
induit unautomorphismedusous-groupeÏ Ö � ú � * �xO�� ± ú ² � Ö �jHFR de ú M

. CommeÏ Ö � ú �
est

d’ordre z , c’estun espacevectorieldedimensionun sur Ë�Ö , doncsongrouped’automorphismes
est Ë MÖ . Nousavonsdoncun morphismedegroupes» *�íÕ- Ë MÖ tel quepour tout $ dans í , et
tout � dansÏ Ö � ú �

: $ � � � ��� ë Ùkì Ü . Il resteàmontrerque » estun isomorphisme.Commelesdeux
sontd’ordre z $ H , il suffit demontrerque » estinjectif. Mais celaestclair, car commeú est
engendŕepar ¡ Ö , tout $ dansí estdétermińepar $ � ¡ Ö � . ©
7.2.2Théorème. Soit z un nombrepremieret 7 � ¡ Ö � commeenhaut.Alors l’inclusion de

�r� ¡ Ö �
dans7 � ¡ Ö � ü estuneégalit́e.Toutnombrepremierdifférentde z estnonramifiédans7 � ¡ Ö � .
Preuve. Nousallonsappliquerle critère4.11.3.Comme¡ Ö estentiersur

�
,
�r� ¡ Ö � Þ 7 � ¡ Ö � ü . Le

fait quela dérivéede � Ö $ H soit z � Ö Ê = impliquequedansn’importequelcorpsdecaract́eristique
différentede z , � Ö $ H n’a pasderacinesmultiples.Il enrésultequele discriminantde

Y Ö est,à
unsigneprès,unepuissancede z . Parcequenousavonsvu danslesexercices,celaimpliquequeGDV �1E2T � �r� ¡ Ö � � est,à un signeprès,unepuissancede z , et queparconśequent,G�V��1E T � 7 � ¡ Ö � ü � est,à
un signeprès,unepuissancede z . Donctoutpremierdifférentde z estnonramifiédans7 � ¡ Ö � .

Pourfinir, il nousfaut montrerquepour tout idéal maximal Â de
�r� ¡ Ö � contenantz , on aGDV]W � ¬ � � Â \ Â m � Ä H . Ecrivons

�r� ¡ Ö � � �r� � � \�� Y Ö � (avec � s’envoyant vers ¡ Ö ). Cela montre
que

�r� ¡ Ö � \ z �r� ¡ Ö � estisomorphèa Ë�Ö � � � \D� � $ H � Ö Ê = , et on endéduitque
��� ¡ Ö � a un uniqueidéal

maximal Â contenantz , et qu’ona Â � � z � ¡ Ö $ H � . Posons���§� $ H . Alors ona :Y Ö � � Ö $ H� $ H � � �Ô
�H � Ö $ H� ��� Ö Ê = 
 z � Ö Ê m 
 b�b�b 
 z �
qui estun polynômed’Eisensteinpourle premierz . On voit que z estdansÂ m , cequi implique
que Â \ Â m estengendŕepar � , doncdedimensionauplusun. ©
7.2.3Proposition. Soit z `� |

un nombrepremier. Alors 7 � ¡ Ö � contientun uniqueextension
quadratiqueú de 7 . Ona ú � 7 � Å z � si z �jH mod

{
, et ú � 7 � Å $ z � si z � $ H mod

{
.

Preuve. Le groupegi!<¡ � 7 � ¡ Ö �[\ 7 �
estisomorphèa Ë MÖ , qui estcycliqued’ordre z $ H . Commez `� |

, z $ H estpair. Par conśequent,gi!<¡ � 7 � ¡ Ö �1\ 7 �
a un uniquesous-grouped’indice

|
. Par la

correspondancedeGalois, 7 � ¡ Ö � a ununiquesous-corpsú dedegré2 sur 7 .
Lesextensionsquadratiquesde 7 correspondentauxentiersI `�ÕH sansfacteurcarŕe. Pour

voir pourquel I on a ú î � 7 � Å I � , nousallonsutiliser un argumentde ramification.Dansles
exercicesonverrauneautreméthode(sommesdeGauss)pourrésoudreceprobl̀eme.

Par la proposition7.1.4et le théor̀eme7.2.2, ú estnonramifiéentouslespremiersdifférents
de z . Donc GDV �1E2T � ú �

est,à signeprès,unepuissancede z . Si I `�yH mod
{
, on a GDV �1E2T � ú � � { I ,

et si I �jH mod
{
, on a G�V��1E T � ú � � I . ©
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7.3 Réciprocité quadratique.

7.3.1Proposition. Soit z `� |
un nombrepremier. Le sous-groupeË M � mÖ * �_O � m ² �g± Ë MÖ R est

d’ordre
� z $ H �1\@| . Pour

�
dansËKÖ , ondéfinit :

® �
z ¯ * � ïð>ñ H si

�®± Ë M � mÖ ,; si
� � ; ,$ H si
�a`± Ë M � mÖ .

La fonction
� �Ö � *DË�Ö�- O $ H � ; � H�R·Þ �

s’appellele symboledeLegendre.Pour
�

dansË�Ö ona :® �
z ¯ � � Ù Ö Ê = Ü ¬ m dansË�Ö .

L’application Ë MÖ - �"M
,
� ¾- � ÚÖ � estunmorphismedegroupes.

Preuve. Consid́eronsle morphismedegroupes» *DË MÖ - Ë MÖ ,
� ¾- � m . Sonnoyauest OQH � $ HFR ,

doncd’ordre
|

( H `� $ H car z `� |
). L’image de » est Ë M � mÖ , qui estdoncd’indice

|
. Le quo-

tient Ë MÖ \ Ë M � mÖ estdoncisomorphe,et celade manìereunique,à
�"M

. Consid́eronsle morphisme�d*�Ë MÖ -ÌË MÖ ,
� ¾- � Ù Ö Ê = Ü ¬ m . Sonnoyauestd’ordre

� z $ H �1\@| , doncsonimaged’ordre
|

et égaleàOQH � $ HFR . Pour
�

dansË MÖ , on a � ��� m � � � Ö Ê = �äH . On a donc Ë M � mÖ Þ ×�å2T � � � , et mêmeégalit́e car
lesdeuxont mêmecardinal.Pourconclure: pour

�
dansË MÖ on a � ����� � H si et seulementsi

�
estdansË M � mÖ . ©
7.3.2Théorème. (Réciprocité quadratique, Gauss.) Soient z et Ã deux nombrespremiers,
différentsde

|
et distincts.Alors ona :® z Ã ¯ b ® Ãz ¯ � � $ H �

� z $ H � � Ã $ H �{ �
Preuve. D’après la Proposition7.2.3,l’unique sous-corpsquadratiquede 7 � ¡mò � est 7 � Å Ã M � ,
avec Ã M � � Ê =ò � Ã . Nousavonsdoncun diagrammecommutatif:

7 � ¡bò � ó $D$�$ �r� � � \D� Y ò � $�$	$ - Ë�Ö � � � \D� Y ò �ô �� ô �� ô ��
7 � Å Ã M �uó $D$�$ �r� � � \D� » � $�$	$ - Ë�Ö � � � \D� » �ô �� ô �� ô ��

7 ó $D$�$ � $�$	$ - Ë�Ö

�

avec »º��� m $ � $ � Ã M $ H �1\�{ . L’applicationde Ë�Ö � � � \D� » � vers Ë�Ö � � � \D� Y Ö � estuneinclusionpar
unargumentquenousavonsdéjàutilisédansla preuvedela proposition7.1.4(nousutilisonsici
que

�r� � � \D� Y Ö � et
�r� � � \D� » � sontlesanneauxd’entiersdansleurscorpsdefractions).
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Par la Proposition7.2.1, g°!<¡ � 7 � ¡bò �[\ 7 �
s’identifie,via l’isomorphisme» , à Ë Mò . D’autrepart,gi!<¡ � 7 � Å Ã M �1\ 7 �

admetununiqueisomorphismeavec
�NM

. Cecinousdonneundiagrammecom-
mutatif : g°!N¡ � 7 � ¡bò �[\ 7 � ë$�$	$ -2 Ë Mò����� ��� Ù{õò Üg°!<¡ � 7 � Å Ã M �1\ 7 � 2$�$	$ - ��ö
Notons $KÖ l’ élémentde g°!<¡ � 7 � ¡bò �[\ 7 �

qui correspond̀a l’image de z dansË Mò . Alors $KÖ induit
l’endomorphismedeFrobeniusde Ë�Ö � � � \D� Y ò � , car $KÖ � � � � � Ö (modulo

Y ò ). Donc $KÖ induit le
Frobeniusde Ë�Ö � � � \D� » � . Notonsmaintenantque $KÖ � Å Ã M � estsoit égalà

Å Ã M , soit à $ Å Ã M . On a
alorsleséquivalences:� Ö ò � �yHø÷ � � $KÖ � � VXG ÷ z estscind́edans

�r� � � \�� » � ÷ � ò ÕÖ � �yH@�
Donc: ® z Ã ¯ � ® Ã Mz ¯ �¦¥ � Ê =ò � Ãz § � ® � $ H � Ù ò Ê = Ü ¬ mAÃz ¯ � � $ H �úù l V

õ Ø l V
õ ® Ãz ¯ �

©
PourcalculerdessymbolesdeLegendre,il estutile decompĺeterle théor̀emeci-dessuspar les
deuxrésultatssuivants,qui ont ét́emontŕesdansle courset lesexercices.

7.3.3Proposition. Pourz `� |
unnombrepremieron a :

® $ H
z ¯ � � $ H � z $ H| �

et ® |
z ¯ � � $ H � z m $ Há �

Concr̀etement,la réciprocit́e quadratiqueserésumeen le résultatsuivant, qui n’est que la
combinaisondesdeuxrésultatsqui préc̀edent.

7.3.4Proposition. 1. Si z `� |
et Ã `� |

sontpremiers,on a :® z Ã ¯ � ® Ãz ¯ si z # H �Ò{Q� ou Ã # H ��{Q� ;

� $ ® Ãz ¯ sinon.
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2. Si z `� |
estpremier, on a : Á z | Ã �jH¢û® |

z ¯ �jH si z # p H � á � ;

� $ H si z # p � � á � ;® $ H
z ¯ �jH si z # H ��{K� ;

� $ H si z # $ H �Ò{Q� ;
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8 Le théorèmedeWedderburn.

Le théor̀emeenquestionn’estpastellementun théor̀emeconcernantla théoriedesnombres,
maisplutôt la théoriedescorpsfinis.La preuvequenousdonnonsnenécessitequ’unpetitpeude
théoriesurlesgroupesopérantsurdesensembles,un peu“d’algèbrelinéairenoncommutative”
(quenousfaisonsdansunlemme),et le fait quelespolynômescyclotomiques

Y � ontcoefficients
dans

�
(nousn’avonspasbesoindeleur irréductibilité).Doncsi l’on veut,cethéor̀emepourrait

êtretraité audébut du cours.
Danscettesection,on ne supposepasquelesanneauxsontcommutatifs; lesanneauxsont

encoresupppośesunitaires.Nousrappelonsqu’uncorpsestparhypoth̀eseunanneaucommutatif
avec H `� ; danslequel tout élémentnon nul est inversible.Un anneau(non nécessairement
commutatif)dansavec H `� ; danslequel tout élémentnon nul est inversibleest appeĺe une
algèbre à division. Un exempled’une algèbreà division non commutative est donńe par les
quaternions(sur 7 ousur � ). Les 7 -algèbresàdivisiondedimensionfinie entantque 7 -espace
vectorieljouentun rôle importantenthéoriedesnombres.

8.1Théorème. Soit # un anneaufini intègre(non nécessairementcommutatif).Alors # est
commutatif,etdoncuncorps.De façon équivalente: touteslesalgèbres̀adivisiondedimension
finie suruncorpsfini sontdescorps.

Preuve. Soit # doncun anneaufini intègre.Soit ù le centrede # : ù estl’ensembledes� dans# tel que �5���Ì��� pour tout � dans # . Alors ù est fermé pour l’addition, la multiplication,
inversionet opposition( �ñ¾- $ � ). Donc ù estun corpsfini, disonsde cardinal Ã (qui estune
puissanced’un nombrepremier),et # estune ù -algèbrededimensionfinie.Notons� � GDV]W � # .
On adonc ² # ² � Ã � .

Notons í � # M
le groupemultiplicatif desélémentsnonnul de # ; donc í estun groupe

decardinalÃ �Ô$ H . On fait agir í parconjugaisonsurlui-même:
� � � � � ¾- �5�Q� Ê = . Consid́erons

la décompositionde í enorbitespourcetteaction.Cesorbitessontlesclassesdeconjugaison
dans í . Les orbitesà un élémentssontexactementles O��ÁR avec � dans ù . Soit ü un syst̀eme
derepŕesentantspour lesorbitesrestantes(cellesdansí $ ù M ). Pourchaque� dans í , notons� A �ÏO4���5� Ê = ² � ± í R saclassedeconjugaisonet � � � � �ÏO4� ± í ² �5�®�Î���ÁR soncentralisa-
teurdansí . Pour � dansí , onaunebijection: í \ � � � � - � A , ��¾- �Q�5� Ê = . Ona alors:í � ù Mdý ýA z{þ � A � ² í ² � Ã $ Hd
 �A zoþ Ã � $ H

² � � � � ² �
Pour � dans# , notons# � � � �jO4� ± # ² �Q�º�§�5�5R le centralisateurde � dans# . Alors # � � � est
unesous-ù -algèbrede # , et estdonclui aussiunealgèbreà division et � � � � � # � � � M . Notons� � � � � GDVXW � # � � � , ona donc ² # � � � ² � Ã � Ù�A0Ü , et ² � � � � ² � Ã � Ù�A0Ü $ H .

La multiplication à gauchesur # par desélémentsde # � � � induit unestructurede # � � � -
modulesur # . Montronsque # estlibre entantque # � � � -module.

8.2Lemme. Soit # unealgèbreà divisionet � un # -moduledetypefini. Alors � estlibre.
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Preuve. Soit ÂÕ� � Â =A� �>�>� � Â � � un syst̀emedegéńerateursde � , avec � minimal. Il suffit de
montrerquecesyst̀emeestlibre.Supposonsquecen’estpaslecas,etsoit 3 = Â = 
 b�b�b 
 3 � Â � � ;
unerelationnontriviale.Quitteà renuḿeroterles Â L

nousavons 3 � `� ; , donc:

Â � � $ 3 Ê =� � 3 = Â = 
 b�b�b 
 3 � Ê = Â � Ê =ì� �
Ceciimpliqueque

� Â =A� �>�>� � Â � Ê =[� estunsyst̀emegéńerateurde � , donccontreditla minimalité
de � . ©
Pour � dans# , notons8 � � � � T�!<�DC � Ù�A0Ü # . On aalors:

Ã �Ý� ² # ² � ² # � � � ? ÙBA0Ü ² � ² # � � � ² � ÙBA0Ü � � Ã � Ù�A0Ü � ? Ù�A0Ü � Ã � Ù�A0Ü ? Ù�A0Ü �
ce qui montreque les � � � � divisent � . (Une autrefaçon de voir que � � � � ² � estde noterqueBDC@E G � Ã Ú $ H � Ã � $ H � � Ã â $ H si

� � BDCFE2G ���5�6� � , enregardantl’algoritme d’Euclide.)
Nousentronsmaintenantdansla dernìereétapedela preuve.Dans 7 ��'(�

, nousavons' � $ H+� � + » � Y +F� ' �0�
avec

Y +
le polynômeunitairedontlesracines(dans& disons)sontlesracinesd’unité d’ordre I .

Par la théoriedeGalois,on saitqueles
Y � � ' �

sonteneffet dans7 ��'(�
, et commeles racinesde

l’unit é sontentierssur
�

, on voit queles
Y � � ' �

sontdans
����'(�

.
Pour � dansü , ona � � � ��`� � , car � n’estpasdansle centreù de # . Pourtoutentier Â ¸�; ,

nousavons: Ã � $ H+� � + » � Y +F� Ã � �
En appliquantcecià l’identité :

Ã � $ H%� Ã $ H¶
 �A z{þ Ã ��$ H
Ã � ÙBA0Ü Ê = �

on obtientque
Y � � Ã � divise Ã $ H , car

Y � � Ã � divise tous les autrestermes.En particulier, on
trouveque ² Y � � Ã � ²QÄ Ã $ H . Maison a :

² Y � � Ã � ² � �
Ú z Ù ü ¬ �{ÿ�ÿ Ü Õ ² ^ m«ª L Ú ¬ � $ H ² �

Si ��¸ H , tout facteurdansceproduitestplusgrandque Ã $ H (faireun dessindel’axedesréels
et le cercleunité dans& ). Donc � �jH , et # � ù . ©
8.3Exercice. Soit # � � ÷ �"� ÷ �U½ ÷ � ù la

�
-algèbredesquaternionsstandard(

� m � ½ m � $ H ,�w½ � $ ½K� � ù ). Pour z `� |
premier il est clair que # \ z	# n’est pascommutatif,donc ne

peutpasêtreintègrepar le théor̀emedeWedderburn.Pourautantde z quevousvoulez,trouvez
explicitementdesdiviseursdezérononnulsdans# \ z	# .
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9 Complémentset rappels.

9.1 Produit tensoriel d’algèbressur un corps.

Le produittensorieldemodulessurunanneauaét́edéfini dansle coursAlgèbre3,enpremier
semestre.Le résultatestsimplementquepour # un anneauet � et ¿ des # -modules,il existe
uneforme # -bilinéaireuniverselle:� Z ¿ $ - � , ��¿ � � Â � � � ¾- Â , � �
Si / et � sontdes # -algèbres,alors / , �ß� aunestructurenaturellede # -algèbre(pourtous

�
et

� J
dans/ et

�
et

� J
dans� , on a

��� , � �2��� J , � J � � ���A� J � , ���0� J �
), et a la propríet́e universelle

suivante: lesmorphismesde # -modules/l- / , �ø� et �y- / , �ø� donńespar
� ¾- � , H

et
� ¾- H , �

sontdesmorphismesde # -algèbres,et si � estune # -algèbreet » *Á/ - �
et �d*,�í- � sontdesmorphismesde # -algèbres,alorsil existe un uniquemorphismede # -
algèbres/ , �ß�Î- � qui fait commuterle diagrammequel’on devine.

Aveccettepropríet́e universelle,on voit quepour # un anneauet / une # -algèbre,il existe
un uniquemorphismede / -algèbres# � � � , ��/y- / � � � qui envoie � , H vers � .

De mêmefaçon, on voit, en utilisantdespropríet́esuniverselles,que # � � � \D� » � , �â/ estla
mêmechoseque / � � � \D� » � . Nousutiliseronscecisi #�- / estuneextensiondecorps.

9.1.1Théorème. Soit ú - � uneextensionde corps,et » dans ú � � � irréductible,tels que »
soit scind́e sur � , avecdesracinessimples.Notons I le degré de » , 8 =�� �>�>� � 8 + sesracinesdans� , et ) =A� �>�2� � ) +

les plongementscorrespondantsde ú � � � \D� » � dans � . Alors le morphismedeú -algèbres: � , þ�ú � � � \D� » � $ - � + � � , �·¾- � � ) =0� � �0� �>�2� � � ) +�� � �[�
estun isomorphismede � -algèbres.En particulier, si úÈ- � estgaloisienne,degroupeí , et si
on note � le cardinalde í , et � =A� �>�2� � � � seséléments,onaun isomorphismede � -algèbres:� , þ � $ - � � � � , �ß¾- � � � =2� � �0� �>�>� � � � � � � �1� �
Preuve. Commenc¸onsparremarquerque � , þ�ú � � � \D� » � � � � � � \D� » � et � +

sonttouslesdeux
dedimensionI en tantque � -espacevectoriels.Il suffit doncdemontrerquele morphismeen
questionestsoit injectif, soit surjectif.En fait, lesdeuxsontassezfaciles.La surjectivité résulte
del’interpolationdeLagrange,etl’injectivitédufait quele noyaude � � � � - � +

estl’intersection
des

� � $ 8 LÒ� , donc
� » � .

Le deuxìemeénonćes’obtientdupremierenchoisissantun élémentprimitif de � sur ú . ©
9.2 Modulesde type fini sur lesanneauxprincipaux.

Ceci setrouve dans[Samuel, o 1.5], maisexpliqué d’une façon plus abstraite.D’autrepart,
cettethéorieestdansle programmedu coursd’algèbredu semestrepréćedent.Pourcesraisons,
nousironsassezvite.
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9.2.1Théorème. Soit # un anneauprincipal et soit �À9ÿ; . Tout sous-modulede # � est libre
de rangau plus � . En fait, si � estun sous-modulede # � , il existe unebase

� ^ =0� �>�>� � ^ � � de# � , un entier 8 tel que ; Ä 8 Ä � et desélémentsI =A� �>�2� � I ? de # tels que I = ² I m ² b�b�b ² I ? et� I = ^ =0� �>�>� � I ? ^ ?0� soit unebasede � . La suitedes I L n’est pasforcémentunique,maisla suite
desidéauxI = #³t§I m #³tÎb�b�b t§I ? # l’est.

Preuve. Nous montronsd’abord, par récurrencesur � , que � est libre de rang au plus � .
Pour � � ; rien à faire.Supposons��9 H . Consid́erer zÆ*¹# � - # , projectionsur la dernìere
coordonńee.L’image zd� estunsous-modulede # , doncunidéal; comme# estprincipal, � est
libre derang ; ou H . Si c’est ; , � estenfait contenudans# � Ê = et on a termińe parrécurrence.
Supposonsdoncque zd� estde rang H , debasez � Â �

pourun Â dans � convenable.Alors la
suiteexacte ; $ - ×�å2T � z ² � � $ - � $ -Èz � � � $ - ;
estscind́eepar le morphismez � � � - � , z � Â � ¾- Â (commez � Â �

estunebasede z � � �
, il

suffit dedonnerl’image de z � Â �
). Donc � estisomorphèa

� � c # � Ê = � ÷§# , et on a termińe
parrécurrence.

Pour montrer l’existencedesbasesde � et de # � commedansl’ énonće, on choisit un
nombrefini degéńerateursde � , quel’on exprimeentermesdela baseusuellede # � . Ensuite,
on fait desopérationsélémentairessur les ligneset lescolonnesde la matriceobtenue,pour la
rendrede la forme GDV�!FC � I =A� I m � �>�>� � avec I = ² I m ² b�b�b . Dansle casde # � Ë�Ö � '(� , on trouve dans
Mapleunefonction“Smith” qui fait le calcul (et qui estd’ailleursauprogrammepour l’option
mod́elisationdel’oral del’agreg). Dansle cas # � �

, Maplea la fonction“ismith”. ©
Avecce théor̀eme,on démontrefacilementla classificationdesmodulesdetypefini surun an-
neauprincipal.
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10 Exercices.

1. Donnertouteslessolutionsdans
�

etdans7 deséquations:� m 
 | � m � � � � m $ �5�r
� m � $ H � � m 
� m �ÀÑ � � m 
 | � m �:Ñ � � m $ � � m � $ HF�
Indications: congruencesmodulodespuissancesdedeux; paraḿetrisationdecourbesde
degrédeuxavecun point rationnel.

2. (a) Soit
���	������� �

un triplet pythagoricienprimitif. En consid́erantles carŕesdans
� \�{ �

,
montrerque,quitteà échanger

�
et

�
, ona

� # H ��|@�
,
� # ; �q|@�

et
� # H ��|@�

. Montrer
qu’alors

� m � ��� $ �0�2��� 
 �0�
, etque B�C@E2G ��� $ ����� 
 �0� �yH . (Indication: l’id éalde

�
engendŕe par

� $ �
et

� 
 �
contient

|F�
et

|F�
.) En déduirequ’il existedesentiers~ et� avec ;ß��~���� , impairs,premierentreeux,telsque

� $ � � ~5m et
� 
 � � ��m .

(b) Conclureque tout triplet pythagoricienprimitif
���	�������2�

avec
�

pair s’écrit sousla
forme

� ~5� �4� ��m $ ~5m �[\@|}�4� ��m 
 ~¹m �1\@|@� , avec ;��x~g�x� danss premierentreeuxet
impairs.

(c) Montrerquepour ~ et � danss premierentreeux,impairset tel que ~���� :� ~5� �4� � m $ ~ m �1\F|}�4� � m 
 ~ m �[\@|@�
estuntriplet pythagoricienprimitif. Conclurequelestripletspythagoriciensprimitifs
avec

�
pair sontlestriplets

� ~5� �4� � m $ ~ m �[\@|}�4� � m 
 ~ m �1\@|@� , avec ~ ��� premierentre
euxet ~5� impair.

3. Montrerquel’anneau
�r�����

esteuclidienpourla fonction IZ* �r����� - s , ��¾- � � .

4. (Plusdifficile.) Soit ú uncorps,et � unentierplusgrandouégalà 3 et inversibledansú .
Montrerquetouteslessolutionsdansú � '(�

del’ équation:� � 
 � � � � �
avec

�
,
�

et
�

premiersentreeux,sontenfait dessolutionsdansú . Indication: étendrela
méthodedonńeeencours,donc: parcontradiction; consid́ererunesolutionnonconstante
avecle maximumdesdegrésde

�
et

�
et

�
minimalparmitouteslessolutionspourtousles

corps ú . (Il faudradoncpeut-̂etrechangerdecorpspendantla démonstration.)Question:
l’hypothèseque � soit inversibledansú est-ellenécessaire? Pluspréciśement: en fonc-
tion de la caract́eristiquede ú , donnerla liste des � pour lesquelsil existedessolutions
nontriviales.

5. Montrerqu’il existeuneinfinitédenombrespremiersz qui sont $ H modulo
{
.

6. Soit z un nombrepremier. Montrerque � m 
ÎH a uneracinedansË�Ö si et seulementsi z
n’estpascongruà $ H modulo

{
(indication: le groupeË MÖ estcyclique,et d’ordre z $ H ).

Montrerquepour � dans
�

, toutpremierimpairqui divise �¨m 
H estcongruà H modulo
{
.

Montrerqu’il y auneinfinitédenombrespremiersqui sont H modulo
{
.

7. (Pourceuxqui veulent.)Variantedesdeuxquestionspréćedentes,maispour les classes
modulo � .
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8. Factoriserenirréductibles: ÑÆ
 �
dans

�r�����
, et

� 
 ½
dans

��� ½@�
.

9. Cherchezun nombrepremier z qui est congruà 1 modulo 4 et raisonnablementgrand
(disonsaumoins1000),et écrivezle commesommededeuxcarŕes.

10. Commela définitiondela notiond’anneaueuclidienn’estpasla mêmedanstouslestextes,
nousdonnonsunedéfinition ici, et montronsqu’elle estéquivalenteà uneautrequel’on
rencontresouvent.Voici doncla définition.

Soit # un anneauintègre,et » *,#_- �
unefonction.Alors » estdite eucli-

diennesi sonimageestborńe inférieurementet si pourtout
���5�6� �

dans# m avec�ß`� ; il existe Ã et 8 dans# avec
� � Ã � 
 8 et » � 8 � � » ���0�

. Un anneauestdit
euclidiens’il existeunefonctioneuclidiennesur # .

(a) (Justepourmémoire.)Montrerqu’unanneaueuclidienestprincipal.

(b) Montrerquepourtout
�a`� ; dans# ona » ����� ¸ » � ; � .

(c) Montrerquela fonction » * � - �
, � ¾- ² � ² , esteuclidienne.

(d) Soit ú uncorps.Montrerquela fonction » *5ú � � � - �
,
� ¾-<GDå C ����� esteuclidienne.

Ici on convient que GDå C � ; � � $ H . Si on veutque G�å2C � ; � � $ � , on pourraitintro-
duire l’ensembleordonńe

� � O $ ��R , et la notiondefonctioneuclidiennèa valeurs
dans

��� O $ ��R .
(e) Soit # un anneauintègre,et » *¹#Î- �

unefonction.Montrerque » esteuclidienne
si et seulementsi »ø
§H (la fonctiondonńeepar

� ¾- » ����� 
�H ) l’est.

(f) (Plus difficile.) Soit # un anneauintègreet )+* #Ì- �
une fonction euclidienne.

Montrerquela fonction » *5#j- �
,
� ¾- W³V � O ) ��� � � ² ; `�x� ± # R , esteuclidienne,

et a la propríet́esuppĺementaireque » ���Q�0� 9 » ����� pourtous
�

et
�

avec
�

nonnul.

11. Montrer directementque
Å | 
 Å � dans 7 � Å |}� Å � � estentiersur

�
. Montrer aussiqueH \F| dans7 n’estpasentiersur

�
. Montreraussique H \@| dans

� \ H ;@; H � estentiersur
�

.

12. Calculerle morphismetraceet la forme tracepour 7 - 7 �q| =�¬ ! �
, disonsen termesde

matricesparrapportàunebasequevousavezchoisie.Pareilpour 7y- 7 � � �
et 7j- 7 � ½ �

.

13. Calculerle morphismetraceet la formetracepour 7j- 7 ��'�� \D� ' m � .
14. Calculerla formetracepour 7j- 7 � � � \D� � ! $ � m $ ��
ñH � . Cetteformebilinéaireest-elle

non déǵeńeŕee? Le déduireausside la décompositionde � ! $ � m $ ��
lH en facteurs
irréductibles.

15. Le but decetexerciceestdemontrerqu’il y aunalgorithmeefficacepourtrouver, pourun
nombrepremierz qui estcongruà1 modulo4, desentiers

�
et

�
telsquez � � m 
 � m . Soit

doncz premier, et 1 mod4.

(a) Ecrivons z $ H�� | � Â avec Â impair (notezque �x9 |
). Pour

�
dans Ë MÖ ,

� �
est

d’ordre divisant
| � . On peutdoncesṕerertrouver un élémentd’ordre 4 dansË MÖ en

calculant,pour
�

pris au hasarddans Ë MÖ ,
� * � �¢�

, et ensuiteles
�6L * � � m � � � mL Ê = ,� 9�; , jusqu’̀aceque

� � � p H . Eneffet, si ùâ¸ñ; , alors
� � � $ H et

� � Ê = estd’ordre4.
Calculezla probabilit́eque

��`� p H .
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(b) Expliquez-vousà vous-m̂emequepourcalculer, pour
�

dansË�Ö donńe,
� * � �¢�

, et
ensuiteles

�6L
, neprendauplusqu’environ � 
 | ¡ S@C m � Â � � ý � ¡�S@C m � z �[� multiplica-

tionsdansË�Ö , si on s’y prendintelligemment.

(c) Expliquez-vousàvous-m̂emequelesopérationśelémentaires( 
 , $ , � , \ ) dansË�Ö se
font en au plus ý � ¡�S@C � z �[� , ý � ¡�SFC � z �[� , ý � ¡�SFC � z � m � et ý � ¡�S@C � z � ! � opérationsbinaires
(c’est à dire, sur des ; et H ), respectivement.En fait, il existe desméthodesplus
efficaces: par exemple,la multiplication de deux nombres Ä | � peut se faire ený � ��¡ S@C � � � ¡�S@C � ¡ S@C � � �1�[� opérationsbinaires(voir [Cohen]).

(d) Soit
�

dans
�

, ² � ² ��z \F| , tel que
�

dansË MÖ soit d’ordre
{
, et notons» * �r����� - Ë�Ö le

morphismetel que » � � � � �
. Montrezquez et

� $ �
engendrentle noyaude » , entant

que
�

-module.Enappliquantl’algorithmed’Euclidedans
�r�����

à z et
� $ �

, on trouve
un géńerateurde ×Få2T � » � .

(e) L’algorithmeobtenuestprobabiliste,et le tempsmoyenqu’il prendest ý � ¡ S@C � z � ! � .
(Le nombremoyen de

�
à essayerestau plus 2, et le nombred’étapesdansl’algo-

rithmed’Euclidedans
�������

à effectuerestauplus ý � ¡ S@C � z �1� .)
16. Soit ú un corps, _ = et _ m deux ú -espacesvectoriels,dedimensionsI = et I m , respective-

ment.Soient~ = et ~ m desendomorphismesde _ = et _ m .
(a) Montrerquelespolynômescaract́eristiquesde ~ = et ~ m déterminentcelui del’endo-

morphisme~ = , ~ m de _ = , þ _ m . Indication: utiliseruneextensionde ú surlaquelle
lespolynômescaract́eristiquesde ~ = et ~ m sontscind́es.

(b) Donnerdesformulesexplicitesentermesdescoefficientsdanslesdeuxcasoù I m � |
et H Ä I = Ä |

.

17. Le produit tensorielestbien utile pour montrerle fait quedeuxcorpsde décomposition
pourun polynômesur un corpssontisomorphes(de façon nonunique).En effet, soit ú
un corps,et » dans ú � � � non nul. Soient ú - ú =

et ú - ú m deux extensionsde
décomposition,c’est à dire, sur chacune,» estscind́e, et chacuneestengendŕeepar les
racinesde » .

(a) Montrerqueú = , þ"ú m estuneú -algèbrenonnulle,etqu’elleadesidéauxmaximaux
(sansutiliser le lemmedeZorn,si vousle connaissez).

(b) Montrerquela ú -algèbre ú = , þ�ú m estengendŕeepardesracinesde » .

(c) Soit ú ! un quotientde ú = , þ¤ú m qui estun corps.Montrer que ú - ú ! estun
corpsde décomposition,et que les deuxmorphismesde ú -algèbresú = - ú ! etú m - ú ! sontdesisomorphismes.Celamontredoncque ú =

et ú m sontisomorphes
entantque ú -algèbres.

18. Soit ú un corps,ú - � uneextensiondedimensionfinie, et úÈ- ú =
et úÈ- ú m deux

sous-extensions.Soit ú ! la sous-extensionde � engendŕeepar ú =
et ú m .

(a) Supposonsque GDVXWøþâú ! � GDV]Wøþâú = GDVXWßþâú m . Montrer que le morphismede ú -
algèbres» *5ú = , þtú m - � , donńepar » � � , � � �ñ�5� , estinjectif, et d’image ú ! .

(b) Donnerun exempleoù le morphisme» n’estpasinjectif.
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19. Lesquelsdesanneauxsuivantssontdescorps:

(a) & , µÝ& ,

(b) 7 � Å |@� , %·7 � Å � � ,
(c) 7 � Å |@� , %·7 � Å $ |@� , %·7 � Å $ H � ,
(d) & , %�& .

20. “Calculer” les
�r����� \D��� 
 � � � �������

entantque
�

-module,pourdes
� 
 � �

(
�

et
�

dans
�

) de
votrechoix.Parexemple,pourceuxavec ² � ²QÄ � , ² � ²QÄ � .

21. Soit $ l’automorphismenon trivial de 7 � Å |@�
. Evidemment,$ préserve le sous-anneau7 � Å |@� ü � �r� Å | �

. Soit IZ* �r� Å | � - s la fonctiondonńeepar: I � � � � ² � $ � � � ² . Montrer
que I estunefonction euclidienne.Pourceuxqui veulent: quelssont les corpsquadra-
tiquesdontl’anneaudesentiersesteuclidienpourla normeainsidéfinie?

22. Dessinerl’image de
��� Å | �

dans � m par l’application
� 
 � Å | ¾- ��� 
 � Å |}��� $ � Å |F�

,
avec

�
et

�
dans

�
. Dessineraussila courbede niveau H pour la norme: ² �5� ² �.H . Faire

l’analoguepour 7 � Å �@� ü .

23. Soit ú un corps,� 9�; un entier, et
�Kû�� �2�>� ��� � Ê = dansú . Montrerque:

GDå0æ
CDDDDDDE

' �Kû
$ H ' ...$ H . . .

...
. . .

' ...$ H ' 
 � � Ê =

G HHHHHHJ � ' � 
 � � Ê = ' � Ê = 
 b�b�b 
 �Qû �

Indication : on peutproćederde deuxfaçonsau moins.Développersuivant la premìere
ligneet fairerécurrencesur � , oudirequ’il s’agit d’uneidentitépolynomialeenles

�@L
que

l’on démontreennotantquele polynômeenquestionannulel’endomorphismeenquestion
et quesi les

�@L
sontdesvariables,alorsle polynômeenquestionestirréductible.

24. Soit �Ç9 ; entier, et
�

dans � � � � �
. Montrer que

� � \�� � � est fini si et seulementsiGDå0æ ���}��`� ; , et que,danscecas,ona ² � � \F� � � ² � ² GDå æ ����� ² .
25. Soit ú un corpsdenombres.Soit � `� ; dansúøü , et consid́eronsl’endomorphismeb � du�

-modulelibre úøü donńepar ��¾- �5� . Montrerque:

² úøü \ � úøü ² � ² GDå æ � b � � ² � ² �Kû ² Ù 5�687 9 þ Ü ¬¼+ �
où I et

�Kû
sontle degréet le termeconstantdu polynômeminimalde � sur 7 .

26. Soit I9 H . Montrer quesi � =0� �>�2� � � + dans & satisfontà ² � L ² � H \ I , alors les
�@L

définis
par: � ' $ � =ì� b�b�b � ' $ � +0� � ' + 
 �]+ Ê = ' + Ê = 
 b�b�b 
 ��= ' 
 �Kû
satisfontà ² �@L ² � H .

27. Soit # un anneaufactoriel(doncintègre).Montrerque # estintégralementclos.
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28. Donnerunexempled’un anneauintègrenonintégralementclos.

29. Montrerlesimplicationsnondémontŕeesencoursdansla propositionqui donnelescondi-
tionséquivalentespourqu’unmodulesoit noeth́erien.

30. Montrerquel’anneau
�r� � =6� � m � �>�>� � depolynômesenun nombreinfini devariablesn’est

pasnoeth́erien.Pareil pourla clôtureintégrale
�

de
�

dans7 .

31. Unsous-anneaud’unanneaunoeth́erien,est-ilnécessairementnoeth́erien?Et unquotient?
Et un sous-moduled’un modulenoeth́erien?

32. Soit # un anneau,
�

et
�

desidéaux.Montrer que
�Q� Þ �ßce�

. A-t-on toujourségalit́e?
(Pourceuxqui veulent: quelssontlesanneauxoù c’esttoujoursvrai?)

33. Soit ù un corps, �ñ9 H , et #ÿ* � ù � � =0� �>�>� � � � � . Soit Â l’id éalde # , engendŕe par les � L .
MontrerquepourchaqueIÍ9�; , # \ Â +

estdedimensionfinie entantque ù -espacevecto-
riel. Montrezquecettedimensionestle coefficientbinomial

� � W + Ê =� � .
34. Est-cequel’anneau7 � � � � � estdeDedekind?

35. MontrezquetoutanneauprincipalestdeDedekind.

36. Soit ù un corps,et # une ù -algèbrededimensionfinie � entantque ù -espacevectoriel.

(a) Montrerquele nombred’idéauxmaximauxde # estauplus � . (Si Â =0� �>�2� � Â ?
sont

desidéauxmaximauxdistincts,alorsle morphisme# - # \ Â = Z b�b�b Z # \ Â ?
est

surjectif,parle théor̀emeChinois.)

(b) Montrerqu’il existeunesuitedesous-# -modules# � � û tÊ� = b�b�b�tÊ� s � ; tel
queles � è2\ � è�W¨=

avec ; Ä ½ ��� soientsimples,et qu’alors � Ä � .

(c) Soient Â =0� �>�>� � Â ?
lesidéauxmaximauxdistinctsde # . Montrerquetout # -module

simpleestisomorphèa l’un des# \ Â L
.

(d) Soient� =0� �>�>� � � � dansl’intersectiondesÂ L
. Montrerque � = b�b�b � � � ; . Indication:

montrerque � = b�b�b � L # Þ � L
.

(e) Montrerque #�- # \ Â � = Z b�b�b Z # \ Â �? estun isomorphisme.

Notezquelesrésultatsdecetexercices’appliquentausous-ù -algèbrescommutativesdes� � � ù � , doncgéńeralisentla décompositionen sous-espacescaract́eristiquespour un en-
domorphismeaucasd’endomorphismescommutantentreeux,et sansquelespolynômes
caract́eristiquessoientscind́es.

37. Soit ú uneextensionfinie de 7 . Soit Â un idéalmaximalde úøü . Soit z la caract́eristique
de úøü \ Â (rappelonsquece dernierestfini). Soit Â J

l’ensembledes � dans ú tels que�5Â Þ úßü . En appliquantl’exercicepréćedentà la ËQÖ -algèbre úøü \ z5úøü , montrerqueÂ J `� úßü . Indication: il suffit devoir qu’il existeunélémentnonnul de z Ê = úøü \ úøü annuĺe
par Â . La multiplicationpar z induit un isomorphismede úøü -modulesde z Ê = úøü \ úøü versúßü \ z5úßü . Cecidonnedoncunedémonstrationplusdirectequecelledu coursdu fait que
lesidéauxmaximauxde úßü sontinversiblesdansle monöıdedesidéauxfractionnaires.

38. Danscetexercicenousnousintéressonsauxidéauxdel’anneaudesentiers#y* � �r� Å $ � �
de ú * � 7 � Å $ �@�

. Nousavonsdéjà vu quecetanneaun’estpasfactoriel( � sefactorise
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comme
| bë� , maisaussicomme

� H%
 Å $ �@� � H $ Å $ �@�
). La premìerechoseà étudierest

commentse factorisentles idéaux z	# avec z dans s premier. Nous allons regarderen
détail d’où vient le probl̀emeaveclesdeuxfactorisationsen irréductiblesde � . En même
temps,nousanticiponsla suitede ce cours: bornepour le groupe � � # �

, et réciprocit́e
quadratique.Notons » * ��� m 
 �

, dans
�r� � � .

(a) Soit z dans s premier. Montrer quela Ë�Ö -algèbre # \ z	# est isomorpheà Ë�Ö Z ËQÖ ,
à Ë Ö õ ou à Ë�Ö � '(� \�� ' m � suivant le casoù » sedécomposedansË�Ö � � � en deuxfacteurs
distincts,estirréductible,ou uncarŕe. Indication: consid́erer

�r� � � \D� » � .
(b) Montrer quele discriminantde » est $ | ; . Conclurequele dernierdestrois casde

l’exercicepréćedentseproduitseulementpour z � |
et z � �

.

(c) Calculeraussile déterminantde la matricedonnantla forme tracede ú sur 7 , par
rapportà une

�
-basede # . Le résultatn’est pasunecöıncidence,et montrequece

nombre $ | ; estun invariantimportantde # , commeillustre l’exercicesuivant.

(d) Soit z dans s premier, différentde
|

et de
�
. La réciprocit́e quadratique,quenous

montreronsplustard,dit quela condition“ $ �
estun carŕe dansË�Ö ” dépendunique-

ment de l’image de z dans
� � \@| ; � � M

. Mêmeplus fort, il existe un morphismede
groupes�d* � � \@| ; � � M - OQH � $ HFR tel quela condition“ � � z � �ÌH ” équivaut à “ $ �
estun carŕe dans Ë�Ö ”. Calculezce � , et vérifiez ce résultatdansquelquescas(i.e.,
prendrequelquesz = et z m avecmêmeimagedans

� \@| ; � , et vérifiezque $ �
estun

carŕe moduloz = si et seulements’il estun carŕemodulo z m ).
(e) En regardant # \@| # , montrerqu’il existe un unique idéal maximal Â m de # qui

contient
|
. Montrerque Â m � ��|}� H�
 Å $ �K�

, et que
| # ��Â mm .

(f) Montrerquelesidéauxmaximauxde # qui contiennent� sont Â ! * � � � � $ H¹
 Å $ �F�
et Â ! � � � � $ H $ Å $ �@�

. Vérifiezque �F# ��Â ! Â ! .
(g) Donnerla factorisationde l’id éal �F# en idéauxmaximauxde # . Montrer que Â m ,Â ! et Â ! nesontpasprincipaux,maisque Â m Â ! et Â m Â ! le sont,ainsique Â mm etÂ ! Â ! . Ceciexpliquelesdifférentesfactorisationsde � .

(h) Calculerdes
�

-basesdetousles idéauxmaximauxde # qui contiennentun premierz danss avec z Ä H Ó . Lesquelssontprincipaux?Montrerquesi deuxd’entreeuxne
sontpasprincipaux,alorsleur produit l’est, encalculantcasparcas.Commentcela
pourraits’expliquerentermesdugroupe� � # �

?

39. Soit I�¸Î; un entiersansfacteurcarŕe, et ú � 7 � Å $ I � le corpsquadratiqueimaginaire
correspondant.

(a) Calculerle volumede & \ úøü . Indication: quelquesoit I modulo
{
, il estrecommand́e

de calculerd’abordle volumede & \ �r� Å $ I � , et de faire ensuitele nécessairepour
obtenir le volumede & \ úøü . (Bien sûr, on peutaussicalculerdirectementavecune�

-basede úßü .)

(b) Calculerle discriminant GDV �1E2T � úßü � de ú (par définition, c’est le déterminantde la
matricedela formetraceparrapportà n’importequelle

�
-basede úßü ). Indication:
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commedansla partiepréćedente: il estplus simplede faire d’abordle calculpour��� Å $ I � .
(c) Avecla méthodequevousavezvueencours,montrerquetout idéalnonnul

�
de úßü

contientun élément� nonnul tel que ² � ²}Ä |�� £ Ê = | Ê = ² GDV �1E T � úßü � ² =�¬ mÈ� �����1� =�¬ m .
(d) Montrerquetout élémentde � � úøü � estrepŕesent́e parun idéalde úßü denormeau

plus
| £ Ê = ² GDV �1E T � úßü � ² =�¬ m .

40. Notons # * � 7 � Å $ H ÓK� ü . Montrer que # est principal. Indication : utiliser l’exercice
préćedentpour trouver un entier � tel qu’il suffit de montrerqueles idéauxdenormeau
plus � sontprincipaux; ensuite,calculertouslesidéauxdenormeauplus � .

41. Soit # un anneauintègretel que # M
a auplusdeuxéléments,et tel quetout idéal

�¤`� #
est d’indice au moins

{
. Montrer que # n’est paseuclidien.Indication : supposerque)+*	# $ O ; R -<s soitunefonctioneuclidienne; soit

�
dans# nonnul etnoninversibletel

que ) ����� soitminimalpourdetelséléments; montrerque # \F� # consistedesclassesde ; ,H et $ H , car H et $ H sontlesseulsinversiblesde # ; contradiction.

42. Montrerque #x* � 7 � Å $ H ÓK� ü n’estpaseuclidien.Indication: montrerquepourtout idéal�
de # différentde # on a ² # \F� ² ¸ñ� ; utiliser l’exercicepréćedent.

43. Pourceuxqui veulent: montrerque #j* � 7 � Å $ H �@� � ü estprincipal.Ceciestdirectement
li é au fait quele polynôme » * �.� m $ �É
 { H a la propríet́e que » � � � estpremierpour$ � Ó Ä � Ä { ; . (On sait,depuisle début desanńees70,quelesseulscorpsquadratiques
imaginairesú avec úøü principalsontles 7 � Å $ I � avec I parmi1, 2, 3, 7, 11,19,43,67,
et 163.Voir parexemplele livre [Serre1].)

44. Montrerquel’ équation� m ��� ¨ $ �
n’a pasdesolutiondans

�
.

45. Soit ú uneextensionfinie de 7 . Notons �e* � GDVXW
% � ú �
sondegré et IÉ* � GDV��[E2T � úøü � son

discriminant.Montrerquel’on a :

² I ² 9 £
� ® � £{ ¯ � Ê = �

Indication: utiliser la bornedonńeedansle courspourl’existencede“petits” repŕesentants
pour les élémentsde � � úøü � . Conclurequesi ��¸ H , alors ² I ² 9 � . Donnerun exemple
d’un ú avec ² I ² � � . En existe-t-il d’autres? (En fait, pourchaqueentier ¿ , il n’existe(à
isomorphismeprès)qu’unnombrefini d’extensionsfinies ú de 7 avec ² GDV �1E T � úøü � ²QÄ ¿ ;
c’estle théor̀emed’Hermite; voir [Samuel,IV, Thm.3].)

46. Soit » dans
��� � � unitaire,disonsdedegré � . Notons � =0� �>�>� � � ? lesracinesdistinctesde »

dans& , avecmultiplicités Â =0� �>�2� � Â ?
.

(a) Montrer quela forme tracede & � � � \D� » � sur & estnon déǵeńeŕeesi et seulementsi
les � L sontdesracinessimples(c’està dire,si Â L �yH pourtout

�
).

(b) Supposons̀a partir demaintenantquelesracinesde » sontsimples.On rappelleque
le discriminantde » estdéfini par : GDV��[E2T � » � � x L�K�è � � L $ � è2� m � Montrerqu’eneffet
cedernierproduitnedépendpasdela numérotationdesracines.
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(c) Montrerque: GDV��[E2T � » � � GDV �1E2T � �r� � � \D� » � . Indication: GDV��[E2T � �r� � � \�� » � estle détermi-
nantdela matricedela formetracedela & -algèbre & � � � \�� » � , parrapportà la & -base� H � � � �2�>� � � � Ê = � ; le théor̀emeChinoisdonneunisomorphismede & � � � \�� » � vers & � ;
comparerl’imagedela base

� H � � � �>�>� � � � Ê = � avecla basecanonique.

47. Soit ú uncorpsdenombres,# Þ / deuxsous-anneauxd’indicefini de úßü . MontrerqueGDV �1E T � # � � ² / \ # ² m GDV��[E2T � / �
. Indication: # et / sontdes

�
-moduleslibresdemêmerang

fini ; utiliser cequevousavezappris.

48. Soit » dans
�r� � � unitaire,irréductible,etdedegréaumoins2. Montrerque ² GDV �1E2T � » � ² 9§� .

Pouvez-vousdonnerdesexemplesde » unitairesdedegré2, 3, etc.avec ² GDV �1E T � » � ² �jH ?

49. Avecla méthodedonńeeencours,montrerque
�r� � =�¬ !�� estl’anneaudesentiersde 7 � � =�¬ ! � .

Donnerdes
�

-basesdesanneauxd’entiersdes7 � � =�¬ ! � , { Ä � Ä Ó
.

50. Soit ú un corpsdenombres.Montrerque ú M
n’estpasdetypefini.

51. Soit ^ `� ; dans
�

.

(a) Montrerquel’ équation� m $ | � m �x^ a dessolutionsdans
�

si et seulementsi, pour
toutpremierz tel que �0Ö � ^ � �jH mod

|
,
|

estun carŕe dansË�Ö .

(b) Pouvezvousconjecturerquelssontles z tel que
|

estun carŕe dansË�Ö ? (Pensezaux
congruencesmodulole discriminantde 7 � Å |F�

.)

52. Admettonsque #x* � �r� | =�¬ ! �
soit l’anneaudesentiersde 7 �q| =�¬ ! �

.

(a) Montrerque # M
estisomorphèa

� \@| � Z �
.

(b) Trouveruneunité fondamentaledans# .

(c) Quelleéquationsait-onmaintenantrésoudre?

53. Donnerunepreuvedu théor̀emedesunitésdansle casoù 8 = � ; et 8 m � |
. Pourceuxqui

veulent: 8 = � ; et 8 m quelconque.

54. Soit z premier, z�¸ |
.

(a) Montrerque
' µ 
iH estscind́esur Ë Ö õ . (Indication: lesracinesde

' µ 
iH dansuncorpsú decaract́eristiquedifférentede
|

sontlesélémentsd’ordre á de ú M
.)

(b) Soit � uneracinede
' µQ
�H dansË Ö õ . Montrerque � , $ � , H \ � et $ H \ � sontdesracines

distinctesde
' µ 
�H .

(c) Montrerque
� ��
§H \ � � m � |

.

(d) Montrer que ��
ÏH \ � estdans Ë�Ö si et seulementsi z � p H mod á . (Indication :��
�H \ � ± Ë�Ö équivautà
� ��
�H \ � � Ö �§��
§H \ � .)

55. CalculerlessymbolesdeLegendresuivants,parexempleenutilisantla réciprocit́equadra-
tique:

� =��m(m � � , � mm(m � � , � !
	m(m � � , �
¨ =
m(m � � .

56. Soit z `� |
ennombrepremier, ú un corps,et ¡ Ö d’ordre z dansú M

. Notons � la somme
deGauss:

�É* ��A z� ÕØ ® �
z ¯ ¡ AÖ �
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Montrer que ��m � � Ê =Ö � z . Vérifiez ce résultatà la main pour z � � ,
�
, et Ñ . Ceci donne

donc une démonstrationtrès explicite du fait que le corpsquadratiquedans 7 � ¡ Ö � est7 ��� � Ê =Ö � z � .
57. Soit ú uncorpsquadratique.Montrerquelesconditionsqu’unpremierz soitdécompośe,

inerteou ramifiédansú sontdonńeespardescongruencesmodulo GDV �1E T � ú �
.

58. Calculerlespremierstroisouquatreapproximationsrationnellesde £ donńeesparla frac-
tion continueassocíeeà £ .

59. Soient � et Â desentiers.Constatezquele développementen fraction continuede � \ Â
reproduitcequel’on trouveavecl’algorithmed’Euclidepourcalculerle pgcdde � etde Â .

60. Soit � un réelirrationneltel quela fractioncontinueassocíeeà � devientpériodique,dans
le sensdu cours.Montrezque � estquadratiquesur 7 .

61. Calculeruneunité fondamentalede
�r� Å H { � , avecla méthodedesfractionscontinues.
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11 Examens,partiels, etc.

Exempled’un partiel (printemps 2000).

Durée: 2 heures.Documentsautoriśes: aucun.Calculettesnonautoriśees.Lesrésultatsducours
et desfeuillesdeTD peuventêtreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. (a) Donner5 solutionsdifférentesde l’ équation� m � | � m $ H , avec � ¸.; et � ¸Õ;
dans7 .

(b) Donner5 solutionsdifférentesde l’ équation� m � | � m $ � m , avec � , � et � dans
�

,
avec � ¸�; , � ¸ñ; , � ¸ñ; , � ¸ � et BDC@E2G � � � � � � � �jH .

(c) L’ensembledessolutionsdans
�

de � m � | � m $ H est-il fini ?

2. (a) Soit # le sous-anneau
�r� Å $ Ñ � de & . La fonction ¿À* #k- s , �x¾- ² � ² m est-elle

euclidienne?

(b) Est-cequel’anneau# esteuclidien?

(c) Est-cequel’anneau/ä* � �r� � HZ
 Å $ Ñ �1\@| � esteuclidien?

3. Soit I un entier sansfacteurscarŕes, différent de H , et congru à H modulo
{
. Posonsú�* � 7 � Å I � .

(a) Donnerune
�

-basedel’anneaudesentiersúßü de ú .

(b) Donnerla matrice,parrapportà votrebase,dela formetrace:
� � � � � ¾- ' T1þ ¬ % � �5� � .

4. Soit ù un corps, _ = et _ m des ù -espacesvectorielsde dimensionfinie, ~ = et ~ m desen-
domorphismesde _ = et _ m , respectivement.Si ~ = et ~ m sontdiagonalisables,est-ceque
l’endomorphisme~ = , ~ m de _ = , � _ m l’est?
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Partiel du cours “th éoriealgébrique desnombres”, 17/03/2000.

Durée: 2 heures.Documentsautoriśes: aucun.Calculettesnonautoriśees.Lesrésultatsducours
et desfeuillesdeTD peuventêtreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. (a) Donnertouteslessolutionsdans7 del’ équation� m = 
� mm � � .

(b) Existe-t-il un
�

dans7 tel quel’ équation� m = 
e� mm 
e� m! � �
admetdessolutionsdans� , maispasdans7 ?

2. Soit # le sous-anneau
�r� | =�¬ !ì�

dusous-corpsúk* � 7 �q| =�¬ ! �
de & .

(a) Donnerle polynômeminimalde
| =�¬ !

sur 7 .

(b) Donnerune
�

-basede # .

(c) Calculer 8®9Î; , H �:I = ² b�b�b ² I ?ß`� ; telsque # \D� $ � 
 | =�¬ ! � # estisomorphe,entant
que

�
-module,à

� \ I = � ÷�b�b�b�÷ � \ I ? � .

(d) Calculerla formetracede ú sur 7 parrapportà votrebase.

(e) Donnerunemajorationducardinaldu
�

-moduleúøü \ # .

3. Soit z unnombrepremier, ù un corpsdecaract́eristiquez , et
'

dansù . Soit ú la ù -algèbreù � � � \D� � Ö $ ' �
.

(a) Supposonsque
'

estunepuissancez èmedansù . Montreralorsquela formetracedeú sur ù estnulle.

(b) Supposonsseulementque
'

estunepuissancez èmedansuneextensionù J de ù . Mon-
trer alorsquela formetracede ú sur ù estnulle.

(c) Ne supposonsplusriensur
'
. Montrerquela formetracede ú sur ù estnulle.

(d) Existe-t-il uneextensionfinie decorpstellequesaformetracesoit nulle?
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Corrig é du partiel du 17/03/2000.

1. (a) Supposonsque
� � =A� � m � dans 7�m soit unesolution.Ecrivons � = � ��\F�

et � m � �0\F�
avec

�
,
�

et
�

dans
�

et BDC@E2G ���	������� � �lH . On a :
� m 
 � m � � � m . Mais dans

� \�{ �
les

seulscarŕessont ; et H , donc
� m , � m et

� m ont imagezérodans
� \�{ �

, cequi contreditB�C@E2G ���5�6�4�6�2� �jH .
(b) Oui, on peutprendre

� �ÕÑ . Comme Ñ 9 ; , il y a dessolutionsdans� . Pourvoir
qu’il n’y ena pasdans7 , il suffit devoir qu’il n’y a pasde

�
,
�
,
�

et I dans
�

avecB�C@E2G ���5�6�4�6��� I � �yH et
� m 
 � m 
 � m �ÀÑ IKm . Celasevoit ennotantquelesseulscarŕes

dans
� \ á � sont ; , H et

{
.

2. (a) Le polynôme � ! $ |
dans7 � � � annule

| =�¬ !
etestirréductible(Eisensteinavec z � |

,
ounoterqu’il estdedegré troisetn’a pasderacinedans7 ) ; c’estdoncle polynôme
minimal de

| =�¬ !
sur 7 .

(b) On peutprendre
� H ��| =�¬ ! �A| m ¬ ! � .

(c) On calculela matricedela multiplicationpar $ � 
 | =�¬ !
sur # par rapportà la base

que l’on a, et on fait desopérationsélémentairessur les ligneset les colonnes,ce
qui donne

� \F|¢� �
. Uneautrefaçon de fairedanscecas: # � ��� � � \D� � ! $ |@�

, donc# \D� $ � 
 | =�¬ ! � # � �r� � � \D� � ! $ |}� � $ � � � � \D� � ! $ |@�
.

(d) Calculstandard.

(e) Soit � dansúøü . Ecrivons �º� � 
 �0| =�¬ ! 
 � | m ¬ ! avec
�
,
�

et
�

dans7 . Alors ' T þ ¬ % � � � ,' T�þ ¬ % �q| =�¬ ! � � et ' T1þ ¬ % ��| m ¬ ! � � sontdans
�

, cequi donne� �º± �
, � �Ý± �

et � ��± �
.

Onenconclutque ² úøü \ # ²QÄ �}bk��b�� �xH ;¢á . Notonsquecetteméthodeestla mêmepar
laquellenousavonsmontŕequeles úøü sontdes

�
-moduleslibresderang GDVXW@% � ú �

.

3. (a) On a donc
' � � Ö pourun � dansù . Alors ú � ù � � � \D� � Ö $ � Ö � � ù � � � \D�[� � $ � � Ö � ,

ce qui est isomorpheà ù � � � \�� � Ö � . La tracede la multiplication par � L , avec
� ¸ÿ; ,

est nulle, car � est nilpotent,donc sesvaleurspropressont nulles.La tracede la
multiplicationpar H estl’ élémentz de ù , qui estnul car ù estdecaract́eristiquez .

(b) Nousavonsvu encoursquela matricedela formetracede ú J * � ù J � � � \D� � Ö $ ' �
surù J parrapportà la base

� H � � � �>�>� � � Ö Ê = � estla mêmedecelledela formetracede ú
sur ù par rapportà la base

� H � � � �>�>� � � Ö Ê = � . Par la premìerepartie,cettematriceest
nulle.

(c) Il suffit deremarquerque � Ö $ '
admetuneracinedansuneextensionconvenabledeù (uneclôturealgébrique,ouuncorpsdedécompositionouderupture,parexemple).

Une autreméthodeestdecalculerlesmatricesdes b � L , ; Ä � �:z , par rapportà la
base

� H � � � �>�>� � � Ö Ê = � ; celadonneenun seulcouples trois premìerespartiesdecet
exercice.

(d) Oui, parexempleË m � ' � -�Ë m � ' � � � � \D� � m $ ' �
.
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Quelquesremarquessur la correction.

1. Le correcteura ét́e surprispar la longueurde certainescopies.Il conseillevivementde
faireuneversionbrouillonavantderédigerla versionfinale.

2. Le correcteurtient à préciserque � \@| �ÿH"
ÀH \�{ 
:H \�{ , que � \¢� � HÆ
 {K\@|¢� 
ÀH \F|¢�
, et

que
{ � { 
 ; 
 ; .

3. C’estvrai qu’une
�

-basede # estune 7 -basede ú , maisil n’estpasvrai quetoute 7 -base
de ú estune

�
-basede # .

4. Remarqueimportante: s’il s’agit de faire desopérationsélémentairessur les lignes et
lescolonnesqui doiventêtreinversiblessur

�
, il fautsurtoutpasmultiplier deslignesou

descolonnespar un entiernon inversible.Pluspréciśement: la matrice
� m ûû�= �

n’est pas
inversiblesur

�
, mais

� = mû�= �
l’est.

5. La majoration ² úßü \ # ²KÄ�² ú \ # ² nesemblepastrèsutile.

6. Si # Þ / estuneinclusionde
�

-modules,avec # et / isomorphes(parexemple,lesdeux
libre demêmerang),onn’a pasnécessairement# � / .

7. Unepuissancez èmen’estpasla mêmechosequ’unepuissancede z .

8. Remarqueimportante: il existedesextensionsfiniesdecorpsqui nesontpasséparables.

9. Le bar̀emeappliqúe pendantla correctionest: 1 : 3+3,2 : 2+1+2+1+2,3 : 1+2+1+2.Ce
bar̀emea ét́e choisi avant la correction,en observantqueles parties1a,2a,2b, 2c, et 2d
donnentdéjà 9 points,et n’a pasét́e modifiédepuis.

10. La répartitiondesnotesestcommesuite:

; H | � { � � Ñ á Ó H ; H@H H | H � H { H � H � H4Ñ H á H Ó | ;| ; ; H ; H { � � { { { { � { H ; ; ; ; ;
La moyennedesnotesest9,26.
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Exempled’un examen.

Durée: 3 heures.Documentsautoriśes: tous.Calculettesnonautoriśees.Lesrésultatsdu cours
et desfeuillesdeTD peuventêtreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. Soit ú uncorpsdenombres,et Â unidéalmaximaldesonanneaudesentiersúøü . Montrer
quela normede Â estdela forme z +

avec z unnombrepremier, et I Ä G�VXW
% � ú �
unentier.

(Indication: utilisezcequevoussavezde úøü entantque
�

-module.)

2. Donnerdesexemplesd’entiers I telsquel’anneau
��� � � \D� � m $ I � soit :

(a) nonréduit;

(b) intègre,maisnonintégralementclos;

(c) euclidien,etavecgroupemultiplicatif infini ;

(d) euclidien,etavecgroupemultiplicatif fini.

3. Notons# le sous-anneau
�r� Å H ; � de � .

(a) Combiend’idéauxdenorme2 y a-t-il dans# ?

(b) Combiend’idéauxdenorme3 y a-t-il dans# ?

(c) Combiend’idéauxdenorme6 y a-t-il dans# ?(Indication: lesquestionspréćedentes
peuventêtreutiles.)

(d) Existe-t-il
�

dans # avec � ����� � p�|
? Avec � ���}� � p � . Et avec � ����� � p � ?

(Indication: la réductionmodulo5 peutêtreutile.)

(e) Calculerl’ordre dugroupedeclassesd’idéaux� � # �
.

(f) Donnerlesquatreunitésfondamentalesde # .

(g) Donnertrois solutionsdel’ équation� m $ H ; � m � � , avec � et � desentierspositifs.

4. Est-ceque �@; estuncarŕe dans
� \@| � Ó � ?Et dans

� \@|�Ó@Ó �
?
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Examen“th éorie algébrique desnombres”, 22/05/2000.

Durée: 3 heures.Documentsautoriśes: tous.Calculettesnonautoriśees.Lesrésultatsdu cours
et desfeuillesdeTD peuventêtreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. Est-ceque H �
estuncarŕe dans

� \@|�{ Ñ � ?Et dans
� \@|<� H � ?

2. Donnerdesexemplesd’entiers I telsquel’anneau
��� � � \D� � m $ I � soit :

(a) réduit,maisnonintègre;

(b) deDedekind,maisnonprincipal.

3. (a) Soit # le sous-anneau
�r� Å $ | �

de & . La fonction ¿À* #k- s , �x¾- ² � ² m est-elle
euclidienne?

(b) Soit / le sous-anneau
�r� Å $ � � de & . La fonction ¿À* #�- s , �x¾- ² � ² m est-elle

euclidienne?

(c) Est-cequel’anneau/ esteuclidien?

4. (a) Existe-t-il un corpsde nombresú dedegré au moins � tel quetout élémentde ú Mü
soit un cubedansúøü ?

(b) Existe-t-il uncorpsdenombresú dedegré
|

tel quetout élémentde ú Mü soituncube
dansúøü ?

5. Notons# l’anneau
��� � � \D� � ¨ $ H � .

(a) Donnerune
�

-basede # .

(b) Calculerla matricedela formetracede # sur
�

, et sondéterminant,qui estdoncle
discriminantde # .

(c) Pour � danss , calculerle discriminantdel’anneau
�r� � � \D� � �%$ H � .

(d) Pourz premier, calculerle discriminantdel’anneau
��� � � \D� � Ö Ê = 
 b�b�b 
��
�H � .
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Corrig é de l’examendu 22/05/2000.

1. Tout d’abord,on décompose
|�{ Ñ et

|¢� H enfacteurspremiers.Celadonne:
|�{ ÑÍ� H ��b H Ó ,

et
|¢� H estpremiercarnondivisiblepartoutpremier � H � .

Par le théor̀emeChinois, H �
estun carŕe dans

� \@|�{ Ñ � si et seulementsi H � estun carŕe
dans

� \ H � � et dans
� \ H Ó � . Comme H �

estégalà
|

dans
� \ H � � , et que H � n’estpas

p H
modulo á , on saitque H �

n’estpasun carŕe modulo H � . Conclusion: H � n’estpasun carŕe
dans

� \@|�{ Ñ � .
Pourvoir si H �

estuncarŕedans
� \@|¢� H � ,onconsid̀erele symboledeLegendre.Enutilisant

la réciprocit́equadratique,onvoit que:
� = ¨m ¨ = � � � !m ¨ = �2� ¨

m ¨ = � � $ � Ê =! � � =¨ � �yH@�
2. Pourla premìerepartieonpeutprendreI �jH , et pourla deuxìeme I � $ �

.

3. (a) Oui, le calculstandardle montre.

(b) Non,cardans(c) on montrequel’anneauenquestionn’estpaseuclidien.

(c) Non,caril n’estpasintégralementclos(saclôtureintégraleest
��� � HU
 Å $ � �[\@| � ).

4. (a) Le théor̀emedesunitésde Dirichlet implique que le groupe ú Mü sesurjectesur
�

.
Dans

�
, la multiplicationpar � n’estpassurjective,doncl’ élévationà la puissance�

dansú Mü nel’est pasnonplus.

(b) Oui, parexemple: 7 � � �
.

5. (a) On peutprendre
� H � � � � m � � ! � � µ � .

(b) Pour
�

dans
�

, la multiplicationpar � L de # vers # agit surnotrebaseparun5-cycle
si

�
n’estpasmultiple de5, et par l’indentité si

�
estmultiple de5. Donc la tracedeb � L estzérosi

�º` ² � etest5 si
� ² � . La matricedela formetraceparrapportànotrebase

estdonc: CDDDDE
� ; ; ; ;; ; ; ; �
; ; ; � ;; ; � ; ;; � ; ; ;

GIHHHHJ
On calculequele déterminantdecettematriceest $ � ¨

.

(c) En reprenantle mêmeargumentquedansla partiepréćedente,on voit quecediscri-
minantest

� $ H � Ù � Ê = ÜwÙ � Ê m Ü ¬ m0� � .

(d) Ceci estplus compliqúe. Nousavonsvu dansles exercicesde TD quepour » dans��� � � unitaire,ona GDV��[E2T � �r� � � \D� » �1� � GDV �1E2T � » � . Donc:

G�V��1E T � � Ö $ H � � � $ H � Ù Ö Ê = ÜuÙ Ö Ê m Ü ¬ m z Ö �
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Ecrivons � Ö $ H�� � � $ H � � . La définition du discriminantentermesdedifférences
de racinesdonneque GDV �1E T � � Ö $ H � � GDV �1E2T � � � x ? � H $ 8 � m , où 8 parcourtl’en-
semblede racinesde � (dans & , disons).Comme »§� x ? � � $ 8 � dans & � � � , on ax ? � H $ 8 � � � � H � � z . On trouve donc: GDV �1E2T � � � � � $ H � Ù Ö Ê = ÜuÙ Ö Ê m Ü ¬ m z Ö Ê m . Ici, nous
n’avonspasutiliséquez soit premier; la formuleestvraiepour z�9 H .

La répartitiondesnotesestcommesuite:

; H | � { � � Ñ á Ó H ; H@H H | H � H { H � H � H4Ñ H á H Ó | ;| ; � � | { | | � | Ñ { | � � H | | ; ; ;
La moyennedecesnotesestenviron á � Ó .
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Examen“th éorie algébrique desnombres”, 11/09/2000.

Durée: 3 heures.Documentsautoriśes: tous.Calculettesnonautoriśees.Lesrésultatsdu cours
et desfeuillesdeTD peuventêtreutilisés.Justifiezvosréponses.

1. Admettonsquez �yH ;@;F; Ñ soit premier. Est-ceque � �
estun carŕe moduloz ?

2. Notons� � � b H ��b H4Ñ b |FÓ . Combiendecouples
���	���0�

dans
� m existe-t-il tel que

� m 
 � m � � ?

3. Notons# le sous-anneau
�r� Å H � �

de � . C’estl’anneaudesentiersde 7 � Å H �F�
.

(a) Combiend’idéauxdenorme2 y a-t-il dans# ?

(b) Combiend’idéauxdenorme3 y a-t-il dans# ?

(c) Combiend’idéauxdenorme6 y a-t-il dans# ?(Indication: lesquestionspréćedentes
peuventêtreutiles.)

(d) Existe-t-il
�

dans # avec ² � ����� ² � |
? Avec ² � ���}� ² � � . Et avec ² � ����� ² � � ?

(Indication: la réductionmodulo5 peutêtreutile.)

(e) Calculerl’ordre dugroupedeclassesd’idéaux� � # �
.

(f) Donnerun exempled’unefactorisationenirréductiblesdans# qui n’estpasunique
à desunitésprès.

(g) Donnerlesquatreunitésfondamentalesde # .

(h) Donnertroissolutionsdel’ équation� m $ H � � m � $ � , avec � et � desentierspositifs.

4. Soit z un nombrepremier, �i9 |
un entier, et Ë�Öø- Ë uneextensiondecorpsdedegré � .

On sait qu’une telle extensionest unique à isomorphismeprès, car c’est un corps de
décompositionde � Ö � $ � .

(a) Quelestle cardinalde Ë ?

(b) Quelleestla dimensiondela Ë�Ö -algèbreË , � Ø Ë ?

(c) Soit í le grouped’automorphismesde la Ë�Ö -algèbre Ë , � Ø Ë . Est-ceque í estcy-
clique?

(d) Est-ceque Ë , � Ø Ë estun corps?

(e) Quelestle cardinalde í ?
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Corrig é de l’examendu 11/09/2000.

1. Commez estpremier, on peutappliquerla réciprocit́equadratique.On calcule:® � �
H ;@;@; Ñ ¯ � ® �

H ;@;F; Ñ ¯ ® ÑH ;@;@; Ñ ¯ � ® | � ¯ b � $ H � b�® {
Ñ ¯ �jHF�

Donc � �
estuncarŕe moduloz .

2. Pour z parmi
�
, H � , H4Ñ et

|FÓ
, prenons

¢ Ö premierdans
�r�����

tel que z � ¢ Ö ¢ Ö (noterque z
est1 modulo4). La questionestcombiende

¢
on a dans

�r�����
avec � � ¢ ¢

. En regardant
la factorisationdans

�r�����
de � , on voit qu’il y a

| µ { � � { detels
¢

(pourchaquez il faut
choisirentre

¢ Ö et
¢ Ö , et tout produit ainsiobtenupeutencoreêtremultiplié par H , � , $ H

ou $ �
).

3. Commedans“l’e xempled’un examen”à la page68.

4. (a) CommeË estisomorphèa Ë �Ö entantque Ë�Ö -espacevectoriel, ² Ë ² � z � .

(b) La dimensiondu produit tensorieldedeuxespacesvectorielsestle produitdesdeux
dimensions.Doncla dimensionde Ë , � Ø Ë est �¨m .

(c) Notons $ l’endomorphismedeFrobeniusde Ë , donc $ � � � �j� Ö pour tout � dansË .
Alors $ n’estpasl’identité car �9 |

. Mais alorson a $ , V]G et V]G , $ dansí , qui
sont tousles deuxd’ordre � , maisqui ne sontpaspuissancesl’un de l’autre. Cela
impliqueque í n’estpascyclique.

(d) Non,carsi c’étaituncorps,songrouped’automorphismesseraitcyclique,doncaussi
sonsous-groupeí . Il y abiend’autresfaçonsdevoir que Ë , � Ø Ë n’estpasuncorps
(trop deracinesdu polynôme f Ö � $ f , parexemple,ou le résultatdu coursqui dit
que Ë , � Ø Ë estisomorphe,entantque Ë -algèbre,à Ë � .

(e) UtilisantqueË , � Ø Ë estisomorphe,entantqu’anneau,̀a Ë � , onvoit que ² í ² � � � bë��½ .
La répartitiondesnotesestcommesuite:

; H | � { � � Ñ á Ó H ; H@H H | H � H { H � H � H4Ñ H á H Ó | ;; ; ; ; H ; ; � H ; | H H ; ; ; ; ; ; ; ;
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Partiel du cours “th éoriealgébrique desnombres”, 26/03/2001.

Durée: 2 heures.Documentsautoriśes: tous.Calculettesautoriśees.Lesrésultatsducoursetdes
feuillesdeTD peuventêtreutilisés.Justifiezvosréponses.Lesexercicesavecunast́erisquesont
probablementplusdifficiles.Bonnechance!

Rappel: un élément
�

d’un anneau# estdit premiersi l’id éalqu’il engendreestpremier.

1. Factoriserenirréductiblesleséléments
|FÓ

, � H et � 
�Ñ � de
�r�����

.

2. Posons» * �§� ! 
��
�H dans
�r� � � , et #Î* � �r� � � \D� » � . Notons~ la classede � dans# .

(a) Donnerune
�

-basede # , calculerla matricedela formetraceparrapportà cettebase,
et le discriminantde # .

(b) Calculerla matricedela multiplicationsur # par ~ m 
 ~ $ H parrapportà votrebase,
et calculerles entierspositifs I = ² I m ² I ! tels que # \D� ~ m 
 ~ $ H � # soit isomorpheà� \ I = � ÷ � \ I m � ÷ � \ I ! � entantque

�
-module.

(c)* L’ élément~5m 
 ~ $ H de # est-il premier?

(d)* Est-ceque # estintégralementclos?

3. Soit ú�* � 7 � Å $ � � et #j* � �r� Å $ � � sonanneaudesentiers.

(a) Donnerdesgéńerateurspourlesidéauxmaximauxde # contenant
|
.

(b) Donnerdesgéńerateurspourlesidéauxmaximauxde # contenant� .

(c) Donnerla factorisationenidéauxmaximauxdel’id éal
� Å $ � � .

(d) Donnerun exempled’un élémentirréductiblenonpremierdans# .

(e) Donnerun exempled’un élément
�

de # et dedeuxfactorisationsnon équivalentes
dece

�
enirréductibles.
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Corrig é du partiel du 11/04/2001.

1. Comme
|�Ó �jH ��{Q� etestpremierdans

�
, la théoriedit que

|�Ó
sefactoriseendeuxfacteurs

premiersdans
�r�����

, et, en effet, on a
|FÓ � � m 
 | m � �	� 
 | � �2�	� $ | � �

. Comme � H est
premierdans

�
et $ H modulo

{
, � H estpremier(et doncirréductible)dans

�r�����
. La norme

de � 
ÐÑ � est
� á � | b |FÓ . Comme

| � $ � � Hç
 � � m , � 
ÐÑ � estdivisiblepar Hç
 �
, eton trouve� 
�Ñ � � � Hd
 � �2�-� 
 | � �

.

2. (a) Comme
�

-baseonpeutprendre
� H � ~ � ~5m � . Enécrivantlesmatricesdela multiplication

par ~ et ~5m par rapportà cettebaseon trouve que ' T � ~ � � ; et ' T � ~¹m � � $ |
. En

utilisantque ~ ! � $ ~ $ H et ~ µ � $ ~ m $ ~ , onobtient: ' T � ~ ! � � $ � et ' T � ~ µ � � |
.

Le déterminantdela matricedela formetraceest $ � H .
(b) Le calculdela matriceestdirecte,et lesopérationśelémentairessurlignesetcolonnes

donnent: I = �jH , I m � I ! � � . Donc # \D� ~ m 
 ~ $ H � # estisomorphèa
� \ � � ÷ � \ � �

entantque
�

-module.

(c)* Comme� annule# \D� ~5m 
 ~ $ H � # (par la partiepréćedente),on saitque � estdans� ~ m 
 ~ $ H � # . Donc:

# \D� ~ m 
 ~ $ H � # � # \D� � � ~ m 
 ~ $ H � � Ë ! � � � \�� � m 
º� $ H � » � � Ë ! � � � \D� � m 
É� $ H �0�
la dernìereégalit́e résultantdu fait que »É� � � $ H �2� � m 
i� $ H � dansË ! � � � . Comme� m 
i� $ H estirréductibledansË ! � � � , # \�� ~5m 
 ~ $ H � # estuncorps(à

Ó
éléments),

et ~5m 
 ~ $ H estdoncpremierdans# .

(d)* Commepour aucunpremier z on a z m ² GDV �1E2T � # �
, # est intégralementclos par un

théor̀emedu cours.

3. (a) Ona # \@| # � �r� � � \D��|}� � m 
 � � � Ë m � � � \D� � m � . Par la correspondancedesidéauxd’un
anneauetd’un quotient,le seulidéalmaximalde # contenant

|
est Â m * � �q|}� Å $ � � .

(b) On a # \ �F# � �r� � � \D� � � � m 
 � � � Ë ! � � � \D� � m � . Le seulidéalmaximalde # contenant� estdonc Â ! * � � � � Å $ � � .
(c) On calcule: Â m Â ! � � � ��| Å $ � � � Å $ � � $ � � � � Å $ � � .
(d) Comme � � � 
ÀÂ Å $ � � � �¨m 
 � Â m , il n’y a pasd’élémentde norme

|
, � ou

�
dans# , et # ö �yOQH � $ HFR . Comme� � Å $ � � � � � | bë� ,

Å $ � estirréductible.Par la
partiepréćedente,il n’estparpremier.

(e) On a
| bë� � � � $ H b Å $ � m . Les4 facteurssontbienirréductibles,et lesdeuxfactori-

sationsnonéquivalentes.

Quelquesremarquessur la correction.

1. Dansle 2(c),onveutconnâıtre la structured’anneaude # \D� ~5m 
 ~ $ H � # , maisil fautbien
seréaliserque2(b)nedonnequela structurede

�
-module.
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2. Quandondemandedesexemples,donnerle plussimplepossible.C’estplusagŕeablepour
le correcteur. Exemple: dansle 3(d), on peutprendre

Å $ � , et dans3(e),deuxfactorisa-
tionsde6.

3. En faisantdesopérationssur lignes et colonnesd’une matrice,n’écrivez pasde signes
“=”entre les matrices,car elles ne sont pas égales.La prochainefois cela coûterades
points!

4. Dansunanneauquelconque,unélémentpremiernonnul estirréductible; c’estdansl’autre
sensqu’il faututiliser quel’anneauenquestionestfactoriel.

5. Pourdeserreursénormes(résultatnon entierquandil doit êtreentier, ou argumentqui
marchedansdescasoù l’on saitquela conclusionestfausse)j’ai attribuéquelquespoints
négatifs(des $ H ).

6. Le bar̀emeappliqúe pendantla correctionest : 1 : 4, 2 : 2+2+2+2,3 : 1+1+2+2+2.Ce
bar̀emeavait ét́e choisiavantla correction,et n’a pasét́e modifiédepuis.

7. La répartitiondesnotesestcommesuite:

; H | � { � � Ñ á Ó H ; H@H H | H � H { H � H � H4Ñ H á H Ó | ;H ; ; H � ; H H � | � H H ; | { H { | ; ; ;
La moyennedesnotesest H ; � á .
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Examen“th éorie algébrique desnombres”, 21/05/2001.

Durée : 3 heures.Documentsautoriśes : tous. Calculettesautoriśees.Les résultatsdu cours
peuventêtreutiliséssansdémonstration.Justifiezvosréponses.Bonnechance!

1. FactoriserenirréductiblesÑ , { $ ½
et

|FÓ
dans

�r� ½@�
(avec

½ � � $ Hd
 � Å � �1\F| ).
2. (a) Calculeruneunité fondamentalede 7 � Å HFH � ü .

(b) Donnerdeuxsolutionsdans
�

del’ équation� m $ H@H2� m �jH avec � ¸�; et � ¸ H .
(c) Calculerà la main les quatrepremìeresapproximationsz � \ Ã � de

Å H@H donńeespar
développementenfractioncontinue.

(d) Écrire la fractioncontinuede
Å HFH sousla forme

� �Kû�����=A��� m ��� ! � �2�>� � , en indiquantla
périodicit́e ( Â ¸�; et ¿ telsque

� � W � � � � si ��9§¿ ).

3. Soit # l’anneau
�r� � � \�� � ! $ �@�

, et notons~ la classede � dans# . Notons ú le corpsdes
fractionsde # .

(a) Calculerle discriminantde # .

(b) Donnerdesgéńerateurspourlesidéauxmaximauxde # contenant� .

(c) Donnerdesgéńerateurspourlesidéauxmaximauxde # contenant
�
.

(d) Montrer que # � úßü . (Indication: pour traiter les idéauxmaximauxcontenant� ,
faitesla substitution�º����
 |

.)

(e) Montrerquetout élémentdu groupedeclassesd’idéaux � � # �
estrepŕesent́e parun

idéaldenormeauplus Ñ .
(f) Donnerunemajorationde ² � � # � ² .
(g) Est-cequel’ équation

� ! 
 �F� ! 
 |¢�F� ! $ H �F�Q�A� �jH adessolutionsdans
�

, autresque� H � ; � ; � ?

4. Soit ú le corps7 � Å H � � .
(a) Montrerquela conditionqu’unnombrepremierz soitdécompośedansú nedépend

quedela classede z modulo H � .

(b) Donnerla listedeséléments
�

de
� \ H � � tel qu’il existeunnombrepremierz décom-

pośedansú d’image
�

dans
� \ H � � .

La répartitiondesnotesétaitcommesuite:

; H | � { � � Ñ á Ó H ; H@H H | H � H { H � H � H4Ñ H á H Ó | ;� H H H ; H H H H H � H@H � Ñ � | ; ; ; ; ;
La moyennedesnotesest H ; � H �

.
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Examen“th éorie algébrique desnombres”, 13/09/2001.

Durée : 3 heures.Documentsautoriśes : tous. Calculettesautoriśees.Les résultatsdu cours
peuventêtreutiliséssansdémonstration.Justifiezvosréponses.Bonnechance!

1. On admetquez �yH ;@;F� Ó estpremier. Est-ceque � Ó estuncarŕe moduloz ?Est-ceque � �
estun carŕe moduloz ?

2. (a) Calculeruneunité fondamentalede
�r� Å H � �

.

(b) Donnertrois solutionsdans
�

del’ équation� m $ H � � m �jH avec � ¸ñ; et � ¸ñ; .

(c) Y a-t-il dessolutionsdans
�

del’ équation� m $ H � � m � $ H ?

(d) Y a-t-il dessolutionsdans7 del’ équation� m $ H � � m � $ H ?

(e) Calculerdefaçonexactela fractioncontinuede
Å H �

sousla forme
� �Kû�����=0��� m ��� ! � �>�>� � ,

enindiquantla périodicit́e ( Â ¸�; et ¿ telsque
� � W � � � � si ��9§¿ ).

(f) Calculez,pour H Ä � Ä {
, les approximationsz � \ Ã � de

Å H �
obtenuespar le dé-

veloppementenfractioncontinue(l’utilisation d’homographiesestconseilĺee).

3. Soit # l’anneauintègre
�r� � � \D� � µ $ � $ H � , etnotons~ la classede � dans# . Notonsú le

corpsdesfractionsde # .

(a) Calculerle discriminantde # et vérifiezque,à un signeprès,il estpremier.

(b) Montrerque # � úßü .

(c) Calculezlesentiers8 = et 8 m telsquela � -algèbre � � � � \D� �	µ $ � $ H � soit isomorphe
à � ?�V Z & ? õ .

(d) Montrerquetout élémentdugroupedesclassesd’idéaux� � # �
estrepŕesent́eparun

idéaldenormeauplus
|
.

(e) Montrerque # estprincipal.

(f) Vérifiezque � $ � divise �	µ $ � $ H dansË�� � � � . Est-cequ’il existe
�

dans# tel que² ¿ ���}� ² �jÑ , où ¿À*5ú�- 7 estla norme? Et si oui, y ena-t-il uneinfinité,et est-ce
qu’il y aun

�
dans# avec ¿ ���}� ��Ñ ?

4. Soient8�9 H entier, et z =0� �2�>� � z ? desnombrespremiersdistinctsetdifférentsde
|
. Notons# l’anneau

� \ z = b�b�b�z ? � .

(a) Combiende � y a-t-il dans# tel que � m �xH ?

(b) Combiende � y a-t-il dans# tel que � m �ñ� ?

(c) Mêmesquestionspour # J * � � \ zDm = b�b�b�zDm? � .

Lesnotesétaient: 5, 8, 11et 12.
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