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Résuḿe
Nousgéńeralisonsun résultatde Chenconcernantuneisoǵenieentreproduitsde jaco-

biennesde courbesmodulairesassocíeesà dessous-groupesde �������
	��� . Cettegéńerali-
sations’appliqueà desobjetsmunisd’une actionde �������
	� , avec 	 un corpsfini quel-
conque,dansdescat́egoriesadditivesplusgéńerales.

Résuḿe (version anglaise)
We generalizea resultof Chenconcerninganisogeny betweenproductsof jacobiansof

modularcurvesassociatedto subgroupsof �������
	��� . This generalizationconcernsobjects
with anactionby �������
	� , with 	 anarbitraryfinite field, in moregeneraladditivecategories.

Le but decetarticleestdered́emontreretdegéńeraliserunrésultatd’Imin Chen,concernantcer-
tainesidentitésentrefonctionszêtadecourbesmodulaires,ou,cequi revientaumême,certaines
isoǵeniesentredesproduitsdejacobiennesdetellescourbes.

Soient � un corpsfini, ��� uneextensionquadratiquede � et ��������� ��� � � . Le groupe �
agit sur !#" � � � et sur !#" � � � � . Soit $ le fixateurdans � d’un point % dans!#" � � � , & le fixateur
dans � de deuxpoints '�()% *+!," � � � , - le fixateurde l’ensembe.�'�(/%10 , & � le fixateurd’un
pointdans!#" � � � ��23!#" � � � , et - � le fixateurdesa 465�798 � � � � -orbite.Onappelle$ unsous-groupe
deBorel, & un toremaximaldéployé, et & � un toremaximalnondéployé. Le groupe- � estle
normalisateurde & � etsi �;:�<� � , - estle normalisateurde & .

Rappelonsd’abordle résultatdeChen.Pour =;>@? entier, soit A � =B�DC la courbemodulaire
qui estl’espacedemodules(grossiersi =FE;G ) compactifíedepaires�IHKJMLBJON ()P � , où L estun N -
sch́ema, HQJML unecourbeelliptiqueet P�� �SR�J = R � �UT H3V =�W un isomorphismede L -sch́emasen
groupes(voir [9], où ceprobl̀emedemodulesestappeĺe “naive level = structure”).Parconstruc-
tion, le groupe ��� ���XRUJ = R � agit à droite sur A � =B�DC : un élément Y envoie �IHQJZLBJON ()P � vers
�IHKJMLBJON ()P\[6Y�� . Cetteactioninduit uneactionà gauchesur la jacobiennede A � =]�^C . La jaco-
bienned’une courbe A estnot́eepar _9`Za � Ab� . Le résultatde Chenestalorsle suivant (voir [2,
Theorem1 et c 10]).
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Théorème1 (Chen,1994) Si �f�g� � avec h premier, � agit sur Ai�1A � h��^C . Alors, _9`Za � A J &j�
estisog̀eneà _9`Za � A J &U�k��lm_9`Za � A J $n� � et _9`Za � A J -o� estisog̀eneà _9`Za � A J -p�q��lr_9`Za � A J $n� .
Certainsquotientsde A sontconnussousd’autresnoms(voir [9, Ch.11]) :

A J &;s� Amt � h � �^Cu( A J - � s � A � h�� non-split( A J $vs� Amt � h��DCu( A J -ws� Amt � h � �^C JyxIz �|{~}|�
La preuvedonńeeparChenconsistèamontrerquelestracesdesopérateursdeHecke &�� avec =
premierà h sur les jacobiennesenquestionsatisfontles identitésrequisespourconclure,par la
relationd’Eichler et Shimuraet parla conjecturedeTate(démontŕeeparFaltings),à l’existence
d’unetelle isoǵenie.Unepreuven’utilisant quela théoriedesrepŕesentationsde � a ét́edonńee
dans[5] ; cettenote améliore la méthodede [5], et donnequelquesrésultatssuppĺementaires
(Théor̀emes3 et4).Dans[1] ontrouveunepreuve,inspiréepar[5] etparl’interprétationad́elique
desformesmodulaires.

Pourun groupe� et � un objetmuni d’uneactionde � dansunecat́egorie � nousdirons
que � admetdesinvariantspar � si le foncteur ���M� � 2�()����� estrepŕesentable.Danscecas,
nousnotons� � le sous-objetde � repŕesentantcefoncteur.

Théorème2 Soit � une cat́egorieadditive et N -linéaire.Soit � un objet de � muni d’une
action � de � , qui admetdesinvariantspar les sous-groupesde � . Alors il existedesisomor-
phismesfonctorielsen � �1(~��� :

�<�m���1�3�;�+� s� �<�����;�+���;�1� (1)

�+�F�;�+� s� �+�u���;�1� � (2)

Pourvoir quele Théor̀eme1 estun cassṕecial,on appliquele Théor̀eme2 avec ��� N��;� ,
où � estla cat́egoriedesvariét́esab́eliennessur N . Lesobjetsde � sontdonclesmêmesque
ceux de � , et on a, pour deux objets � et $ , ���M�n� � �K(/$n��� N�� ���Z�r� � ��(/$n� . Pour un
objet � de � nousnoteronsN�� � l’objet correspondantde � . Par construction,� et $ dans
� sont isog̀enessi et seulementsi N�� � et N�� $ sont isomorphesdans � . La cat́egorie�

estab́elienne(donclesobjetsdesinvariantsexistent), N -linéaireet mêmesemi-simple.Soit
maintenant� ��� N � _9`Oa � AF� . Pourtoutsous-groupe� de � onaalors �+� � N � _9`Za � A J �\� .
On a � � �+' car A J � estdegenrezéro.

Preuve du Théorème2 Par le lemmedeYoneda(voir [6, Ch. 0, c 1]), on seramèneaucasoù
� estla cat́egoriedes N -espacesvectoriels.Notons,pour � ¡�� un sous-groupe,NKV � J ��W le
N�V �¢W -moduledonńe par l’action demultiplication à gauchede � sur � J � ; c’est l’induite à �
dela repŕesentationtrivialede � . Aveccesnotations,ona,pourtout NKV �¢W -module � :

� � �1���M�nC�£ �¥¤ �XN ()���U�+���M�nC�£ � ¤ �XNQV � J ��W¦(/��� �
Il suffit doncdemontrerqu’il existedesisomorphismesde N�V �¢W -modules:

NKV � J &UW�� N � N s � NKV � J & � W�� N�V � J $�W � NKV � J $�W¦§ (3)

NKV � J -pW�� N s � NKV � J - � W¨� NQV � J $�W � (4)
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D’après[12, c 12], il suffit, pourmontrerquedeux N�V �©W -modulesdetypefini sontisomorphes,
devérifierqueleurscaract̀erescöıncident.Dansnotrecas,tout élémentde � aunconjugúedans
$ ou dans& � . Pourmontrerl’existencedu premierisomorphisme,nousallonsmontrerqueles
� -ensemblesA����+� J &«ªo.¬
0Uª\.¬
0 et ®��k��� J &U�Mª¯� J $+ª¯� J $ sontisomorphesentantque
$ -ensembleset entantque & � -ensembles.Par la définitionde & , & � et $ on a :

A°� � ! " � � �¢l±! " � � ��2³²m�uªo.¬
0Uªo.¬´0( ®µ�<! " � � � �uª¶! " � � � �
Notons · l’ élémentnontrivial de 465¨798 � � � � . En tantque $ -ensemble,!#" � � � estla réuniondis-
jointe dela droiteaffine � et d’un point % . Commel’action de $ sur � estsimplementdouble-
menttransitive,onaun isomorphismede $ -ensembles:

A s � $ J ��¸�ª��±ª3�±ªo.¬´0�ª±.¬
0 �
D’autre part, !," � � � �U2<!#" � � � estun $ J � ¸ -ensemblelibre, car si un élémentde $ en fixe ¹ ,
il fixe les trois points ¹ , · � ¹K� et % de !#" � � � � , doncil estscalaire.Ceciach̀eve la preuve que
A et ® sontisomorphesentantque $ -ensembles.Consid́eronsmaintenantA et ® comme&U� -
ensembles.Par définition, & � fixe deuxpointsconjugúesde !," � � � � , donctout élémentde & � qui
fixe un troisièmepoint de !#" � � � � estscalaire.Il en résulteque A et ® ont chacundeuxpoints
fixespar & � , dont lescompĺementssontdes & �ºJ � ¸ -ensembleslibres.Comme»QA ��»n® , on a
A s � ® entantque &�� -ensembles,cequi terminela preuvedel’existenced’un isomorphisme(3).

Pourétablir(4), il suffit demontrerqueles � -ensembles:

A¼�k� �¦½�¾ � � � ! " � ���9��2³²m�uª\.¬
0( ®��k�g! " � � � � Jyx · }
sontisomorphesentantque $ -ensembleset & � -ensembles.CommeA et ® sontquotientsde A
et ® , on voit queles $ -ensemblesA et ® sontdela forme: $ J �¿ª��oªF.¬
0 , avec � contenant
� ¸ d’indice À . Un tel � estuniqueà conjugaisonprèsdans $ , donc A s � ® en tant que $ -
ensembles.

Comme& � estcyclique,deux & � -ensemblestransitifssontisomorphessi et seulementsi ils
ont mêmecardinal.Pourvoir que A et ® sont & � -isomorphes,il suffit demontrerquelesdeux
sont & �ºJ � ¸ -libres,àunpointet àauplusuneautreorbiteprès.Supposonsqu’un Á nontrivial dans
& � J � ¸ fixe un élément .�¹�(/Âr0 de ½¾ � � � ! " � � �9�¢2g² . Alors Á � fixe quatrepointsdans ! " � � � � ,
donc est scalaire.Il existe au plus un tel Á et on a Â � Á�¹ . Comme & � agit transitivement
sur !," � � � , cela fait au plus uneorbite non & �ºJ � ¸ -libre dans ½�¾ � � � !#" � � �Ã�K2�² . Notons ' � et
% � les deuxpointsfixesde & � dans!#" � � � � . L’action de & � sur la � � -droite ' � dans� � � estun
isomorphismede & � vers � � ¸ ; dèsmaintenant,nousverronsles & � -ensemblescommedes � � ¸ -
ensemblesvia cet isomorphisme.L’action de � � ¸ sur la droite % � estdonńeepar · . Soit Ä " un
élémentnonnul de ' � , et Ä � �k�+· � Ä " � sonimagedans% � . Cettebasede � � � donneunebijection
entre!#" � � � ��2Å.�' � ()% � 0 et � � ¸ , qui envoie la droite � ��� Ä "�ÆFÇ Ä � � à Ç *�� � ¸ . Via cettebijection, ·
sur !#" � � � �#2�.�' � ()% � 0 correspond̀a P��ÉÈ�ÊT · � ÈË�/ÌÍ" sur � � ¸ . Demême,pour Á dans� � ¸ , l’action
de Á devient ÈÅÊT � · � ÁÃ� J ÁÃ�ÃÈ . Les orbitesde &U� sur ��� ¸ sont les fibresde la norme ��� ¸ T � ¸ ,
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tandisque P agitsurl’ensembledecesfibresparinversiondela norme.L’actionde P surl’orbite
desélémentsde norme ? est triviale, doncdonneuneorbite &U� J � ¸ -libre dans ® , ainsi queles
orbitesdenormesautresque ? et 2�? . Î

Remarque1 Nous avons formulé le Théor̀eme2 pour desobjetsavec action de � dansdes
cat́egoriesadditivesN -linéairesadmettantdesinvariants,pourpouvoir l’appliquerégalementaux
motifsdeChow, parexempleceuxassocíesauxespacesdeformesmodulairesdepoidsaumoins
deux,construitscommedans[10], ou dansd’autrescat́egoriesN -linéairespseudo-ab́eliennes.
Rappelons(par exemple[11, c 1]) qu’unecat́egorieadditive estdite pseudo-ab́eliennesi pour
tout objet � tout idempotentdans ÏÑÐyÒ � �+� admetun noyau (ou, ce qui est équivalent,une
image).Pourun groupefini � opérantsurun objet � l’objet �+� estl’image de l’idempotent
� ? J »n�\�ÍÓ1Ô,Õ .

Remarque2 L’id éed’utiliser la théoriedesrepŕesentationsd’un groupefini � pourendéduire
desisoǵeniesentrevariét́esab́eliennesn’estcertainementpasnouvelle; voir [7] et [8]. La preuve
duThéor̀eme2 montrequecegenrederésultatsrestevrai dansle cadreplusgéńeraldescat́ego-
ries additives N -linéairespseudo-ab́eliennes.Dans[7, c 5] on trouve unerelationpour certains
sous-groupesde ½ � ��� � � � J .?M(Ö2�?Z0 , maispaslesrelationsduThéor̀eme2. L’int ér̂etdurésultatde
Chenestquel’on obtientdesrenseignementssurla jacobiennede A � h�� non-splitentermesd’objets
déjàmieuxcompris.

Remarque3 Loı̈c Merel a pośe la questiondesavoir si la correspondanceconstitúeedesdeux
morphismesquotientsA T A J -p� et A T A J - induit unmorphismedela jacobiennede A J -p�
verscelle de A J - dont le noyau estfini. La réponsedépendde la positionrelative dessous-
groupes- et - � dans� . En effet, à conjugaisonprès,il existeun uniquecouple � &U(9& � � avec &
déployé et & � nondéployé, telle que -Ø×±- � soit decardinal Ù � hÚ2g?Û� . Pourcetteconfiguration,
Chenamontŕequele noyauenquestionestfini ; voir [3].

Nousnousintéressonsmaintenant̀a la questionde savoir quelsdénominateurssontessentiels
dansle Théor̀eme2. Pluspréciśement,onveutremplacerla condition“ N -linéaire”surla cat́ego-
rie � par“ R�Ü�Ý�Þ -linéaire”avec ß premieret R�Ü�ÝàÞ le localiśe de R en ß . La théoriedel’induction de
Conlon[4, c 81B] nouspermetdedonneruneréponsecompl̀ete.

Théorème3 Soit á le cardinalde � . Soit ß un nombrepremier. Si ß nedivisepas á � 2+? , alors
le Théor̀eme2 restevrai avec N remplaćepar R Ü�Ý�Þ . Si ß nedivisepasáj2;? , alorsla partie(2) du
Théor̀eme2 restevraieavec N remplaćepar R�Ü�ÝàÞ .
Preuve Soit ß premier. Un groupefini â estdit cyclique modulo ß si â admetun quotientcy-
cliquedenoyauun ß -groupe.Pour � un groupefini et ã , ä deux � -ensemblesfinis la théorie
de l’induction de Conlonimplique queles � -modulesR Ü�Ý�Þ V ã�W et R Ü�ÝàÞ V ä¢W sont isomorphessi et
seulementsi pour tout sous-groupeâ cyclique modulo ß de � les â -ensemblesã et ä sont
isomorphes.
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Supposonsque ß nedivisepasl’ordre de � . Alors lessous-groupesde � cycliquesmodulo ß
sontsimplementlessous-groupescycliques.Nousavonsdéjà vu que A et ® , ainsique A et ® ,
sont â -isomorphespourtout sous-groupecyclique â de � .

Consid́eronsle casoù ß estla caract́eristiquede � . Tout sous-groupede � cycliquemodulo
ß estsoit cyclique soit un conjugúe d’un sous-groupede $ . Lors de la preuve du Théor̀eme2
nousavonsvu que A et ® , ainsique A et ® , sontdes $ -ensemblesisomorphes.Ceciterminela
preuvepource ß .

La dernìerechoseà montrerestque R�ÜkÝàÞDV AoW s� R�Ü�ÝàÞDV ®©W entantque � -modulespourles ß�:��À
divisant á Æ ? . Supposonsß commecela.Les - �ºJ � ¸ -ensemblesA et ® ont chacunun point
fixe unique; notonsA � et ® � lescompĺements.Soit L un À -sous-groupedeSylow - �´J � ¸ , et �
le sous-groupemaximald’ordre impair de - �qJ � ¸ ; ainsi - �qJ � ¸ estle produitsemi-directde �
par L . CommeN�V A � W s � � � NKV ® � W on a NKV �\åOA � W s�©æ N�V �oåM® � W . Commeß nedivisepas » L , on a
R Ü�Ý�Þ V �\åOA � W s � æ R Ü�Ý�Þ V �\åM® � W . Nousavonsdéjà vu quelesstabilisateursdans& � J � ¸ deséléments
de A � et de ® � sontd’ordre un ou deux.Donc lesstabilisateursdans - �´J � ¸ ont desconjugúes
dansL . Il enrésulteque A � et ® � sontlesinduitsdesL -ensembles�\åOA � et �\åM® � . Par induction
demodules,R ÜkÝàÞ V A � W et R Ü�Ý�Þ V ® � W sontisomorphesentantque - � -modules.Par Conlon, A � et ® �
sont isomorphesen tant que â -ensemblespour tout sous-groupeâ de -p� cyclique modulo ß .
Mais tout sous-groupecyclique modulo ß de � est soit cyclique soit un conjugúe d’un sous-
groupede - � . EncoreparConlon, R�Ü�Ý�ÞçV AoW s� � R�ÜkÝàÞDV ®�W . Î

Remarque4 Soit ß unnombrepremierqui divise á � 2\? . Il existeunsous-groupeè de - J � ¸ ou
de - � J � ¸ , diédrald’ordre ÀZß . Alors è fixeplusdepointsdansA quedans® , et,si ß divise áé2F? ,
plusdansA quedans® . Par Conlon,on voit quepour la cat́egoriedes R�Ü�Ý�Þ -moduleslesparties
(1) et (2) du Théor̀eme2 sontvraiesseulementsi ß satisfait lesconditionsduThéor̀eme3.

Théorème4 Notationscommedansle Théor̀eme1. Soit ß unnombrepremier. Si ß nedivisepas
h � 2\? , alorsil existeuneisoǵenie_9`Oa � A J &6� T _9`Za � A J & � �Bl�_9`Za � A J $n� � dedegrépremierà ß . Si
ß nedivisepashr2ê? , alorsil existeuneisoǵenie_9`Za � A J -o� T _9`Oa � A J - � �ëlr_9`Za � A J $n� dedegré
premierà ß .
Preuve On noted’abordquepour desobjets � et $ de � on a R�Ü�Ý�Þ¥� � s � R�Ü�ÝàÞ¥� $ si et
seulements’il existeuneisoǵenie � T $ dedegré premierà ß . Sousleshypoth̀esesfaitessur
ß , le Théor̀eme3 donnel’existenced’isomorphismes�SR ÜkÝàÞ � _9`Oa � AF�9� � T �SR Ü�Ý�Þ � _9`Za � Ab�Ã� � � �
�SR ÜkÝàÞ � _9`Za � Ab�9� �]ì � et �SR Ü�ÝàÞ � _9`Za � Ab�Ã� � T �SR ÜkÝàÞ � _9`Oa � AF�9� �¥� � �XR ÜkÝàÞ � _9`Za � Ab�9� � . Pourterminer,
il suffit devoir quelesnoyauxdesmorphismes_9`Za � A J �\� T _9`Za � Ab� sontd’ordrepremieraux ß
concerńes,pour � parmi & , & � , $ , - et - � . Mais cenoyauestle dualdeCartierdu groupedu
plusgrandsous-revêtement́etaleab́eliende � A J �\� C ��® Jy� �í× ½ � ��� � � �Ã� dans® T � A J �o� C ,
où ® estunecomposanteconnexede A C (sur î celasevoit à l’aide desgroupesfondamentaux).
Pour h<EØï on a _9`Za � Ab�Q�w' , noussupposonsdoncque h<>@ï . Pour - et - � , les noyaux en
questionsontalorsdes À -groupes.Pour & et $ on obtientdesquotientsde � ¸� , et &U� donneun
groupecycliqued’ordredivisanth Æ ? . Î
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Remerciements.Noustenonsà remercierLaurentMoret-Bailly pourunelecturecritiquedece
texte.
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