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Résuneé
Nousgéréralisonsun résultatde Chenconcernantineisogénie entreproduitsde jaco-
biennesde courbesmodulairesassodesa dessous-groupesle GLy(F, ). Cettegérerali-
sations’appliquea desobjetsmunis d’une actionde GLy(F), avec F un corpsfini quel-
conquedansdescaggoriesadditivesplusgéerérales.

Résune (version anglaise)
We generalizearesultof Chenconcerninganisogety betweerproductsof jacobiansof
modularcurves associatedo subgroupf GLy(F,). This generalizatiorconcernsobjects
with anactionby GL+ (F), with F anarbitraryfinite field, in moregenerabdditive categyories.

Le but decetarticleestderedemontreretde géreraliserunrésultatd’lmin Chen,concernanter
tainesidentittsentrefonctionszétade courbesmodulairespu, ce qui revientauméme certaines
isogeniesentredesproduitsde jacobiennesletellescourbes.

SoientF un corpsfini, F’ une extensionquadratiquede F et G := GLy(TF). Le groupeG
agitsurP!(F) etsurP!(F’). Soit B le fixateurdansG d’'un point co dansP!(FF), T le fixateur
dansG de deuxpoints0,o00 € PL(F), N le fixateurde 'ensembe{0, oo}, T" le fixateurd'un
pointdansP'(F’) — P! (F), et N’ le fixateurdesaAuty(F')-orbite.OnappelleB un sous-groupe
de Borel, T' un tore maximaldéployé, et T’ un tore maximalnondéployé. Le groupeN’ estle
normalisateude?” etsi F # F,, N estle normalisateude?'.

Rappelong’abordle résultatde Chen.Pourn > 1 entiet soit X (n)q la courbemodulaire
qui estl’espacedemoduleqgrossiersin < 3) compactife depaires(E/S/Q, ¢), ou S estunQ-
sckema,E /S unecourbeelliptiqueet ¢: (Z/nZ)? — E[n] unisomorphismele S-schemasen
groupegvoir [9], ou ce problemede modulesestappeé “naive level n structure”).Par construc-
tion, le groupeGLy(Z/nZ) agit a droite sur X (n)g : un élémentg ervoie (E/S/Q, ¢) vers
(E/S/Q, ¢ o g). Cetteactioninduit uneactiona gauchesur la jacobiennede X (n)q. La jaco-
bienned’une courbe X estnotéeparjac(X). Le résultatde Chenestalorsle suivant (voir [2,
Theoreml et§10]).
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Théoremel (Chen,1994) SiF = F, avecp premier G agitsurX = X (p)q. Alors, jac(X/T)
estisoggnedjac(X/T") x jac(X/B)? etjac(X/N) estisogeneajac(X/N') x jac(X/B).

Certainsquotientsde X sontconnussousd’autresnoms(voir [9, Ch.11]) :
X/T=Xo(p")o, X/N'=Z X(Dlnonspic.  X/B = Xo(p)g, X/N = Xo(p*)o/(wye).

La preuwe donréeparChenconsistea montrerquelestracesdesopérateursie Hecke 7,, avecn
premiera p surlesjacobienne®n questionsatisfontlesidentitesrequisegour conclure parla
relationd’Eichler et Shimuraet parla conjecturede Tate(démontéepar Faltings),al'existence
d’unetelleisogenie.Une preuwe n’utilisant quela théoriedesrepiésentationsle G a ét# donree
dans[5] ; cettenote anéliore la méthodede [5], et donnequelquesrésultatssuppEmentaires
(Théoemes3 et4). Dans[1] ontrouveunepreu\e,inspiréepar[5] etparl’interprétationacelique
desformesmodulaires.

Pourun groupeH et M unobjetmunid’'uneactionde H dansunecaggorie% nousdirons
que M admetdesinvariantspar H si le foncteurHom(—, M) estrepiesentableDansce cas,
nousnotonsM ¥ |e sous-objetle M repesentante foncteur

Théoreme?2 Soit ¢ une catgorie additive et Q-linéaire. Soit M un objet de ¢ muni d’'une
actiona de G, qui admetdesinvariantspar les sous-groupedeGG. Alors il existe desisomor
phismedonctorielsen(M, ) :

Mo MCa ME =~ M" ¢ MP o MP (1)
MNeM¢ =~ MV @ MP. (2)

Pourvoir quele Théoremel estun casspecial,on appliquele Theoeme2 avec% = Q ® &7,
ou «7 estla caggoriedesvariétesabkeliennessur Q. Lesobjetsde ¥ sontdoncles mémesque
ceuxde &, et on a, pour deuxobjets A et B, Homg (A, B) = Q ® Hom, (A, B). Pourun
objet A de & nousnoteronsQ ® A I'objet correspondante % . Par construction A et B dans
&/ sontisogenessi et seulemensi Q ® A et Q ® B sontisomorphesdans?’. La cagégorie
A estalelienne(doncles objetsdesinvariantsexistent),Q-linéaire et mémesemi-simple Soit
maintenantl/ := Q ® jac(X). Pourtoutsous-groupé? deG onaalorsM* = Q ® jac(X/H).
OnaM¢% = ( car X/G estdegenrezéro.

Preuve du Théoreme2 Par le lemmede Yoneda(voir [6, Ch. 0, §1]), on seraméneau casoll
¥ estla caggoriedesQ-espacewvectoriels.Notons,pour H C G unsous-groupeQ[G/H] le
Q[G]-moduledonre par'action de multiplicationa gauchede G surG/H ; c’estl'induite a G
delarep@ésentatioririviale de H. Aveccesnotationson a, pourtout Q[G|-module M :
M*" = Homqim (Q, M) = Homge) (QG/H], M).
Il suffit doncde montrerqu’il existedesisomorphismesle Q[G]-modules:
QG/TIeQeQ = QG/T'eQG/B]®QG/B]; (3)
QG/NJeQ = QG/N'|&QG/B]. (4)
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D’apres[12, §12], il sufit, pourmontrerquedeux@Q[G]-modulesde typefini sontisomorphes,
devérifierqueleurscarackrescoincident.Dansnotrecas,tout élementde G aunconjugle dans
B oudansT’. Pourmontrerl’existencedu premierisomorphismenousallonsmontrerqueles
G-ensembleX := G/TU{-}u{-} etY := G/T'UG/B U G/B sontisomorphesntantque
B-ensemblegtentantque’’-ensemblesPar la définitiondeT’, 7" et Bona:

X =PF) xP@F) -—A)u{}u{}, Y = PY(F’) U P (F).

Notonso I' élémentnontrivial de Auty(F'). Entantque B-ensembleP! (F) estla réuniondis-
jointe dela droite affine F etd’un point co. Commel’action de B surF estsimplemendouble-
menttransitve,on aunisomorphismele B-ensembles

X2B/FFUFuUFU{-}u{}.

D’autre part, P! (F') — P'(FF) estun B/F*-ensembldibre, car si un élementde B enfixe P,
il fixe lestrois points P, o(P) etoo deP!(F'), doncil estscalaire.Ceciacteve la preuwe que
X etY sontisomorphegntantque B-ensemblesConsiceronsmaintenantX etY commeT”-
ensemblesPar définition, 7" fixe deuxpointsconjugiesde P! (F’), donctout élémentde 7" qui
fixe un troisiemepoint de P! (F’) estscalaire.ll enrésulteque X etY ont chacundeuxpoints
fixesparT”, dontlescompEmentssontdesT” /F*-ensembledibres. Comme#X = #Y,ona
X 2 Y entantqueT’-ensembles;equiterminela preuve del’'existenced’'un isomorphismé3).
Pourétablir(4), il suffit demontrerquelesG-ensembles

X = (Sym’(P'(F)) —A)u{}, Y :=P(F)/{o)

sontisomorphegntantque B-ensemblegt 7’-ensemblesCommeX etY sontquotientsde X
etY, onvoit queles B-ensembles etY sontdelaforme: B/H UF LI {-}, avec H contenant
F* d'indice 2. Un tel H estuniquea conjugaisorprésdansB, doncX = Y entantque B-
ensembles.

CommeT” estcyclique, deuxT’-ensemblesransitifssontisomorphesi et seulemensi ils
ont mémecardinal.Pourvoir que X etY sont7’-isomorphesil suffit de montrerqueles deux
sontT” /IF*-libres,aun pointetaauplusuneautreorbitepres.Supposongu’unt nontrivial dans
T'/F* fixe un élement{ P, Q} de Sym*(P!(F)) — A. Alors #? fixe quatrepointsdansP' (F'),
donc estscalaire.ll existe au plusuntel ¢t etona @ = tP. CommeT’ agit transitvement
sur PL(FF), celafait au plus une orbite non 7’ /F*-libre dansSym?(P!(F)) — A. Notons0' et
oo’ les deuxpointsfixesde T" dansP' (F'). L'action de T’ surla F’-droite 0’ dansF'* estun
isomorphismele T" versF'* ; desmaintenantnousverronsles 7’-ensemblegsommedesF’*-
ensemblewia cetisomorphismel’action de F'* surla droite oo’ estdonréeparo. Soite; un
élementnonnul de(', ete, := o(e;) sonimagedansco’. CettebasedeF’? donneunebijection
entreP! (F') — {0', 00’} etF’*, qui ervoiela droiteF’ (e; + aey) aa € F'™. Via cettebijection,o
surP!(F’) — {0', o0’} correspondi¢: z — o(z)~' surF’*. De méme,pourt dansF'*, I'action
det devientz — (o(t)/t)z. LesorbitesdeT” surF'" sontlesfibresdela normeF'* — F*,
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tandisque¢ agitsurl’ensembledecesfibresparinversiondela norme.L’actionde ¢ surl’orbite
desélémentsde norme1 esttriviale, doncdonneuneorbite 7’ /F*-libre dansY’, ainsiqueles
orbitesdenormesautresquel et —1. O

Remarque 1 Nous avonsformulé le Théoeme2 pour desobjetsavec actionde G dansdes
caégoriesadditivesQ-linéairesadmettantiesinvariants pourpouwoir I'appliquerégalemenaux
motifs de Chow, parexempleceuxassoceésauxespaceseformesmodulairesie poidsaumoins
deux, construitscommedans[10], ou dansd’autrescag&goriesQ-linéairespseudo-aéliennes.
Rappelongpar exemple[11, §1]) qu’une caggorieadditive estdite pseudo-abliennesi pour
tout objet M tout idempotentdansEnd (M) admetun noyau (ou, ce qui estéquialent,une
image).Pourun groupefini H opérantsurun objet M I'objet M# estl'image de l'idempotent

(1/#H) >, h.

Remarque 2 L'id éed'utiliser la théoriedesrepésentationsl’'un groupefini G pourendéduire
desisogeniesentrevarietesakeliennea’estcertainemenpasnou\elle; voir [7] et[8]. La preuwe
du Théorme2 montrequece genrederésultatgestevrai dansle cadreplusgéréraldescaggo-
ries additivesQ-linéairespseudo-abliennesDans|[7, §5] on trouve unerelation pour certains
sous-groupedeSL,(F,)/{1, —1}, maispaslesrelationsdu Théoreme2. L'intérétdu résultatde
Chenestquel’on obtientdesrenseignementsurla jacobiennele X (p)non-spit€ntermesd’objets
déja mieuxcompris.

Remarque 3 Loic Merel a po< la questionde savoir si la correspondanceonstitieedesdeux
morphismegjuotientsX — X/N' et X — X/N induitunmorphismedelajacobiennale X /N’

verscelle de X/N dontle noyau estfini. La réponsedépendde la positionrelative dessous-
groupesN et N’ dansG. En effet, a conjugaisorprés,il existeun uniquecouple(T,7") avecT

déployé et7" nondéployé, telleque N N N’ soitdecardinal4(p — 1). Pourcetteconfiguration,
Chenamont quele noyauenquestionestfini ; voir [3].

Nous nousintéressongnaintenanta la questionde savoir quelsdénominateursontessentiels
dansle Théoeme2. Plusprécigmentonveutremplaceta condition Q-linéaire” surla caggo-
rie ¢ par“Z-linéaire”avecl premieretZ, le localis€ deZ enl. La théoriedel'induction de
Conlon[4, §81B] nouspermetde donneruneréponsecompkte.

Théoreme3 Soitq le cardinaldeF. Soitl un nombrepremier Sil ne divise pasq? — 1, alors
le Théoeme2Z restevrai avecQ rempla@ parZ,. Sil nedivisepasg — 1, alorsla partie(2) du
Théoemez2 restevraie avecQ rempla@ parZ,.

Preuve Soit/ premier Un groupefini C' estdit cyclique modulol si C' admetun quotientcy-
cliquede noyauun /-groupe.Pour H un groupefini etU, V deux H-ensemblesinis la théorie
de l'induction de Conlonimplique queles H-modulesZ[U] et Zq)[V] sontisomorphessi et
seulemensi pour tout sous-groupe&”’ cycligue modulo/ de H les C-ensembled/ et V' sont
isomorphes.



Supposonsguel nedivisepasl’ordre deG. Alors lessous-groupede G cycliquesmodulol
sontsimplementes sous-groupesycliques.Nousavonsdéjavu que X etY, ainsiqueX etY,
sontC-isomorphegpourtout sous-groupeycliqgue C dedG.

Consiceronsle casou [ estla caracéristiquede IF. Tout sous-groupele G cyclique modulo
[ estsoit cyclique soit un conjugté d’'un sous-groupele B. Lors de la preuwe du Théoeme?2
nousavonsvu queX etY, ainsiqueX etY, sontdesB-ensemblessomorphesCeciterminela
preue pourcel.

La dernérechosea montrerestqueZ)[X] = Z,[Y] entantqueG-modulespourlesi # 2
divisantg + 1. Supposong commecela.Les N'/F*-ensemblesX et Y ont chacunun point
fixe unique; notonsX’ et Y’ lescompEementsSoit S un 2-sous-groupele Sylow N'/F*, et H
le sous-groupenaximald’ordre impair de N’ /F* ; ainsi N’ /F* estle produitsemi-directde H
parS. CommeQ[X'] =5 Q[Y'] onaQ[H\X'] =¢ Q[H\Y']. Commel nedivisepas#S, ona
Zay[H\X'] =g Zp[H\Y']. Nousavonsdéja vu queles stabilisateurslans?” /F* deséléements
de X' etde Y’ sontd’ordre un ou deux.Donc les stabilisateurslans N’ /F* ont desconjugles
dansS. Il enrésulteque X’ etY”’ sontlesinduitsdesS-ensembleg/\ X’ et H\Y’. Parinduction
demodulesZ )| X'] etZq)[Y’] sontisomorphesntantque N'-modules.Par Conlon, X' et Y’
sontisomorphesn tant que C-ensemblegour tout sous-group&”’ de N’ cycliqgue modulo/.
Mais tout sous-groupeeyclique modulo!/ de G estsoit cyclique soit un conjugté d’'un sous-
groupede N'. Encorepar Conlon,Z [ X| 2 Z)[Y]. O

Remarque 4 Soit/ unnombrepremierqui diviseq? — 1. Il existeun sous-groupe de N/F* ou

de N'/F*, diédrald’ordre2!. Alors D fixe plusdepointsdansX quedansY’, et,si! diviseq — 1,

plusdansX quedansY. Par Conlon,onvoit quepourla caggoriedesZ)-modulesles parties
(1) et (2) du Théoreme2 sontvraiesseulemensi/ satiskit les conditionsdu Théoreme3.

Théoreme4 Notationscommedansle Théoemel. Soitl unnombrepremier Sil nedivisepas
p? — 1, alorsil existeuneisogéniejac(X/T) — jac(X/T") x jac(X/B)? dedegré premieral. Si
I nedivisepasp — 1, alorsil existeuneisogéniejac(X/N) — jac(X/N') x jac(X/B) dedegré
premieral.

Preuve On noted’abordque pour desobjetsA et B de« onaZg ® A = Zg ® B si et
seulement’il existeuneisogenieA — B dedegré premieral. Sousles hypothesedaitessur
I, le Theoeme3 donnel’existenced’isomorphismegZ ) ® jac(X))T — (Zy) ® jac(X))T &
(Z) ®jac(X))B? et(Zgy ® jac(X))N — (Zg) @ jac(X))N & (Zgy ® jac(X))P. Pourterminer
il sufiit devoir quelesnoyauxdesmorphismegac(X/H) — jac(X) sontd’ordre premieraux!
concertes,pour H parmiT, T', B, N et N'. Mais ce noyau estle dualde Cartierdu groupedu
plusgrandsous-reétemengtalealeliende (X/H)g = Y/(H N SLy(IF,)) dansY” — (X/H)g,
ou Y estunecomposanteonnee de X (surC celasevoit al'aide desgroupefondamentaux).
Pourp < 5 onajac(X) = 0, noussupposonsloncquep > 5. Pour N et N’, lesnoyauxen
guestionsontalorsdes2-groupesPourT et B on obtientdesquotientsde F*, et 7" donneun
groupecycliqued’ordredivisantp + 1. O
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