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1 Introduction

1.1 Notations et conventions

On note A l'anneau des adeles de Q, Af les adeles finies sur Q. Pour p
un nombre premier, on utilise la valeur absolue |z|, = p~"*»(@) sur Q,. On
note @p une cloture algébrique de Q,. Par un Frobenius en une place finie p,
que ’on notera Frob,, ou ¢,, on entend un Frobenius arithmétique, i.e., un
élément de Gal(Q,/Q,) agissant sur le corps résiduel de @, par 1'élévation
a la puissance p-eme. On fixe Q une cléture algébrique de Q, Z la cléture
intégrale de Z dans Q. Pour tout p premier, on fixe un morphisme de Z dans
F,, on note Dy, le sous-groupe de décomposition en p de Gal(Q/Q), et I, le
groupe d’inertie en p; on identifiera D), a Gal(Q,/Q;), noté G,. On notera
W, le groupe de Weil local en p : c’est le sous-groupe de D, des éléments
dont I'image dans Gal(F,/F,) est une puissance entie¢re de Frob,. On fixe
le signe de l'isomorphisme de la théorie des corps de classes entre Q) et

Web Q et Gal*™® en choisissant d’envoyer les uniformisantes sur
P D p/ p

les inverses des Frobenius. Par cet isomorphisme, pour tout premier | # p,
le caractere cyclotomique [-adique x; de W,, vers p? C Z; correspond a la
valeur absolue | |,. Par caractére, on entend caractere continu, et I'on désigne
par une meéme lettre un caractere de G, et le caractere correspondant de
Q- Etant donné e un caracteére de Dirichlet, on désigne encore par ¢ le
caractere induit sur ’;O\Af’*, et sur Q, pour tout nombre premier p.

1.2 Le probleme

Soient N et k deux entiers, N > 1 et k > 2, et soit [ premier. Considérons
f une forme modulaire parabolique & coefficients dans Q, de niveau N, de
poids k, et de caractere €, nouvelle et propre pour les opérateurs de Hecke.
Pour n entier, n > 1, on note a, la valeur propre de f pour l'opérateur
de Hecke T,,. On sait associer a la forme modulaire f, une représentation
galoisienne l-adique continue de Gal(Q/Q) de dimension 2 sur Q;. Cette
représentation, notée py, est non ramifiée en dehors de NI, et vérifie pour
tout p premier ne divisant pas NI :

trace(ps(Frob,)) = a, et det(ps(Frob,)) = p*~e(p).

On se pose la question naturelle de savoir ce qu’il advient en les entiers p
premier distinct de [ divisant le niveau IV de la forme modulaire considérée.

Pour répondre, on a besoin de la représentation admissible irréductible
de GLa(A') que l'on sait associer & la forme modulaire f. Cette re-
présentation, notée 7, est le produit tensoriel restreint, 7y = ®,my p, ol



p parcourt ’ensemble des nombre premiers et ot chaque facteur local 7y,
est une représentation admissible irréductible de GL2(Q)). Pour p premier
ne divisant pas le niveau NN de la forme modulaire f, la représentation m,
est la représentation principale non ramifiée 7(a, 3), ot a et 8 sont deux
caracteres non ramifiés de Q,, vérifiant :

a.B(p!) =pPe(p) et p o) +B8(p7") = ap.

En conséquence, les représentations 7y, et la semisimplifiée p%, de
pfp = pflp, se déterminent I'une de l'autre, en p premier ne divisant
pas NI.

Ce résultat reste vrai pour tous les entiers p premier distincts de [,
d’aprés Deligne [De3| (voir aussi [Cal]). (Pour p = [, c’est faux : 7y, ne
détermine plus PFp s voir [Sa] pour ce qui est vrai dans ce cas.) On connait
les classifications des représentations l-adiques de dimension 2 de D,,, et des
représentations admissibles irréductibles de GL2(Qp). En leurs termes, la
correspondance obtenue pour p # 2 est la suivante :

représentation principale spéciale supercuspidale
locale 7y, m(a, ) Sp(a) T'K.a
représentation || décomposée | indécomposable irréductible
_ a  x . 4G —1/2
locale p7 al |, log (0 al |;1) dei’) (o] |p / )
conducteur c(a)e(B) c(a?) NpZ, Dg/g,Nk/g,(c(a))

Dans les termes de Deligne dans [Del, 3.2.], il s’agit de la correspon-
dance de Tate. Correspondance caractérisée en termes d’égalité de fac-
teurs L et €. Le cas olt g, est de la série principale avait déja été traité
par Langlands dans [LL]. Il existe dans le cas ot p = 2, en plus des
représentations intervenant ci-dessus, des représentations supercuspidales
extraordinaires et des représentations galoisiennes locales extraordinaires.
Par des méthodes différentes, Carayol dans [Cal] et Nyssen dans [Ny]
traitent le cas des représentations extraordinaires. Leurs résultats montrent
que ces cas s’inserent dans la correspondance ci-dessus. Une conséquence
de ce résultat est : soit £ une courbe elliptique sur Q, £ = Ey pour une
certaine forme modulaire parabolique nouvelle, alors les fonctions L de E
et de f sont égales et le conducteur de F est égal au niveau de f. (L’égalité
des fonctions L est facile, celle du conducteur et du niveau ne I’est pas du
tout.) Notons que récemment, Harris et Taylor ([HaTal), et ensuite Henniart
([He]), ont obtenus des généralisations de ce type de résultats, suffisantes
pour en déduire la conjecture de Langlands locale pour GL,, pour tout n sur
des corps locaux de caractéristique zéro (voir [Ca2]). Pour d’autres résultats



dans ce domaine on pourra consulter les références dans [Ca2], en particu-
lier [Boy], [Bal, et bien str [Laf].

L’objectif est de cette these est de redémontrer le résultat de Deligne,
a savoir que ¢, détermine pr, pour tout p différent de /. La preuve que
nous donnons est, au fond, la méme que celle de Deligne et de Carayol, mais
nous essayons de minimiser les prérequis automorphes. En particulier, nous
travaillons toujours en niveau fini en dehors de p, et nous détaillons plus le
passage par les formes automorphes sur ’algebre de quaternions qui apparait
naturellement. Nous utilisons la description donnée dans [KaMa] de certains
modeles de courbes modulaires, ainsi que certains résultats de [JaLa].

La these est organisée comme suit :

- Le premier chapitre est la présente introduction ;

Dans le deuxieme chapitre, on rappelle quelques généralités sur les notions

de courbe elliptique, de probleme de modules et de courbe modulaire. On
donne aussi les définitions de formes modulaires et d’opérateurs de Hecke.
Etant donnée une forme modulaire parabolique et propre, on construit la
représentation galoisienne ainsi que la représentation admissible qui lui sont
associées. Enfin on donne une classification de certaines représentations de
G, et une classification de représentations admissibles de GL2(Q)).

Le troisieme chapitre consiste en la description d’'un modele régulier de
la courbe modulaire M(I'(p™),T1(N))g, et de diverses actions de groupes
sur ce modele. On rappelle le formalisme des cycles évanescents, et la
construction de la suite exacte des cycles évanescents, puis on explique en
quoi 'utilisation et ’étude de ces suites exactes permet d’avancer dans la
démonstration du théoreme principal.

- L’objet du quatrieme chapitre est I’étude de la structure de la cohomologie
de la fibre spéciale;

Dans le cinquieme chapitre, on étudie I'espace des cycles évanescents. Par

des calculs de I'action des opérateurs de Hecke, on obtient une correspon-
dance entre des représentations irréductibles admissibles d’une algebre de
quaternions B(Q))* et les représentations admissibles de GL2(Q),) interve-
nant dans ’espace des cycles évanescents.

- L’objectif du sixieme chapitre est de démontrer I'injectivité de la corres-
pondance établie au chapitre précédent ;

- Enfin, le septiéme chapitre consiste en la démonstration des résultats
précédemment annoncés.



2 Généralités

On rappelle dans ce chapitre quelques généralités sur les notions de
courbe elliptique, de probléme de modules et de courbe modulaire (2.1).
On donne aussi les définitions de formes modulaires (2.2) et d’opérateurs
de Hecke (2.3). Etant donnée une forme modulaire parabolique et propre,
on construit la représentation galoisienne ainsi que la représentation ad-
missible qui lui sont associées (2.4, 2.19). Enfin on donne une classification
de certaines représentations de G, et une classification de représentations
admissibles de GL2(Q,) (2.8, 2.11).

2.1 Courbes elliptiques et courbes modulaires

Une courbe elliptique F sur un schéma S est un S-schéma propre et lisse
de dimension relative 1 a fibres géométriquement connexes de genre 1 muni
d’une section e: S — E du morphisme structural 7: £ — S. On montre
qu’une courbe elliptique E sur S est munie d’une unique structure de schéma
en groupes sur S admettant e comme section unité (voir [KaMa, Chap.2]
par exemple). On note (Ell) la catégorie dont les objets sont les courbes
elliptiques m: E — S et les fleches les diagrammes cartésiens compatibles
aux sections unité :

B, % B
mo ] d 1 m
s s

Si S est un schéma on note (Ellg) la catégorie des courbes elliptiques sur les
S-schémas. Si S est affine, i.e., S = Spec(R), on note souvent (Ellg) pour
(Ellg). On appelle probleme de modules pour les courbes elliptiques tout
foncteur P contravariant de la catégorie des courbes elliptiques (Ell) dans la
catégorie des ensembles. Etant donné E/S un objet de (Ell), un élément de
P(E/S) est appelé structure de niveau P sur E/S. Pour E/S une courbe
elliptique et N un entier, on note E[N] le noyau de la multiplication par N
de E/S dans E/S. Si P € E(S), on note [P] le diviseur de Cartier effectif
de E associé & P ([KaMa, Chap.1]). Voici quelques problemes de modules
classiques ([KaMa, Chap.1&3]) :

1. Une I'(N)-structure sur E/S appelée aussi base de Drinfeld sur E[N]
est la donnée d’un morphisme de groupes ¢: (Z/NZ)? — E[N](S) qui
engendre E[N], ie., E[N] =37, ; [¢(a,b)] (somme sur les a et b dans
Z/NZ) comme diviseur de Cartier effectif de E. Les points P = ¢(1,0)
et @ = ¢(0,1) forment la base de Drinfeld de E/S associée & ¢. Si
N est inversible dans S, cela revient a se donner un isomorphisme
¢: (Z/NZ)% — E[N]. Side plus S est connexe, cela revient & se donner



un isomorphisme de groupes ¢: (Z/NZ)? ~ E[N](S). Le probleme de
modules associé aux I'(IV)-structures est noté [I'(N)].

2. Une T';(N)-structure sur E/S, est la donnée d’un morphisme a de
Z/NZ vers E[N](S) tel que ) [a(a)] est un sous-schéma en groupes
de E. Une telle structure a est déterminée par le point P = «(1). Si N
est inversible sur S, un point P dans E(.S) induit une I'y (V)-structure
si et seulement si, pour tout point géométrique x de S, P(z) est d’ordre
N dans E(x). Le probléme de modules associé aux I'y (IV)-structures
est noté [I'1(N)].
3. Une I'y(IV)-structure sur E/S est la donnée d’une isogénie de degré N
f: E — E'sur S cyclique au sens ol localement f.p.p.f. sur S le noyau
Kerf admet un générateur P. Cela revient & se donner un sous-schéma
fermé en groupes G de E[N] sur S cyclique localement libre de rang
N sur S. Le probleme de modules associé aux I'g(IN)-structures est
noté [Co(V)].
Un probleme de modules P est dit représentable s’il I'est comme fonc-
teur, i.e., s’il existe une courbe elliptique universelle munie d’une struc-
ture de niveau universelle : Enj, 2 M(P) vérifiant pour toute courbe
elliptique E/S, P(E/S) ~ Homy)(E/S, Euiv/M(P)) fonctoriellement.
Si P est représentable, le schéma M (P) représente alors le foncteur de la
catégorie des schémas dans celle des ensembles qui a un schéma S asso-
cie 'ensemble des classes d’isomorphisme de couples (E/S,a) ou E/S est
une courbe elliptique sur S et « une structure de niveau P sur E/S (voir
[KaMa, Chap.4]). Le schéma M (P) est appelé schéma de modules associé au
probléeme de modules P. Seulement, nombres problemes de modules ne sont
pas représentables (considérer I'(1) par exemple). Un probléeme de modules
P est dit relativement représentable si pour toute courbe elliptique E/S,
le foncteur de la catégorie des S-schémas dans les ensembles défini par :
T — P(Er/T) est représentable par un S-schéma noté alors Pg,g. Un tel
probleme de modules est alors dit affine, fini, plat, étale..., si tous les mor-
phismes de schémas Pp,g — S sont affines, finis, plats, étales...([KaMa,
Chap.4] pour plus de détails). Par exemple, les problemes de modules
[C(N)], [T1(N)] et [To(N)] sur (Ellg) sont relativement représentables fi-
nis, étales si N est inversible dans R ([KaMa, Chap.3]). Enfin, un probléme
de modules P est dit rigide si tout couple (E/S,a), ou a € P(E/S),
n’admet pas d’automorphisme non trivial induisant 'identité sur S. Cette
condition est clairement nécessaire a la représentabilité du probleme de
modules P et est suffisante dans le cas ou ce probleme de modules est
relativement représentable et affine ([KaMa, Chap.4]). On obtient alors
aisément que le probleme de modules [I'(N)] sur (Ellg) est représentable
si N > 3 est inversible dans R. Le probléme de modules [T’y (N)] sur (Ellg)



est représentable si N > 4 est inversible dans R. Leur représentant, res-
pectivement, Y(N) = M([I'(N)]) et Y1(N) = M([T'1(N)]) sont alors des
courbes affines lisses sur R. On voit aussi facilement que le probleme de
modules [I'g(V)] n’est jamais représentable (il n’y a pas rigidité : 'auto-
morphisme —1 de E/S agit trivialement sur toute I'g(N)-structure). Pour
pallier & ce probleme, on peut associer a un probleme de modules rela-
tivement représentable affine sur (Ellg) un R-schéma noté M(P) appelé
schéma de modules grossier associé au probleme de modules P. Ce R-schéma
coincide avec le schéma de modules M(P) si le probleme de modules P est
représentable (voir [KaMa, Chap.5]). L’exemple classique de schéma grossier
de modules sur R est la droite des j-invariants M([T'(1)])r = Spec(R][j]).

Pour tout probleme de modules P relativement représentable affine sur
(Ellg), on obtient un morphisme canonique de R-schémas de M(P) dans
Spec(R][j]). Ce morphisme est par ailleurs fini dés que P est fini. Ce mor-
phisme permet avec quelques hypotheses de plus sur R et P de compacti-
fier le R-schéma M(P) sur AL en un R-schéma noté M(P) sur PL. Plus
précisément, on suppose P relativement représentable fini sur (Ellg) et nor-
mal au voisinage de I'infini. On étend alors le A}-schéma M(P) en un P}-
schéma M(P) en normalisant au voisinage de I'infini. On appelle schéma des
cusps ou pointes noté Cusps(P) le R-schéma fini réduit (M(P) — M(P))red
([KaMa, Chap.8.6]). On peut interpréter modulairement ces pointes en
terme de courbes elliptiques généralisées ([DeRa, Part.II]).

Il faut noter que si on travaille sur le corps des nombres complexes
C, on retrouve les définitions plus originelles de certaines courbes modu-
laires ([Ko, Chap.3]). Par exemple, notons H le demi-plan de Poincaré,
i.e., I'ensemble {z € C tels que Im(z) > 0}. Le groupe modulaire SLy(Z)
agit naturellement sur H; un élément v = (2 %) € SLy(Z) agissant par :
z +— vz = (az + b)/(cz + d). Pour N un entier supérieur a 1, on définit le
sous-groupe de congruence I'g(N) de SLy(Z) comme ensemble des éléments
v = (2%) avec ¢ = 0 (mod N). On a alors M([To(N)])(C) =~ T'o(N)\H,
et de méme les compactifications sont en bijection. En fait si on re-
garde la structure analytique complexe de Xo(IV)(C), notée Xo(IN)*", on a

Xo(N)™ = To(N)\H.

2.2 Formes modulaires

Soient R un anneau, k et N deux entiers tels que k > 2 et N > 5 inver-
sible dans R. On note Y;(N) la courbe modulaire M([I'; (V)] sur Spec(R)
et X; (V) sa compactification. On appelle j le morphisme naturel de Y; (IV)
dans X;(N). On dispose sur Y;(N) d’une courbe elliptique universelle E
muni d’une I'y (N)-structure universelle a.. Sur Y;(NV), on considere le fais-



ceau inversible w = e*Q]la JYA(N) i.e., le faisceau des différentielles de E sur
Y1(N) invariante par translation. On étend alors le faisceau w a X;(N)
([KaMa, Chap.10.13]). Le R-module des formes modulaires sur R de niveau
N et de poids k noté M(N, k) g est par définition H(X;(N),w®*). On peut
alors voir une telle forme modulaire comme une loi qui associe a chaque
couple (E/S/R, o)) d'une courbe elliptique muni d’une I'; (N)-structure sur
un R-schéma une section globale du faisceau inversible g%]/“ g de fagon com-
patible au changement de base, et dont les g-développements sont entiers
([Ka2, Chap.1]). Pour N quelconque, i.e., dans les cas N < 5, inversible dans
R, on travaille sur des courbes modulaires M(I'1(N),T'(M)) sur R[1/M]
avec M > 2, on considere les modules des sections globales invariantes sous
GLy(Z/M7Z) du faisceau w, puis on recolle.

On définit aussi le R-module des formes modulaires paraboliques ou cus-
pidales de niveau N et de poids k noté M°(V, k)r comme I’ensemble des
sections globales sur X;(N) du faisceau w®*(—Cusps). Via I'isomorphisme
classique w®? ~ le(N)(Cusps) ([KaMa, Chap.10,13], [Ka2, Chap.1]), on
obtient en poids deux un isomorphisme canonique entre MY(N,2)r et
HO(X1(N),Qx,(w))-

Le groupe (Z/NZ)* agit naturellement sur [['1(N)] : a dans (Z/NZ)*
agit en envoyant (E/S,a) sur (E/S,aca). Cette action induit une action
de (Z/NZ)* sur X1(N) puis sur M(N, k)g que l'on note (a)*. Soit € un
caractere de (Z/NZ)* & valeurs dans R*. Une forme modulaire sur R de
niveau N et de poids k est dite de caractere € si on a (a)*.f = e(a)f pour
tout a dans (Z/NZ)*. On note M(N, k, €) g 'ensemble de ces formes.

Si on travaille sur C, on retrouve les notions de formes modulaires
plus concrétes et classiques sur I'o(N)\H et I'; (N)\H ([Ko, Chap.3]). No-
tons que si R est une Z[(y]-algébre, on définit un analogue de la notion
développement en série aux pointes de la situation sur C. Il consiste a
évaluer f € M(N, k) g sur les courbes elliptiques de Tate munies des I'y (NV)-
structures. On obtient alors ce que ’on appelle les g-développements de f qui
appartiennent & R[[g]]. Si les termes constants de tous les g-développements
de f sont nuls, on dit que f est une forme parabolique ([DeRa, VIL.3],[Ka2,
Chap.1]).

Supposons que R soit un corps K. On définit sur I'espace des formes
modulaires de poids k et de niveau N sur K, une famille d’opérateurs ap-
pelés opérateurs de Hecke. Plus précisément pour tout [ > 1 entier, on
définit un opérateur, i.e., un endomorphisme de M(N,k)x, noté T;. La
sous-K-algebre de Endg (M°(N, k) ) engendrée par ces opérateurs T} et
les opérateurs (a)* pour a € (Z/NZ)* est appelée algebre de Hecke, et on
la note T. Elle est commutative de dimension finie en tant que K-espace
vectoriel. Une référence classique pour la construction de ces opérateurs est
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[Ka2, Chap.1.11]. Si on se place sur Q, I'action de T}* sur f € M(N, k)g est

donnée par la formule classique : T} (f)(E/Q,a) = 1 26 ¢* f(E'/Q, par) ¢

parcourant ’ensemble des isogénies de degré I sur Q de source E: ¢: E — E’
et telles que Ker¢p N Ima = {O}. Si on travaille aux pointes, on retrouve
les formules classiques pour laction de T}* sur les g-développements ([Ka2,
Chap.1.11]). Une forme modulaire f de poids k, de niveau N et de ca-
ractere € est dite propre si elle est simultanément vecteur propre pour tous
les opérateurs 1;*. Une forme modulaire parabolique propre non nulle a un
coefficient a; de son g-développement a 'infini non nul, et s’il vaut 1 on
parle alors de forme propre normalisée. Si M divise strictement N, on asso-
cie & chaque diviseur d de N/M un morphisme naturel de M(M, k) x dans
M(N, k) x provenant du morphisme de X7 (V) dans X;(M) associant & une
classe (E,P) la classe (E/(MdP),dP). Une forme modulaire propre nor-
malisée est une nouvelle forme si elle n’est pas dans le sous espace engendré
par les images de M(M, k) i dans M(N, k) pour tout M divisant strictement
N par les morphismes précédents. Sur C, on a les résultats classiques de la
théorie d’Atkin-Lehner de décomposition des espaces M°(N, k)¢ ([AtLe],
[La], [Dilm, Part.1]).

2.3 Correspondances de Hecke

Soient N un entier, N > 4 et [ un nombre premier. On note S le schéma
affine Spec(Z[1/N]) et Y1(N) la courbe modulaire associée au probléeme
de modules [I';(N)] sur S, et X;1(NN) sa compactification. On considére la
courbe A(N,l) définie comme la courbe modulaire associée au probleme
de modules classifiant les courbes elliptiques E/T'/S munies d’une I'y (N)-
structure a: Z/NZ — E(T) et d’une structure pour Tg(l), f: E — E’ telles
que Im(a) NKer(f) = {Og}. On considére les morphismes suivants :

s A(N,1) o Yi(N)
(E,a,f: E—E') +—— (E, )
t: A(N, 1) — Yi(N)

(E,O[,fZEHE/) — (Elaa/:foa)

Ces deux morphismes sont finis localement libres, et étales sur S[1/I] et
s’étendent naturellement aux compactifications. Ils induisent une corres-
pondance 7T} sur les diviseurs de X;(V), et un endomorphisme 7; sur la
jacobienne J;(N) de X;(N). Par exemple sur un point P = (E,«a) de
Y1(N)(Q), on a T}(P) = t, o s*(P) = > (B = f(E), foa)la somme
s’effectuant sur les [-isogénies de source E. On obtient aussi naturellement
une action T}* sur HO(Xl(N),Qﬁﬁ(N)) par s, ot* ol s, est le morphisme
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trace de :
Sx: HO(Z(NJ%Q}L;(N,I)) - H()(Xl(N)aQ&'l(N))'

Notons que l'isomorphisme M°(N,2) ~ H(X1(N),Qx, (n)) (cf 2.2) est un
isomorphisme compatible aux opérateurs de Hecke ([Gr2, Chap.3], [Ka2,
Chap.I]). Ceci explique le facteur 1/I dans la définition de T}* sur M°(N, 2).

Enfin, si on se place sur C, on note j le morphisme naturel de Y7 (N)
dans X1 (N), et m: E — Y1(N) la courbe elliptique universelle. On considere
sur Y (N) le faisceau Fj, = Sym*?(R!7,Z) et sur X (N) le faisceau j, F.
De facon analogue a la situation précédente on a une structure de module
de Hecke sur les H* (X1 (N), j.Fx) avec i > 0.

On sait construire un morphisme injectif de M°(N, k)¢ identifié au C-
espace vectoriel H (X (N)C7g®k_2®Q§I(N)) dans HY (X (N)c, j«(Fr)®C).
Et on a mieux par Iisomorphisme de Shimura ([Del, §2.10] et [Dilm, 12.2]) :

MO(N, k)e @ MON, Re = H (X, (N)e, o (Fi)e)-

Cet isomorphisme préserve les actions des opérateurs de Hecke.

2.4 Représentation galoisienne associée a une forme
modulaire

Soit IV un entier strictement positif, & > 2 un entier, [ un nombre pre-
mier, € un caractere de Dirichlet modulo N a valeurs dans @* Soit f une
forme modulaire cuspidale, propre pour tous les opérateurs de Hecke T,
de type (N, k,e) a coefficients dans Q. Notons K; I'extension (finie) de Q
engendrée par les valeurs propres a, de f pour les opérateurs de Hecke T,
et les nombres (z), x parcourant (Z/NZ)*. Appelons X une place de Ky
au dessus de [. On sait associer a f une représentation galoisienne continue
ps de Gal(Q/Q) dans GL2(Ky,y), continue pour la topologie galoisienne
sur Gal(Q/Q) et la topologie l-adique sur GLo(Ky). La représentation py
est non ramifiée en dehors de NI. Soit ¢ un nombre premier ne divisant
pas NI, et soit Frob, un Frobenius arithmétique en ¢, i.e., un élément du
groupe de décomposition D, ~ Gal(Q,/Q,) dont I'image dans Gal(F,/F,)
est le Frobenius « — 9. Le polynéme caractéristique de ps(Frob,) est
alors : X2 —a,X +¢(q)g" ! o a, est la valeur propre de f pour I'opérateur
T, (on ne sait pas en poids k > 2 si py(Frob,) est semi-simple). Ce qui
nous intéresse ici est le comportement de la représentation py restreint aux
groupes de décomposition et d’inertie en p divisant N et différent de .

Rappelons rapidement la construction de la représentation py. Comme
on suppose seulement que f est une forme propre (et non nécessairement
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une nouvelle forme) on peut supposer N > 4. Soient Y7 (V) = M(I'1(N))g
et X1(N) = M(T1(N))g sa compactification. On note j le morphisme natu-
rel de Y1(N) dans X1 (N), et m: E — Y7 (V) la courbe elliptique universelle.
On considére sur Y (N)e le faisceau l-adique Fj, = Sym" ?(R'm,Q;) et
sur X1(N)et son image directe j,Fk. On montre que l'action de I'algebre
de Hecke T ®¢ Q; sur H! (X (N)gs j«Fi)" fait de ce Q-espace vectoriel un
T®gQ; module libre de rang 2. En considérant alors le morphisme de T®gQ;
dans Q; induit par le morphisme associé & f de T dans Q; qui a T}, associe la
valeur propre de f correspondante a4, Vy = Hl(Xl(N)@,j*]:k)V ®TweQ Q
est alors un Q-espace vectoriel de dimension deux muni d’une action
continue de Gal(Q/Q) : 0 € Gal(Q/Q) agit sur H'(X1(N)g, j.Fx)" par
((Id x Spec(c=1))*)V. On obtient ainsi la représentation py.

Remarque 2.5. Dans le cas du poids deuz, i.e., k = 2, on peut construire
la représentation p en utilisant les actions naturelles du groupe de Galois
Gal(Q/Q) et de lalgébre de Hecke sur le module de Tate l-adique associé
la jacobienne J1(N)g de X1(N)g. La non ramification de la représentation

py en q ne divisant pas N1 est une conséquence directe de la bonne réduction
de X1(N) en un tel q.

Remarque 2.6. En poids supérieur, on utilise en général la cohomologie
parabolique (i.e., limage de la cohomologie a support compact dans la co-
homologie classique) de Fy, sur Y1(N) dans la construction précédente, i.e.,
H}..("1 (N)g: Fr) au lieu du HY(X, (N)g:3«Fk)- En fait, ces deur modules
sont naturellement isomorphes. Plus précisément, on a le diagramme com-
mutatif suivant :

H.(Y1(N)g, Fx) — H'(Y1(N)g, Fr)
i\ ' fe

HY(X1(N)g, j«F)
avec f1 surjectif provenant de la suite exacte :
0 — jFr — j«Fr — Coker — 0,
et fo injectif provenant de la suite spectrale de Leray pour le morphisme j.

Remarque 2.7. Le déterminant de la représentation py construite ci-
dessus est le caractére de Gal(Q/Q) égal a exF™" par le théoréme de Che-
botareff ([Sel, Chap.1.2.2]).
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2.8 Classification de représentations du
groupe G,

Soient p et [ deux nombres premiers distincts. Soit p une représentation
continue du groupe de Galois G, de dimension 2 sur Q. Alors il existe
une extension finie L de Q; telle que l'image de p soit contenue dans
GLy(L). Pour cela, on utilise 'argument habituel, c’est & dire, que 'image
du groupe d’inertie sauvage, intersecté avec 1+ IMy(Z;), est triviale, et que
le groupe d’inertie modérée ainsi que 7 sont topologiquement engendrés par
un élément.

On considere la condition F'S : Pour tout caractere o de Gy, tel que p®@«
soit non ramifiée, (p ® a)(Frob,) est diagonalisable.

Remarque 2.9. La condition FS est en fait ce qu’on appelle la F-semi-
simplicité. Si p est de la forme py (voir 2.4) alors la condition FS est
connue en poids k = 2 et conjecturée en poids k > 2. Il existe aussi un
procédé fonctoriel de F-semi-simplification des représentations ([De2, §8.],
[Sel, Chap.1.2.3]), dont nous ne nous servirons pas.

Théoréme 2.10. Soient p et | deux nombres premiers distincts. Soit p
une représentation du groupe de Galois G, de dimension 2 sur Q, vérifiant
la condition FS ci-dessus. On a alors trois possibilités distinctes pour la
représentation p :

i) p est décomposable, alors :

(a0
P=\ 0 3
ot o et 3 sont des caracteres de Gy ;
it) p est indécomposable réductible, alors :

axy *
= ()

ot « est un caractere de Gy, et x; est le caractére l-adique cyclotomique

de Gp ;

i11) p est irréductible, alors il y a deux possibilités distinctes :

- p indgi(a) ot K est une extension quadratique de Q, et a un
caractére du groupe de Galois Gx = Gal(Q,/K) vérifiant oo # o
ou o est lélément non trivial de Gal(K/Q,) ;

— dans le cas p = 2, il existe des représentations irréductibles qui ne
sont pas du type précédent, elles sont dites extraordinaires.
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Preuve. Esquissons une preuve de ce théoréme. On note Q" l'exten-
sion maximale non ramifiée de Q,, Q' I'extension maximale modérément
ramifiée de Q,. On considere les groupes de Galois suivants : les groupes
d’inertie I = Gal(Q,/Qy"), d’inertie modérée I™ = Gal(Qy" /QpY) et d’iner-
tie sauvage I° = Gal(@p /Qp). On sait que le groupe d’inertie sauvage I°
est un pro-p-groupe, le groupe d’inertie modérée I™ = h:r:]F} = ilgi n (@p)

est un groupe pro-cyclique, on notera ¢ un générateur topologique de I m,
Enfin le groupe quotient G,/I° est égal au produit semi-direct de I™

Z avec la relation FoF~! = oP ou F est le générateur topologique de Z
correspondant au Frobenius z — 2? sur F,. Pour plus de détails voir [Se2,
Chap.1] ou [De2, §2.].

Tout d’abord, on montre qu’il existe une extension finie K de Q; telle
que, si on note O les entiers de K et k son corps résiduel, la représentation
p soit équivalente & une représentation dont I'image est dans GL2(Of ). Par
suite p(I®) est inclus dans GLy(k) et donc est fini.

Passons a la démonstration du théoreme. Supposons la représentation
p réductible et indécomposable, i.e., p ~ (G 3) ol a et 3 sont deux ca-
racteres de G,,. Quitte a tordre la représentation p par B, on peut supposer
B = Xtriv- Nécessairement pr+ est trivial car autrement le sous-espace des
invariants sous I® serait de dimension 1 et comme il est stable sous G, (I®
est un sous-groupe distingué), la représentation p serait décomposable! La
représentation p se factorise donc a travers le quotient par I®, i.e., le produit
semi-direct de I™ et Z. On doit avoir a(c) = 1 sinon p(o) serait diagona-
lisable et admettrait deux sous-espaces propres distincts, qui seraient G,
stables, et la représentation p serait décomposable! De plus p(o) # Id sinon
par la condition FS la représentation p serait décomposable! On peut donc
supposer p(o) = (31). Posons p(F) = (&}%), la condition FoF~! = oF
impose a = p. Par suite le caractere o est équivalent au caractere cyclo-
tomique l-adique x;. Reste le cas ol la représentation p est irréductible.
Supposons pjs- irréductible, la théorie des représentation nous impose alors
p = 2 ([Se3, Chap.I1.4]). Supposons p # 2. Aussi la restriction de p|;s est
réductible. Supposons-la non isotypique, i.e., pj;s+ = a ® 8 avec a # f3.
Notons H C G, le stabilisateur de o, on a H sous-groupe ouvert normal
d’indice 2 dans G,,. Appelons K l'extension quadratique de @, donnée par
H. On peut écrire pjy = a @ 3, et on a p équivalente a l'induite sur G,
du caractere o sur G . Dans le cas ol la représentation p|;s est isotypique,
i.e., pjr+ = @ @ a, on considere alors I'action de G, /I® sur P'(Q,) qui doit
étre sans point fixe. En étudiant les diverses possibilités de points fixes pour
p(o) et p(F'), on obtient que p(o) doit avoir deux points fixes qui sont per-
mutés par p(F'), ce qui nous ramene au cas précédent. Dans le cas p = 2,
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pour l'existence de représentations non du type précédent, on peut voir les
exercices dyadiques de Weil [We]. O

2.11 Classification des représentations admissibles ir-
réductibles de GLy(Q,)

Une représentation 7 de GL2(Q,) sur V un Q-espace vectoriel est dite
admissible si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
i) le stabilisateur de tout v dans V' est ouvert dans GL2(Q,) ;
ii) la dimension des invariants V¥ de V sous I’action de tout sous groupe
ouvert U de GL2(Q,) est fini.

Remarque 2.12. Si la dimension de V' est finie alors w est une repré-
sentation admissible si et seulement si m est continue pour la topologie
discréte sur V' et p-adique sur GL2(Qy). On montre aussi que dans ce cas la
représentation w se factorise par l'application déterminant, et en particulier
si on suppose T irréductible m est alors de la forme x o det ou x est un
caractere de Qj, a valeurs dans @; continue pour la topologie p-adique sur

Qy, et discrete sur @l*

Remarque 2.13. Si la représentation © est une représentation admis-
sible irréductible de GL2(Qp), lUaction du centre de GL2(Qp) par la
représentation m donne un caractere de Q appelé caractere central de la
représentation .

On suppose désormais V' de dimension infinie. Il existe alors deux types
de représentations irréductibles admissibles de GL2(Q,) : les sous-quotients
d’induites de caractéres du sous-groupe de Borel, dites spéciales et de la
série principale, et les autres représentations, les supercuspidales.
Commencons par les représentations induites. On note B le sous-groupe
de Borel de GL2(Qj) formé des matrices triangulaires supérieures. Soient q
et pp deux caracteres de Q. On considere le Q;-espace vectoriel V (juy, uz)

des fonctions ¢ localement constantes de GL2(Q,) dans Q; vérifiant :

z

¢(( 3 Y )-g) = (2)p2(2)(9)-

L’action naturelle de GL2(Q,) sur V(u1,u2) (par translation & droite)
réalise une représentation admissible de dimension infinie de GL2(Q,) notée
p(p1, p2) qui est en fait la représentation indgLQ(Q”)(ul,ug) induite sur
GL2(Qp) du caractere (uy,p2) sur B associant a I'élément b = (5Y)
Pélément pq(x)p2(z).
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Théoreme 2.14. Soient pu1 et pz deux caracteres de Q.

Supposons le caractére ulugl différent de xuiv et de | |12, Alors la
représentation admissible p(p1, p2) de GLo(Qp)est drréductible , elle est
notée (w1, ua) et est dite de la série principale. De plus, la représentation
(1, p2) est équivalente d la représentation w(uh, ph) si et seulement si
[y = et iy = pig ou py = piol [ et phy =l ;"

Si 1 = po alors la représentation admissible p(p, p2) de GL2(Q)) ad-
met un unique sous-espace stable de dimension 1 (engendré par la fonction
uyodet) et le quotient de p(u1, po) par ce sous espace est une représentation
admissible irréductible de dimension infinie de GL2(Qp) notée Sp(u1, p2)
dite de la série spéciale. On note Sp la représentation Sp(Xtriv, Xtriv) €t on
a alors Sp(p1, o) = 11 ® Sp.

Sipapyt = | 2, on note p = pa| |71 = pal |p. Alors la représentation
admissible de GL2(Qp) p(u1, pt2) admet un unique sous espace stable de co-
dimension 1 qui est une représentation admissible irréductible de dimension
infinie de GL2(Qp) équivalente d la série spéciale i ® Sp.

Preuve. voir [JaLa, Part.1.3] ou [Ge, Chap.3] ou les inductions sont
considérées a coefficients complexes.

Remarque 2.15. Le caractére central des représentations admissibles
irréductibles notées mw(p1, p2) et Sp(u1, u2) est le caractére pips.

Passons aux autres représentations irréductibles a savoir les repré-
sentations supercuspidales. Soit 7 une représentation admissible de dimen-
sion infinie de GL2(Q,) & valeurs dans V. On note V' l'ensemble des
éléments v de V' pour lesquels il existe U un sous groupe ouvert compact
de Q, tel que [, 7((5%)).vdu = 0. La représentation 7 est alors dite super-
cuspidale si V/ = V. On construit de telles représentations par un procédé
di & Weil voir par exemple dans [Ge, Chap.7.A] pour plus de précision.
Ce procédé donne toutes les représentations supercuspidales dans le cas ou
p # 2. Plus précisément on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 2.16. Soient K une extension quadratique de Q, et o un ca-
ractére de K* a valeurs dans @; ne se factorisant par la norme Nk q,. On
peut associer ¢ « une représentation v, (représentation de Weil associée a
a) de GL2(Qp) admissible irréductible et supercuspidale. De plus, en faisant
varier o parmi les caractéres de K* et K parmi les extensions quadratiques
de Qp, on obtient quand p est différent de 2 toutes les représentations admis-
sibles irréductibles supercuspidales de GL2(Q,). Dans le cas p = 2, il existe
des représentations supercuspidales que l’on atteint pas par le procédé de
construction de Weil, elles sont dites extraordinaires (cf. [Ku] par ezemple).
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On peut maintenant énoncer le théoreme classifiant les représentations
admissibles irréductibles de GL2(Q,) pour p premier.

Théoréme 2.17. Soient p un nombre premier et ™ une représentation ad-
missible irréductible de GL2(Q,) a valeurs dans un Q,-espace vectoriel V.
Alors :
- stV est de dimension finie, la représentation 7 est de la forme x odet
ou x est un caractere de Qy ;
- 51V est de dimension infinie alors la représentation w est soit super-
cuspidale soit de la série principale ou spéciale.

Le lemme suivant, que 1’on trouve dans [De4] et qui nous sera utile dans
la section suivante, est la variante en théorie des représentations de la théorie
d’Atkin-Lehner des nouvelles formes. En méme temps, le lemme montre
que du coté des représentations de GLs, le conducteur a une interprétation
simple.

Lemme 2.18 (Deligne). Soit p un nombre premier, et soit V une
représentation admissible irréductible de GL2(Qp) sur un corps de ca-
ractéristique zéro. Pour n dans N, notons K} le sous-groupe de GL2(Q,)
des matrices de la forme (7 Z) avec ¢ =0 [p"] et a —1 = 0 [p"]. Alors il
eziste un entier ¢ > 0, appelé le conducteur de V', tel que pour tout m > 0
on a dim(VKvln) =m—c+1. La multiplicité de la valeur propre 0 de T}, sur
VEn est au moins m —c — 1.

2.19 Représentation admissible de GL;(Q,) associée a
une forme modulaire

Soient p, N et m trois entiers non nuls, p premier ne divisant pas N. On
note Cp, le schéma de modules compactifié M(T'(p™), T1(N))g, - En prenant
pour morphismes de transition si mq > ms les morphismes naturelb de C’m
dans C,,,, on considere C la limite projective sur m des schémas C,, ; C est
un schéma car les morphismes de transitions sont finis donc affines. L’action
a droite du groupe GLo(Z/p™Z) sur chaque schéma C, induit une action a
droite de GL2(Z,) sur C. En fait, on a mieux car on dispose sur le schéma
C d’une action de GL2(Q,). Intuitivement, ceci s’explique en disant que les
correspondances de Hecke induites par des éléments de GL2(Q,) donnent
des isomorphismes apres passage a la limite. Une construction conceptuelle
de cette action, en termes de catégories de courbes elliptiques a isogénie
pres, est donnée dans [DeRa, 3.14].

L’idée de cette construction est qu’il est équivalent de se donner soit une
courbe elliptique E (sur un corps algébriquement clos k de caractéristique
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différente de p, disons), soit une courbe elliptique F “a isogénie prés” muni
d’un Z,-réseau L dans V,(E) = Q@ T,(E) (avec T,(E) la limite projective
des E[p"](k)). La catégorie des courbes elliptiques & isogénie pres sur k
est obtenue en prenant comme objets les courbes elliptiques sur k, et en
remplacant les Hom(E;, F3) par Q ® Hom(E;, F3). On montre alors que
le foncteur E — (E,T,(E)) est une équivalence. Se donner une courbe
elliptique avec une trivialisation de toute la p-puissance torsion équivaut
alors & se donner une courbe elliptique a isogénie pres E, muni d’un réseau
L et d’un isomorphisme ¢: Qf) — V,(E). De ce point de vue, 'action (&
droite) de GL2(Q,) est évidente :

(E7L7¢)g: (E,L,¢Og)

Retraduisons cette action en termes de courbes elliptiques, pour g dans
GL2(Q,) tel que g_lZIQJ - ZZZ,. Soit E une courbe elliptique (sur &, toujours)
et soit ¢: Zg — T,(E) un isomorphisme. Nous avons alors un diagramme
commutatif, ou les fleches verticales sont des isomorphismes induits par g
et ¢ :

0 — ¢g'Z; - Q@ — Q/¢'Z; — 0

! ! !
0 - B - @ - @B -0
! ! !

0 — T(BE) — V(E) — EP>] — 0

Soit alors G I'image de Z2 /g~ 'Z2 dans E[p*], via g et ¢, et soit f: E — E’
le quotient par G. Alors f induit une injection T),(E) — T,,(E’) qui, via ¢og,
correspond a l'injection g_lZi C Zf,. On conclut que g envoie la classe
d’isomorphisme de (E, ¢) & celle de (E’, ¢ o g).

__ Pour nos calculs, nous en donnons la description suivante. Le schéma
C classifie les classes de courbes elliptiques F munies d’une trivialisa-
tion de toute la p-puissance torsion et d'un point d’ordre N, ou plus
précisément d’un systéme compatible ¢; de pi-bases (P;, Q;) de E[p‘] pour
i parcourant N* et d’un point d’ordre N. Soit g dans GL2(Q,) vérifiant
g.ZZQ, D Zi, autrement dit g=' € Ma(Z,) N GL3(Q,). On fait agir g sur
C de la facon suivante. On note v, la valuation p-adique sur le corps Q,,
et on pose m = wv,(det(g~')). Soit n un entier, n > m. Donnons-nous
maintenant un élément de C,,(T) : une classe E/T de courbe elliptique
sur un schéma T sur Spec(Q;), munie d’une I'(p")-structure ¢ et d’une
Ty (N)-structure P. Considérons le sous-groupe G de E[p"] engendré par
d(p™g((p"~™Z/p"7Z)?)). On se donne alors une isogénie 7, de noyau G de
E dans E'. Le triplet (E’, ¢, m4(P)) nous donne un élément de C,,_,(T')
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oll ¢’ est donnée par le diagramme commutatif suivant :

@/prz? B
lpr / lﬂg
Z/pmz): L B

Ceci nous permet de définir une action & droite m de GL2(Q,) sur le schéma
C. Explicitons quelques actions : I’élément g = (pgl p?l) donne m = 2,
p’g = (82) d’ott G = Elp], aussi E' = E et 7, est la multiplication par
p. Autre exemple, en termes de base (P, Q,)nen de la p-puissance torsion
, I'élément g = (pgltl)) donne m = 1, pg = ((1)2), dot E' = E/(Py),
P! = 74(Pit1), Q) = my(Q;) pour i € N*. R

Considérons maintenant un objet universel (E, ¢, P) sur C. On munit le
couple (a,E) d’une “action par isogénies” du groupe GL2(Q,), g agissant
par (7(g), 7). Notons pour k entier, k > 2, Hy le Q,-espace vectoriel limite
inductive sur m des Q-espaces vectoriels H(C,,,w®*(—cusps)). On a en
fait Hy = H0(57w§f)?(—cusps)). Le Qj-espace vectoriel Hy est alors muni
d’une action a gau_clhe de GLQA(QP) :si f € Hy, ona g.f = m;(m(g9)*(f))-
L’action de g = (¥ p?l) sur Hy, se fait alors d’apres les calculs précédents
par p*(p)*. Les actions des opérateurs de Hecke T}, avec n premier & p sur les

HO(C,,, w®*(—cusps)) sont compatibles pour m variable, et définissent donc
des opérateurs T, sur Hy. Ces opérateurs commutent & ’action de GL2(Q)).

Proposition 2.20. La représentation Hy, de GL2(Q,) est semi-simple. Les

sous-espaces propres communs non nuls de Hy pour les T, avec n premier
a p sont irréductibles en tant que représentations de GL2(Q)).

Preuve. Le premier énoncé est une conséquence directe du fait que sur
C le produit scalaire de Petersson (voir [Dilm]) est invariant pour 'action
de GL2(Qy).

Montrons le deuxieme énoncé. Soit V' un sous-espace propre commun non
nul des T,, avec n premier & p. Alors V est somme directe de sous-espaces V;,
irréductibles pour GL2(Q,). Il nous faut montrer qu’il y a exactement un V;.
Comme V est non nul, il y en a au moins un. Montrons qu’il y en a au plus
un. Pour tout V;, et pour tout m assez grand (plus grand que le conducteur
de V; plus un), il y a d’apres le Lemme 2.18 un f; non nul dans V; qui est
invariant pour le sous-groupe K} de GL2(Q,) et tel que T, f; = 0. Mais
dans tout H(C,,, w®*(—cusps)) les espaces propres communs pour tous les
opérateurs de Hecke sont de dimension au plus un. O
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Soit maintenant f une forme modulaire parabolique de type (p" N, k,¢),
propre pour tous les opérateurs de Hecke, et avec p" N > 4. On considere
alors le sous-Q;-espace vectoriel Wy de Hy, engendré par les g.pr* f quand g
parcourt GL2(Q,). On obtient ainsi une représentation 7y, de GL2(Q)).

Proposition 2.21. La représentation ms, construite ci-dessus est une
représentation irréductible admissible de GL2(Qp). Son caractére central
est le caractére €| \’;

Preuve. L’admissibilité de m; vient de la construction. L’irréductibilité
résulte de la Proposition précédente. Les calculs précédents donnant I’action
du centre de GL2(Q),) sur Hy nous donne pour centre de la représentation
¢ le caractere | [F. O

Remarque 2.22. La construction précédente peut se faire en tout q pre-
mier, en considérant si q ne divise pas le niveau p™ N de la forme considérée,
le systéme de courbes modulaires M(T'(¢"),T1(p"N)). On associe ainsi @
la forme modulaire f une représentation s 4 admissible irréductible de
GL2(Qq). Remarquons que pour q ne divisant pas le niveau de f cette
représentation T o est non ramifiée, au sens ou elle admet un invariant non
nul sous GL2(Z,). En conséquence elle est équivalente a une représentation
de la forme ind(«, B) avec a et B deux caractéres non ramifiés dont les va-
leurs en q sont déterminées par la valeur propre aq de la forme f, la valeur
e(q) et par le poids k de f ([Dilm, §11.2]). Si A est l"anneau des adéles
finies sur Q, on obtient ainsi une représentation admissible irréductible s
de GL2 (Af)
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3 Suites exactes des cycles évanescents

On donne dans ce chapitre la description d’'un modele régulier sur
Spec(Z[1/N,(pn]) de la courbe modulaire M(T'(p™),T1(N))g, et de di-
verses actions de groupes sur ce modele (3.1). Ensuite, on rappelle le for-
malisme des cycles évanescents, et la construction de la suite exacte des
cycles évanescents (3.5). Puis, on applique ces résultats au modele construit
précédemment (3.5). On explique en quoi I'utilisation de ces suites exactes
et leur étude permettra d’avancer dans la démonstration du théoréme prin-
cipal (3.10). Enfin, on montre que les invariants sous les groupes d’inertie
se trouvent dans la cohomologie de la fibre spéciale (3.4).

3.1 La courbe modulaire M(I'(p"),I';(N))

Soient p un nombre premier, N et n deux entiers. On suppose que N > 4
et p ne divise pas N. On considére sur le schéma S = Spec(Z[1/N]), la
courbe modulaire C° = M(T'(p"),T'1(IV)) et sa compactification C égale &
M(T(p"),T1(N)), i.e., le schéma de modules compactifié sur S associé au
probléme de modules qui & E/T/S une courbe elliptique associe I’ensemble
des couples (¢, ) ou ¢ est une I'(p™)-structure et o une I'y (IV)-structure
sur E/T. Si on note (,» une racine primitive p”-éme de l'unité, le mor-
phisme structural ¢ — S se factorise par S[(,n] = Spec(Z[1/N][(pn]).
En effet, pour toute courbe elliptique E/T/S on dispose de l'accouple-
ment de Weil epn : E]p"| xp E[p"] — ppnr ([KaMa, Ch.2]). On ob-
tient la factorisation en associant & (E/T,¢,a) dans C°(T) I'élément
ep(6(1,0),6(0,1)) de S[¢pn](T), que l'on étend par normalisation & la com-
pactification C' de C°. Cela permet de définir de nouveaux problemes et
schémas de modules : ce sont pour a € (Z/p"Z)*, les problemes de mo-
dules sur S[C,n] notés [['(p™)%" ~2"]. Une structure de niveau [I'(p™ ) ~20]
sur E/T/S[(pn] est la donnée d’'une I'(p™)-structure ¢ sur E/T vérifiant
epn (9(1,0), 6(0,1)) égal (5 ([KaMa, Ch.9]). Pour a € (Z/p"Z)*, on note Y,
le schéma de modules M(T'(p™)%" ~* T'|(N)) et X¢ sa compactification.
Ces schémas sont réguliers ([KaMa, Ch.9]). On pose Y, = [ ¢ (z/pnz)- Yot
et X, = HaG(Z/p"Z)* X4, Ces schémas sont réguliers et on définit un mor-
phisme du schéma X,, dans le schéma C x g S[(,~] en associant & I’élément
(E/T/S[Cpn], ¢, ) élément ((E/T, ¢, ), epn(9(1,0),¢(0,1))). Cela donne

une identification de X,, & la normalisation Cy, xgS[(n] de C' xg S[(pn].

Remarque 3.2. Le schéma construit ci-dessus X,, = HaE(Z/p"Z)* X5 est
tout simplement un modéle régulier de Cq sur S[(pyn]. C’est le modéle obtenu

en normalisant la droite j, c’est a dire Pk, dans le corps de fonctions de
C Xg S[Cpn]
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On dispose sur X,, d’une action a droite de GLy(Z/p"Z) induite par I’ac-
tion suivante : g € GLo(Z/p"Z) agit sur Y,, par : (E,¢,a).g = (E,¢og,aq).
L’accouplement de Weil étant bilinéaire alterné, on a :

epn (60 (1,0),609(0,1)) = e ((1,0), (0, 1))

Aussi si ¢ est une [[(p”)%" ~“"]-structure sur E, ¢ o g est alors une
[T(p™)Som xdet9)=ean]_gtructure sur E.

On dispose aussi sur X,, de correspondances de Hecke. Soit ¢ entier
premier distinct de p. Si ¢ ne divise pas N, on appelle Y (N, q) le schéma
]_[aM(F(p")cg"_ca“,Fl(N),FO(q)), et si ¢ divise N, Y(N,q) est le sous-
probleme de modules de [[, M(T'(p")%" = T'1(N),To(¢)) classifiant les
structures de niveau (¢, «, f) vérifiant Kerf N Ima = 0. On considere les
morphismes suivants :

s:Y(N,q) — Y
(E,¢,a,f:E—>E’) - (E7¢7a)
t:Y(N,q) — Y

(B, ¢,a,f: E—E') — (E'fo¢, foa)

On peut noter que f o ¢ est une [F(p”)gg’fLcan}—structure sur E’. Cela

provient de :

epn (f o d(1,0), fod(0,1)) = epn(ffofe(1,0),0(0,1))
= n<deg< )o(1,0), $(0,1))
o (6(1,0), (0, 1))(de &)

Puis on prolonge ces fleches sans probleme aux compactifications qui sont
construite par normalisation. Maintenant, on considere pour a € (Z/p"Z)*,
pour k entier, k > 2, et pour [ premier différent de p, sur chaque Y;'; le
faisceau F; = Sym*2(R'7¢Q,;) ot 7* est le morphisme structural de la
courbe elliptique universelle E® sur Y,¢. On obtient alors sur Y,, le faisceau
Fi, somme des faisceaux Fi ;- Notons j le morphisme de compactification
de Y,, dans X,,. De fagon analogue a 2.3 via s, o t* on obtient un endomor-
phisme noté 77 sur les groupes de cohomologie [-adique H"(Xn@, JsFk1)
pour ¢ > 0. On remarque que action des éléments de GLo(Z/p"Z) res-
pectent la structure de T-module (voir 2.2).

Le groupe de Galois de S[(,»]| sur S agit naturellement sur X, par
construction. Un élément de Gal(S[(n]/S) = Gal(Q({pn)/Q) = (Z/p"Z)*
permute les composantes X2 de X,, : b € (Z/p"7Z)* envoit la composante

X sur la composante X,‘:bil. Notons aussi que les groupes de cohomolo-
gie l-adique de X, 5 a valeurs dans les faisceaux j.Fj, sont naturellement
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munis d’une action de Gal(Q/Q) et que cette action commute & I’action de
GL2(Z/p"7Z) et respecte la structure de T-module.

Remarque 3.3. En pratique, on travaillera plutét sur T,, = Spec(W[(yn])
et non sur S = SpecZ[1/N, (yn] ot W = Zj" est l’'extension mazimal non
ramifié de Z,. Tous les résultats et les descriptions de ce paragraphe restent
justes en remplacant S par W. La formation du morphisme trace d’un mor-
phisme fini et plat est compatible au changement de base ([Gr, SGA 4]); les
schémas Y,*Y,, et X,, restent réguliers sur W ([KaMa, Ch.8, Ch.9]).

Remarque 3.4. Le schéma X, 1, est régulier sur T,. Son lieu de non
lissité est I’ensemble des points supersinguliers en caractéristique p. Le fais-
ceau jFi, est lisse de rang [4+1 sur X,, —Cusps, et sa restriction auz cusps
est lisse de rang 1. Enfin j.Fi,; est modérément ramifié le long du diviseur
Cusps ([KaMa, Ch.5, Ch.9, Ch.14.4]).

3.5 La suite exacte des cycles évanescents

Soit S un anneau strictement local, i.e., un anneau local hensélien a
corps résiduel séparablement clos, de caractéristique 0 et de caractéristique
résiduelle p premier. On appelle 7 le point générique de Spec(S), 7 un point
géométrique générique et s son point fermé. On se donne X un S-schéma
de type fini, on note f le morphisme structural de X dans S. On considere
sur Xei, F un Z; (ou un Q) faisceau avec ! différent de p. L’objet des
cycles évanescents est la comparaison des cohomologies de F sur la fibre
spéciale X et la fibre générique géométrique X5. Un résultat classique est
par exemple que si f est propre, lisse et F est lisse alors ces cohomologies
sont canoniquement isomorphes ([Gr, SGA 4, Exp. XVI]). La situation est

la suivante :

X, - x < x;
!
S

1 |
Les cycles évanescents sur X, sont les faisceaux ¢? = i*R%j, F; pour ¢ > 0.

On sait que si f est propre alors H'(X, R}, F5) £ HY (X, i*R9j.F;) ([Gr,

SGA 4, Exp. XII]) et la suite spectrale de Leray pour j :
B =HP (X, R7j.Fy) = HIT(Xy, F)
devient alors :

HP(X,,¢7) = HPY(X;, Fy) (1)
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Le groupe de Galois Gal(7/n) agit sur les 7 et la suite spectrale 1 est
équivariante pour cette action.

On interpréte les faisceaux 9? comme suit ([Gr, SGA 42]) : soit Z un
point géométrique de X, on note X7 le schéma Spec(Oé@fi‘) (h.s. pour
hensélisé strict). Sa fibre générique géométrique X}; est appelée variété des
cycles évanescents. On a ¢ = H¢ (X',:f, F) avec un léger abus de notation : ce
n’est pas F mais ((7%)*F); = (77)*(F5) o 7 est le morphisme canonique
de Spec(Oé‘gfi’) dans X, et 7} sa fibre sur 7. Maintenant, si z est sur le
lieu lisse de (f, F), i.e., les points au voisinages desquels f et F sont lisses
alors, par acyclicité locale des morphismes lisses, on a ¥Z = 0 pour i > 0 et
Y ~ F; par le morphisme canonique i*F — ¢° = i*j,5*F ([Gr, SGA 4,
Exp. XV, 7.1]).

Théoréme 3.6. Soient n € N, k et N deux entiers k> 2 et N >4, p etl
deuz nombres premiers distincts. On note W = Zy" et T,, = Spec(W[(pn]).
On a T, ={s,n} ot n est le point générique de T,,. Pour a € (Z/p"Z)*, on
considére le schéma de modules sur T,, V¢ = M(T(p™)%" ~¢" T'1(N)),
et sa compactification X2. Soient Yy, le schéma HaE(Z/p"Z)* Yo, X, le
schéma HaE(Z/p”Z)* X7, et j le morphisme de compactification de Y,, dans
X,. On considére sur X, oy le Q-faisceau Fy, = j.Fiy (cf 3.1). On note
X35 Uensemble des points supersinguliers de Xn(Fp) et pour x € X,
wz,n = %15 = Hl(X'rzz,ﬁ’Fk)'

On dispose d’une suite exacte de Q;-espaces wectoriels équivariante
pour Vaction de G, x GLo(Z/p"Z) x T appelée suite exacte des cycles
évanescents :

0 — Hl(Xn,sufk,S) — H! (Xn,ﬁvfk,ﬁ) - ®I€XS'S‘ "/}x,n
— H*(X,s. Frs) — H*(Xng Frg) — 0

Preuve. Les notations sont celles du début du paragraphe. Par des
arguments dimensionnels on a ¢¥* = 0 pour ¢ > 1. La suite spectrale (1)
donne alors la suite exacte :

0 — HY(X,¢") — H'(XnpFrg) — H(Xns9!)
— H*(X,.¢%) — B (X, Fri) — 0

Aux points fermés Z de la fibre spéciale X,, s qui sont lisses pour (f, Fx),
on a bien ¢2 ~ Fy ; et 91 = 0. Il reste donc & traiter les points non lisses

de (f,Fg), i.e., les points supersinguliers de X,,(F,) et les pointes (3.4).

Soit Z un point supersingulier. Plagons nous sur XZ. Le faisceau Fj, est
alors constant. Pour avoir Fr; et 1Y égaux il suffit d’avoir X2 7 connexe.

Or X,, est normal, donc en particulier X7 est intégre, et normal (méme
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régulier), de fibre spéciale réduite. Supposons que X’Sﬁ ne soit pas integre.
Le morphisme Xﬁ,n — 7 se factorise alors par une extension finie non triviale
1’ — n, donc ramifiée. Comme XZ est normal, le morphisme se factorise par
la normalisation T, — T,, de T, dans 7, ce qui contredit que la fibre spéciale
de X7 soit réduite. Donc X’ff,ﬁ est bien integre.

La restriction de Fj, au schéma des pointes D, qui est fini et étale sur
T,, est lisse (de rang 1) et modérément ramifié (non ramifié si k& = 2).
En utilisant les résultats de [Gr, SGA 7, Exp. XIII, §2] on a lisomor-
phisme 2 ~ Fj z et ¢1 = 0. Finalement, on obtient ¢° ~ Fj ; et 3!
a support dans X5° ([KaMa, 14.2]). La suite exacte est naturellement
Gal(77/n)-équivariante, et cette action s'étend naturellement en une action
équivariante de G, car la situation présente provient par changement de
base et normalisation d’une situation sur Q,,. La suite est aussi équivariante
pour les actions de T et de GLy(Z/p"Z). On sait que les actions de T et
GL2(Z/p"7Z) commutent. L’action de Gal(7j/n) commute avec celles de T
et GL2(Z/p"Z) car ces deux dernieres sont définies sur 7 et proviennent de
correspondances définies sur Q. Cela donne le résultat. O

Remarque 3.7. L’action du groupe de Galois Gal(7j/n) étant naturellement
triviale sur les groupes de cohomologie du couple (X, s, Fr,s) , Uaction de
Uinertie en p, 1,, se fait sur ces groupes par l'action du quotient I,/ Gal(7j/n)
i.e., Gal(Qp'(Gpn)/QpY) =~ (Z/p"Z)* ; action décrite précédemment (cf. fin
3.1).

Corollaire 3.8. Les notations sont celles du théoréme 3.6. Supposons k > 2
alors la suite des cycles évanescents devient :

0 = H(XuwFio) = H(XogFig) = @uexgeton — 0
Supposons k = 2 alors la suite exacte des cycles évanescents devient :
0 - H'(Xn:,Q) — H'(X,3Q) — DPocxse Yo —
., 8- * ©,0-) — 0
ot a parcourt (Z/p"Z)* et b parcourt PY(Z/p"Z). On notera G', = kerd,.

Preuve. Supposons k > 2. Les résultats de [KaMa, Ch.14.3.4] donnent
immédiatement H?(X? ., Fj 7) = 0 et par suite H?(X,, 7, Fr7) = 0. Sur la

n,mn’
fibre spéciale, on a un isomorphisme :

H2(XO ,, Frs) ~ H2 (X2, Frs) =0

n,s’

olt X,, est la normalisation de X,,. Par suite H2 (Xn,s, Fr,s) = 0.
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i ct
un isomorphisme entre H*(X,, 7, Fy 7) et Docz/przy- Qu(—1). Sur la fibre
spéciale, on a un isomorphisme :

Supposons k = 2; on a H?(X2 ., Fr 7) ~ Q;(—1) et par suite on aura

H2(X3,37’Fk75) = H2(X71175af;,s)

et HQ()/(};,.TLS) = @comp.irred.@l(*l)- Les composantes irréductibles de
X¢ sont indexées par P1(Z/p"Z) comme on le verra plus loin (cf 4.1).
Aussi: H2( X, 5, Frs) = @a,b@l(*l) ou a parcourt (Z/p"Z)* et b parcourt
PY(Z/p"Z). O

Remarque 3.9. Dans le cas k = 2; laction de l'opérateur T; pour q ne
divisant pas pN sur H°(Y,,,Q,) est simplement la multiplication par q + 1
fois la matrice de permutation donnant l'action sur les racines de ['unité
d’ordre p". Par suite Ty agit de la méme fagon sur les HY (X, 5, Fr,s) €t sur
les H' (X, 5, Fn,5) pour i =0,2.

3.10 Le probleme

Soient n et m deux entiers, n > m. On dispose d’'un morphisme fini
canonique de X,, dans X,, pour n > m. On appelle X le schéma sur W o]
limite projective sur n des schémas X,,. On pose : H. = Hl(Xnﬁ,]:k,ﬁ),
H,, , = H' (X, s, Fr,s). On dispose de l'injection canonique de H, , dans

n,s

H,,, et on pose H), , = ®2¢,,n. En poids deux, on pose G), = Ker¢, (cf
3.2.3). On considere les limites inductives sur n suivantes :

H' = limHY(X, 7 Frs) = limH}

HU =l H(Xa. Fiy) = lm D,

H! = lim@pexso tpp = limHL,

@ = lim &, o

Ces groupes sont munis d’une action admissible de GL2(Qp). Il suffit de
remarquer que 'on a X =limX k_ou K parcourt les sous groupes compacts
ouverts K de GLy(Q,) et X = X /K. Notons 7 le morphisme de X sur
Xo = X1(N) et Fxg = w3 F, puis 7 le morphisme de X vers X = X1(N)
et F = 7*F. Le couple ()/(\’,ﬁ) est muni de fagon analogue a 2.19 d’une
action du groupe GL2(Q,). On en déduit une action de GL2(Qp) sur la
limite inductive sur les sous groupes ouverts compacts K de GL2(Q,) des
H'((X k)7, (FK)7). En remarquant alors que les sous groupes compacts ou-
verts de la forme K, = {g € GL2(Q)) tels que g = Id mod p"} forment

27



un systeme cofinal pour cette limite et que X,, = )?/Kn, on a bien une ac-
tion de GL2(Q,) sur H!. De méme, on a une action admissible de GL2(Q,)
sur H! et H.. Ces Q-espaces vectoriels sont aussi munis d’une action de
Palgebre de Hecke T (qui ici est définie comme Dalgebre de polynémes sur
Q; en des variables Ty, ¢ # p, et {(a), a dans (Z/NZ)*) et du groupe de
Galois G,. Ces trois actions commutent entre elles. La section précédente
nous donne :

Corollaire 3.11. Avec les notations ci-dessus, on dispose de la suite exacte
des cycles évanescents suivante en poids k > 2 :

0 — H! — H' — H. — 0
En poids deuzx, on a la suite des cycles évanescents suivante :
0 — H — H — H — & — 0
Cette suite est G, x GLa(Q,) x T-équivariante.

Soient p un nombre premier, ! un nombre premier distinct de p, N un
entier non divisible par p. On se donne £ un caractere de (Z/p"NZ)* a
valeurs dans Q. Soit f une nouvelle forme parabolique propre de type
(p"N, k,€) & coefficients dans Q;. On a associé & la forme modulaire f une
représentation galoisienne irréductible de dimension deux notée py (2.4),
et une représentation admissible irréductible de GL2(Q,) notée m¢ , (2.19),
toutes deux & valeurs dans des Q;-espaces vectoriels. On connait, & semi-
simplification pres, la restriction de la représentation p; aux sous groupes
de décomposition D, = Gal(Q,/Q,) de Gal(Q/Q) en g premier ne divisant
pas pNI. On cherche ici & comprendre la restriction de la représentation py
au groupe de décomposition en p que I'on notera py,. Plus précisément,
on veut montrer que la représentation 7y, détermine la représentation py
(supposée F-semi simple ou si on préfere F-semi simplifiée) ; détermination
en termes des classifications de telles représentations données au premier
chapitre pour le cas p # 2 (2.11, 2.8). La représentation p}/,p ® msp de
GL3(Q,) x G, se retrouve naturellement dans le Q;-espace vectoriel H*. Ex-
plicitons ce fait. Considérons le sous-module de H! ol 'action des opérateurs
de Hecke se fait par les valeurs propres de f, i.e., le Q-espace vectoriel
H'[m¢] ol my est le noyau du morphisme de T dans Q; donné par les va-
leurs propres de la forme modulaire f. On a H'[my] ~ 7f,.| [, @ p} . En
effet, 'isomorphisme d’Eichler-Shimura, induit, en travaillant sur C, un iso-
morphisme entre H(C,,, w*(—cusps)) ® HO(C,,, w* (—cusps)) et H(Cy,, Fr).
En passant a la limite inductive sur n, on obtient un isomorphisme entre

Hy, @ Hy, et H. La construction de 7 p (Proposition 2.21) implique que
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GL2(Qp) opere sur H'[my] via (msp.| |1 @ 7pp.| |,1) (la torsion par | |5
provient du fait que I'isomorphisme d’Eichler-Shimura s’obtient via ’iden-
tification du faisceau w”(—cusps) au faisceau Q' ® w*~2 et que l'on ait
construit 7y, avec les sections globales de w”(—cusps).) On voit donc que
GL2(Qp) x Gp, opere sur H'[my] via 77, |1 ® p avec p de dimension
deux. En prenant les invariants sous le sous-groupe K} de GL2(Q,) et en
regardant la construction de py dans la Section 2.4, on voit que p = pym.

3.12 Les invariants sous ’action du groupe d’inertie

Remettons-nous dans la situation du Théoréeme 3.6. On a donc des en-
tiersn > 0, k > 2, N > 5 et deux nombres premiers p et [ distincts. On note
S = Spec(Zy"[Cpn]), n le point générique de S et s le point fermé. On note Y’
la réunion disjointe des M(I'(p")%" =" T'1(N)) (a parcourant (Z/p"Z)*),
j:Y — X la compactification, et F le faisceau sur X construit comme dans
la section 3.1. On considere alors la suite exacte :

0 — HY(X,,F) — HY(X;,F) — H!

Proposition 3.13. L’injection canonique ci-dessus de H'(X,, F) dans
HY (X5, F) induit un isomorphisme entre H* (X, F) et le sous-groupe des
invariants sous Uinertie H' (X5, F)9, ot l'on note G = Gal(7j/n).

Preuve. Supposons d’abord que k = 2. Alors F est un faisceau constant,
et on est amené a démontrer que pour m premier a p, le conoyau de :

0— Hl(Xsyﬂm> - Hl(XﬁnU/m)G

est d’ordre borné indépendamment de m. Soit J le modele de Néron de la
jacobienne Picg(T7 /m de X5 Comme X est régulier, la composante connexe

(fibre par fibre) J de J est égale & Pic%/g (voir par exemple [BLR, Ch. 9]).
La suite exacte de Kummer donne alors :

H' (X, pim) = Pic(X,)[m] = Pick_,(s)[m] = J°(s)[m] = J°(S)[m],
et :
H' (X, 1) = Pic(Xp)[m]® = J(7)[m]“ = J(n)[m] = J(S)[m].

Il en résulte que l'ordre de H (X, ptm) /H' (X, ftn) est borné par I'ordre du

groupe de composantes connexes .J;/J?, donc indépendamment de m.
Supposons maintenant que k est au moins 3. Pour m premier a p,

notons JF,, la version de F avec des coefficients modulo m, c’est a dire,
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Fpm = j«Sym* 2(R'71,Z/mZ), ot 7 est le morphisme structural de la courbe
elliptique universelle sur Y. Nous allons montrer que les ordres des noyaux
et conoyaux des morphismes :

Hl(XsaT’m) — Hl(Xﬁ7]:m)G

sont bornés indépendamment de m. Soit donc m premier a p. Comme
f: X — S est propre, les morphismes H (X, F,,,) — HY(X,, F,,) sont tous
des isomorphismes (voir [Gr, 4.5, p. 39]). Le morphisme ci-dessus est alors
obtenu par composition :

HY (X, Fp) «— HY(X, Fr) — HYX,), Fr) — HY (X5, F)©.

La suite spectrale de Leray pour f: X, — 7, ou l'on interprete les faisceaux
de groupes abéliens sur n comme des G-modules discrets, donne la suite
exacte :

HY(G, Fun(X5)) — HY (X, Frn) — HY (X, Fa) — H(G, Fu(X)).

L’ordre de F,,(X5) est borné indépendamment de m, car c’est le cas du
sous-groupe des I'y (N)-invariants de Sym*~2((Z/mZ)?) (par exemple, dans
Sym*~%(Z?) il n’y a pas d’élément non nul fixé par (5 1) et (% 9), ce qui
montre qu’un certain déterminant fixe non nul annule tous les invariants
dans les Sym"~2((Z/mZ)?) avec m variable). Il nous suffit donc de montrer
que les noyaux et conoyaux des :

HY (X, ) — HY(X,), Fon)
sont bornés indépendamment de m.

Lemme 3.14. Les morphismes canoniques Fp, — i4i "' F,, sont des iso-
morphismes.

Preuve. Il suffit de montrer que les morphismes induits sur les fibres
sont des isomorphismes. Ceci est clair pour les points géométriques au-
dessus de X, donc soit  dans X(s). Alors (i,i~'Fpn)s = Fn (X)), avec
X" = Spec(O%%,) le hensélisé strict de X en z, et X = Spec(O%%;[1/p])
la fibre générique de X*. Comme Ox , est régulier, il en est de méme pour
OE‘(',SQ'C, qui est donc integre, ainsi que O&fi[l/p}. Si z est dans Y(s) (i.e.,
si & n’est pas une pointe), alors F,, est constant sur X7, et on a donc
fm(X,’;) = Fmz- Ceci montre donc que F,, — i.i~'F,, est un isomor-
phisme sur Y. Cela suffit pour conclure qu’il en est de méme sur X, car on
a alors :

=1

Fm = JxJ 1-7:m = Jxlt ] 1-7:m = 7/*.7;]/ ? 1-7:m = 11 1fma
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ou nous avons écrit i': Y, — Y et j/: Y, — X, les inclusions. O

Les suites spectrales de Leray pour les inclusions i: X;, = X et i: Y, =Y
montrent que les morphismes canoniques H'(X,F,,) — HY(X,,F) et
HY(Y,F,) — HY(Y,,Fn) sont des injections. Considérons alors le dia-
gramme commutatif suivant, ou les colonnes sont exactes et données par
les suites spectrales de Leray pour j, et ou la ligne au milieu est exacte et
donnée par celle pour i, :

0 0
| !
HY (X, Fn) — HY(X,;, Fon)
! !
HY(Y, ) — HY(Y,, Fn) — HYY,RY.F,)

! !
HO(Xale*]:m) — HO(Xlej*]:m)

Ce diagramme montre que les deux lemmes suivants terminent la preuve de
la Proposition.

Lemme 3.15. Notons r: }73 — Y, la normalisation. Nous avons alors
des isomorphismes RYi,F,, — r*rflfm(—l) sur Yy, Les ordres des
HY(Y,RYi.F,,) sont bornés indépendamment de m.

Lemme 3.16. Les morphismes H°(X,R'j, F,,) — HO(X,,, R F) sont
des isomorphismes.

Preuve (du Lemme 3.15). Admettons d’abord l'existence des iso-
morphismes. Toute composante irréductible de Y, est un revétement fini
de Yi(N),. L’argument donné ci-dessus pour F,,(X5) montre alors que
les ordres des HO(Y,,r~'F,,) sont bornés indépendamment de m (cette
fois, on pourrait se baser sur le fait que les M(I'(m)Sm =" T'1(N)), sont
irréductibles). Donc les HO(Y, RYi,F,,) sont bornés indépendamment de m.

Il nous reste & démontrer 'existence des isomorphismes. Construisons
des morphismes Rli*fm(l) — 1o 1 F,, de faisceaux sur Y. Le faisceau
RYi, F,, (1) est le faisceautisé du préfaisceau U — HY(U,, Fp, @ i, ), pour les
U — Y étale. Pour définir un tel morphisme, il suffit donner des morphismes
HY(U,), Frn@pim) — 14~ ' Fp(U), pour U assez petit et de fagon compatible
aux restrictions. Nous pouvons donc supposer que JF,, est constant sur U,
que U = Spec(A) avec A integre (et régulier) et que Uy = V(f1-- fa)
avec les f; irréductibles et distincts. Les V(f;) sont donc les composantes
connexes de r~1U,. On a donc :

P F () = Fo(U)%.
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La suite exacte de Kummer donne des suites exactes :
0— Fu(U) @ AL/ f1 -+ fo]* — H'(Uy, Fp ® pim) — Pic(Uy).

Comme Pic(U) — Pic(U,) est surjectif, et que tout élément de Pic(U) est
trivial localement, il nous suffit de définir des morphismes :

F"L(U) ® A[l/fl T fll]* - fm(U)a = Tﬁlfm(rilU)'

Les morphismes recherchés sont donc obtenus en utilisant la suite exacte
courte :
0— A" — All/fr-- fo]" — Z° — 0,

ou l'on associe & un élément de A[l/f1--- fo]* ses valuations le long
des V'(f;).

Montrons maintenant que les morphismes obtenus sont des isomor-
phismes. Il suffit de montrer que les morphismes induits sur les fibres sont
des isomorphismes. Comme les deux faisceaux ont support dans Y5, il suffit
de considérer les fibres en des points de Y. Soit donc x dans Y'(s), et soit
A= 0?53- Notons fi,..., f, des équations locales des branches de Yy pas-
sant par . Comme A est strictement hensélien, on a Z/mZ @ A* = {0},
d’ou :

R'6Fn(1)e = Fne @ AL/ fre fo] = Fl o = (rr ™ Fn)a
Ceci termine la preuve du Lemme 3.15. O

Preuve (du Lemme 3.16). Il nous faut montrer que les morphismes :
HY(X,R'j. F) — HY(X,), R i Fonn)

sont des isomorphismes. Les faisceaux R'j,F,, ont support dans les pointes,
et les modules (et morphismes) en question sont des sommes directes in-
dexées par les pointes. Il suffit donc de regarder les contributions des pointes
séparément. Soit donc z dans X (s) une pointe. Notons A = O%*;. Alors A
est régulier, avec parametres m (qui est un parametre de S) et ¢ (uﬁe équation
locale pour la pointe passant par x). De fagon analogue, posons B = O?{i;y,
ou y dans X (7]) est le point géométrique générique de la pointe passant
par . Alors B est un anneau de valuation discrete, avec uniformisante ¢.
Avec ces notations, on a :

H(X,RYj.F) = HY(U, ), ot U = Spec(A[t™'])
et :

HO(X,,, RYjuFm) = HY(V, F,,) G2/ - ott V = Spec(B[t™Y)).
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Notons A" = A[t']/((t")™ —t) et B" = B[t'|/((¢/)™ — t). A Dlaide de la
courbe de Tate, on voit que F,, est constant sur U’ = Spec(A’[t71]) et sur
V' = Spec(B'[t™!]). Les morphismes U’ — U et V' — V sont finies étales
galoisiennes de groupe p,,. Ceci fournit deux suites spectrales,

EY? = HP (i, HY(U', F)) = HPTU(U, F,)

et
E;”q = Hp(um,Hq(V',fm)) = Hp+‘1(V, Fm),

plus un morphisme de la premiere vers la deuxieme. Nous en tirons un
morphisme de suites exactes :

H (po, Fn(U') = HYU, Fn) — HYU', F)m = H2 (s, Fon(U')

! ! l l
HY (i, Frn (V) — HYV,Fn) — HY V', Fp )b — H (i, F (V')

Comme F,, est constant sur U’ et sur V', qui sont connexes, les premicres
et dernieres colonnes de ce diagramme sont des isomorphismes. Via la suite
de Kummer, on a :

HY (U, Fp) = Fn(U)(=1) @ H' (U’ ptan) = Frn(U')(—1) = Frn(V')(—1)
=H' V', Fn),

ou toutes les égalités sont compatibles avec les actions de . Il en résulte
que la troisieme colonne est également un isomorphisme, et donc la deuxieme
aussi. Ceci termine la preuve du Lemme 3.16. Notons que nous aurions pu
aussi utiliser directement le théoréme de pureté relative [De5, Thm. 3.4,
p. 62]. O

Corollaire 3.17. Soit f une nouvelle forme propre parabolique de poids
k > 2. Supposons que la représentation galoisienne p){_’p de G, ne soit pas
dans la cohomologie de la fibre spéciale. Alors l'image de la représentation
p}/m dans H}, p}/)p,e est irréductible de dimension 1 ou 2, et dans le premier
cas py,p est réductible indécomposable.

Preuve. On note p pour p}/’p et V le sous-espace correspondant
de H!. Supposons que l'on ait V N H! = {0}. Il faut montrer que p
est nécéssairement irréductible. Cela revient a montrer d’apres la classi-
fication des représentations galoisiennes donnée au chapitre 1 que les cas
décomposable et indécomposable réductible ne peuvent pas se produire.
Si on se place dans I'un quelconque de ces cas, on dispose d’une droite
V'’ dans V sur laquelle laction de Galois est donnée par un caractére a.
Comme « est continu, il existe un entier n tel que a devient non ramifié
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sur Qp(¢pn). Mais, dans ce cas il y a contradiction car les invariants sous
le groupe d’inertie Gal(Q,/Qp"(Cpn)) sont en niveau n dans la cohomolo-
gie de la fibre spéciale. Si on suppose maintenant p N H! de dimension 1,
alors I'image de p dans H! est aussi de dimension 1, et par le méme argu-
ment p ne peut étre décomposée. Aussi, dans ce cas p est bien réductible
indécomposable. O
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4 La fibre spéciale

L'objet est ici d’étudier la structure de GL2(Q,) x G, module du Q;-
espace vectoriel H.. Pour cela, on étudie dans un premier temps la fibre
spéciale X, du schéma X, construit au chapitre précédent, puis les
différentes actions de groupes sur celle-ci et sur sa normalisation Xn,s. En-
suite, on s’intéresse & la description comme GL2(Q)) X G,-module du groupe

de cohomologie I]I; sur la normalisation. Pour finir, on étudie la structure
de GL2(Q,) x Gp-module du noyau du morphisme de H! dans H..

4.1 Description de la fibre spéciale

Soit Xy = [l,e(z/pnz)- Xn le schéma sur T, = Spec(W([(y]) défini
au chapitre précédent, on W = ZJ¥. Sa fibre spéciale est donnée par
X = Hae(z/pnz)* X3 s La description de la fibre spéciale du schéma X7
se trouve dans [KaMa, chap.13.7]. Ses composantes irréductibles sont les
courbes C%’ o b parcourt la droite projective P!(Z/p"Z). Une courbe
C2? est la courbe de modules associée au probléme de modules P sur
F, pour lequel P(E/S/F,) est 'ensemble des couples (¢,a) ol ¢ est une
T (p™)-structure sur E/S vérifiant ¢(b) = 0, b étant vu comme une droite
dans Z/p"Z x Z/p™Z, et « une T'y(N)-structure sur E/S. Ces compo-
santes irréductibles s’intersectent exactement a chaque point supersingu-
lier de M(I'1(N))s et on sait calculer le complété local de X . en un tel
point ([KaMa, chap.13.7]). Notons que, comme X, est régulier, X,, n’a pas
réduction semi-stable sur T,,. Nous n’aurons pas besoin des détails de la
description de X,, de [KaMa, chap.13.7]; il nous suffit de savoir que X, est
lisse sur 7T}, en dehors des points supersinguliers, et que tous les C»? avec
a fixé s’intersectent en tous leurs points supersinguliers.

Soit m un entier, on dispose sur F, d’un probléme de modules noté
ExIg(p",n) dont les structures de niveau pour une courbe elliptique E/S/F,
sont les points P € E(S) tels que (O, P) soit une p"-base de Drinfeld
([KaMa, 12.10]). Ce probleme est isomorphe de fagon exotique, i.e., sans
préserver le morphisme canonique sur la droite des j-invariants, a la courbe
d’Tgusa Ig(p™). Ceci explique la notation (voir [KaMa, chap.10, chap.12]
pour plus de détails).

Le probleme de modules ExIg(p™,n) est lié aux courbes modulaires
C% de la fagon suivante : soit b dans P*(Z/p"Z), on choisit un élément
Ay € Hom((Z/p"Z)?,Z/p"Z) qui est surjectif et qui vérifie KerA, = b.
Plus précisément : si b = (Z/p"Z).(",) on prend Ay : (3) = we+ fetsi

b= (Z/p"Z).("{") on prend Ay : () — fpy + e. Ce choix nous donne un

isomorphisme entre C%? et la courbe modulaire M(T'y(N), ExIg(p™,n)) en
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associant & une classe (E/S/Fp, ¢, a) la classe (E/S/Fp, a,¢(1)) ot ¢ est
l'unique morphisme de Z/p"Z dans E(S) vérifiant ¢ o Ay, = ¢.

Remarque 4.2. De ces isomorphismes, on déduil que les courbes Cab sont
connezes, lisses sur ¥y, finies plates sur M(T'1(N))s ([KaMa, ch.12]).

Remarque 4.3. On connait ainsi la normalisation de X, 5, il s’agit de
1., C%* ou a parcourt (Z/p"Z)* et b parcourt P*(Z/p"Z).

4.4 Actions sur la fibre spéciale

Commengons par laction de GLo(Z/p"Z). Soit g € GLa(Z/p"7Z), g agit
a droite sur X,, s = [[, X5} 5 par :

(a,(E, ¢,a)).g = (adety, (E, ¢ 0 g,a)).

Avec les notations du paragraphe précédent, ¢g induit un isomorphisme

entre les composantes C%? et CZdEt(g)’gil'b de X, s. Par suite GLy(Z/p"Z)
permute transitivement les composantes C%® de X,,s- Le stabilisateur
d'une composante C%’ est le sous-groupe de Borel dans Sly(Z/p"Z) as-
socié a b. Si on utilise un isomorphisme du paragraphe précédent entre
Cab et M(T1(N),ExIg(p™,n)) l'action de g appartenant au stabilisa-
teur de C%® via cet isomorphisme donne une action sur la courbe
M(T1(N),ExIg(p™,n)). Notons x le caractere donnant I'action du stabi-
lisateur de b dans GL2(Z/p"Z) sur la droite b, i.e., pour tout x dans b
on a g 'z = x(¢g~1)z. L’action de g est alors donnée par I'opérateur lo-
sange (x(g~ 1)) sur M(T1(N),ExIg(p™,n)), ie., a (E/S, P,a) est associé
(E/S,x(g71).P,a). Prenons par exemple b = (Z/p"Z).(é), ie, b = oo,
le sous-groupe de Borel qui stabilise C%® est I’ensemble des matrices
g = (§.2) de GLy(Z/p"Z), et l'action sur M(I'y(N), ExIg(p",n)) d'un
tel élément est donnée par : (E/S,P,a).g = (E/S,c™!.P,a). Notons que
P’action se factorise donc par le quotient par le sous groupe des unipotents,
i.e., des éléments de la forme ((1) 1) de GLo(Z/p"Z).

Le groupe de Galois Gal(Qp*[(pn]/Q}") =~ (Z/p"Z)* opere sur X, de
fagon compatible avec son action sur 7},. Cette action induit une action de
Gal(Qp'[¢pn]/QpT) sur X, 5, compatible avec I'action triviale sur F,. Elle

est donnée par permutation des composantes X .. Soit x € (Z/p"Z)*, x
—1

o . sur la composante X%

n,s

agit en envoyant la composante X

4.5 Actions sur la normalisation

Notons Xms la normalisation de la courbe X,, ;. On sait que Xms est
égal a [, , C%b avec a parcourant (Z/p"Z)* et b parcourant P1(Z/p"Z).
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On pose . .
H’}L,S =H' (Xn,sm}-k,s) = @a,le(CZ’b7fk)

On a vu que GLo(Z/p"Z) permute transitivement les composantes de cette
somme directe. Le stabilisateur de [ [, C*° est par les calculs précédents le
sous groupe B de GLo(Z/p"Z) formé des matrices triangulaires supérieures.
Il en résulte que :

~ . GLy(Z/p"Z

ol ~ IHdB 2(Z/p"Z) (@aHl(Cﬁ’m,fk)) ’

n,s —

en tant que représentations de GLy(Z/p"Z). L’action du sous-groupe
des éléments unipotents de B étant triviale sur @.H'(C2>, Fy), H,, |

. . 1GLy(Z/p"Z) N
se décompose en une somme de indp (o, 8), ot on note, pour

a et B des caracteres de (Z/p"Z)*, (o, ) le caractere de B défini par
(a, B)((§ ) = alx)B(y).

Comme I,-module, I:I}” se décompose en somme directe de caracteres d
de (Z/p"7Z)*.

Le stabilisateur de la composante C1° pour Dlaction du groupe
GL3(Z/p"Z) x 1, est le sous groupe H = {(g,x) ou g € B et det(g) = z}.
Le fait que ce stabilisateur soit le graphe du morphisme déterminant sur B
a des conséquences intéressantes.

Proposition 4.6. Soient a et 8 deux caractéres de (Z/p"Z)* tels que le
produit .31 soit primitif. Alors la représentation indgLZ(Z/p ) (o, B) de

GLo(Z/p"Z) est irréductible. Supposons que la représentation
ndG D (o o) ¢ g

du groupe GLo(Z/p™Z) x 1, intervienne dans I:I}hs. Alors le caractére 6 est
égal soit au caractére o™, soit au caractére 371.

Preuve. Le caracteére a3~ ! étant primitif, on peut vérifier en utilisant le
critere de Mackey ([Se3]) que cette représentation est irréductible. Comme
H est le stabilisateur de C1*>°, on a :

Y, = indg 2 ®/P 2N gloleo 7).

L’action du sous-groupe H' de H des élements de la forme ({ f)7c) sur
(C1o°  F) est triviale. Par réciprocité de Frobenius, la représentation
indgLZ(Z/an)(a,ﬁ) ® ¢ a des H’-invariants non nuls. Nous identifions H
avec B via le morphisme b — (b, det(b)), et GLo(Z/p"Z) avec son image
dans GLy(Z/p"Z) x 1, via le morphisme g — (g, det(g)). Alors la restriction
. n . \GLy(Z/p"7) . .GLy(Z/p"Z)

a GLo(Z/p"Z) de indj (a,3) ® & est indg (ad, 85). Cela
implique par quelques calculs que soit o = 61 soit 3 =6"1. O
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Remarque 4.7. En dehors du cas .71 primitif, la situation est encore
plus délicate et calculatoire. Il existe des liens entre les caracteres §, a et 3
mais ceux-ci sont beaucoup plus complexes et peu intéressants.

Revenons pour terminer ce paragraphe aux formes modulaires. Soient
N > 4 un entier, p un nombre premier ne divisant pas N, k un entier
supérieur ou égal & deux. On se donne € un caractere de (Z/Np"Z)* et f une
forme propre (pas nécessairement nouvelle) de type (p" N, k, €) a coefficients
dans Q;. Nous supposons que la nouvelle forme f’ associée & f est de niveau
p" N’ avec N’ premier & p (et donc divisant N). On associe alors & f une
représentation 7} irréductible de GL2(Z/p"Z) comme suite. On considere le
Q-espace vectoriel HO(M(T'(p"),T'1(N)),w®*(—Cusps)). 11 est muni d’une
action de GL2(Z/p"Z) et il contient pr*f ou pr est la projection naturelle
de M(T(p"),T1(N)) sur M(T'1(p"N)). On appelle 77} la représentation de
GLy(Z/p"Z) engendrée par pr* f. Montrons qu’elle est en effet irréductible.
Soit 7} = V = &{_;V; une décomposition en irréductibles, et écrivons
pr*f = (v1,...,v,). Comme pr*f engendre V, on a v; # 0 pour tout i.
Notons G le sous-groupe de GLy(Z/p"Z) des éléments de le forme (%),
de la sorte que pr est le quotient pour G;. Comme chaque v; est dans VE1,
if suffit de montrer que VE1 est de dimension au plus un. Mais cela résulte
du principe de multiplicté un.
1

n,s

Corollaire 4.8. Supposons que p]Vp,p®7r;} cH

soit de la forme indgLQ(Z/an)(a, B). Alors la restriction de la représentation

ps a linertie en p vaut Piy, =a® G.

et que la représentation 7'y

Preuve. On note p = P, Par hypothese, la représentation 7%
est irréductible aussi le produit o3~' est un caractére primitif. Ecrivons
p = d @ ¢. On alors par la proposition précédente {4,6’} C {«a,3}. En
utilisant det(p) =& = a3, on voit que p=a @ (. O

4.9 Actions sur la limite H!

De fagon analogue a 3.10, on note ﬁ; la limite inductive sur les en-
tiers n des Q;-espaces vectoriels I:I,lhs = Hl(Xn7s,.7t'k7S). On dispose d’'un
morphisme surjectif de H! dans I:I; dont on étudiera le noyau au pro-
chain paragraphe. On peut écrire le Q,-espace vectoriel ICI; de la fagon

suivante : Hl = lim ®,, HY(C%?, F}), avec a parcourant (Z/p"Z)* et b

parcourant P1(Z/p"Z). Cet espace est muni d'une action du produit des
groupes GL2(Q,) et G,,. Précisons ces actions.

L’action du groupe G, sur Iclé se fait a travers le quotient par
Gal(Q,/Qp" (p=)). Aussi cette action de G, se fait par son abélianisé
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Gal(@;b/@p), que 'on identifie au produit

Z; x T = Gal(Qy (1) /Qy) x Cal(QY/Qy)

(cf 1.1). L’action de Z, se fait par permutation de composantes. Plus
précisément, x € Z, opere sur les ensemble des composantes par multi-
plication par z~!. L’action du frobenius ¢ se fait par 'inverse du frobenius
géométrique F ([Mi, p292], [Gr, 5.XV]).

D’autre part, le Q;-espace vectoriel I:Ii est muni naturellement d’une
action de GL2(Z,), que l'on étend de fagon analogue & 2.7, en une action
du groupe GL2(Q)). Précisons l'action de I’élément (pgl (1)) de GL2(Qp) sur
la limite sur n des courbes C%°°. Fixons un entier n > 1, un élément a
de (Z/p"Z)*. Soit (E, (O, P,),a), un élément de C»*°(F,). On le reléve en
(Eo, ¢n, ) élément de X4(Q,). On considere A, = ¢,(1,0) et B, = ¢,,(0,1)
une base de Ey[p"]. On pose A; = p"~1A,. On appelle 7 I'isogénie cano-
nique de Fy dans Fy/A; et on pose A, _, = w(A,,), B,_, = 7(pBy). On
a: -

(Eo, (A B (7)) = o/, (41, B ),

On a aussi :

epn,— 1 (AI

n—l’B;m—l) = €pn-1 W(An)vW(Bn—l))
t

T O 7'1'(1471)7 anl)

Replagons nous sur la fibre spéciale. On remarque alors que l'isogénie
m se réduit en my isogénie de degré p, de noyau réduit a un point
{0}, en particulier connexe, 7, est donc le frobenius relatif de E dans

E®. Aussi, (E,(0,P,),a).(", %) = (E®,(0® PP) a®). Posons

W = lim &, H(C»*>,F). On en déduit que l'action de (pgl ) sur W

se fait par le frobenius géométrique F'.

Proposition 4.10. La représentation de GL2(Q,) sur le Q;-espace vec-
toriel I:Ii est induite du sous groupe de Borel B(Qp) formé des matrices
triangulaires supérieures par des représentations de B(Q,) du type («, ()
ou «v et 3 sont des caracteres de Q.

Preuve. Posons :
Cc>:=lm ][] co.
HTL
a
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01
gendrent B(Q,). On trouve alors que B(Q,) est le stabilisateur dans

GL2(Qp) de C*°. En plus, P'action de B(Qy) sur C*> et W se font modulo
les éléments unipotents. Aussi I’action de B(Q,,) sur W est décomposable
en représentations de la forme («, 3) ol « et § sont des caractéres de Qy-

Notons que GLy(Q,) = B(Q,).GLy(Z,) et que (29), B(Z,) et ((1)2) en-

On veut montrer que I:I; est égal a I’ensemble des fonctions f localement
constantes & support compact de GL2(Q,) dans W vérifiant pour tout
b € B(Q,) et tout g € GL2(Q,) la relation f(b.g) = b.f(g). En utili-
sant la décomposition de GL2(Q,) en B(Q,).GL2(Z,) cet espace est l'es-
pace des fonctions f localement constantes & support compact de GLo(Z))
dans W vérifiant pour tout b € B(Z,) et tout g € GL2(Z,) la relation
f(b.g) =b.f(g). Or, si on appelle K,, le sous groupe de GL2(Z,) formé des
élément congrus a lidentité modulo p™, on peut écrire H! = lim(ﬁi)l{ On

a (H)K» = I:I}LS et W = lim(W>)K» = W°" en niveau fini p". Or on a

montré (H)X» = {f : GLo(Z/p"Z) — W™ vérifiant f(b.g) = b.f(g) pour
tout b € B(Z/p"Z)}. Cela montre le résultat. O

Considérons maintenant action du groupe GLy(Q,)x G, sur H.. Notons
W12 la composante lim H!(CL°° Fy). En utilisant la décomposition de

GL2(Qp) en B(Q,).GL2(Zy), les calculs précédents : calculs de 'actions

de GLy(Z/p™Z) en niveau fini et de laction de (pgl ?), on trouve que le
stabilisateur de W1°° pour I'action de GL2(Q,) x G,, est le sous groupe H
des éléments de la forme (g,o) vérifiant det(g) = o. Notons que laction

des éléments de la forme (( }),det(x)) est triviale. De fagon analogue a la

proposition précédente, on peut montrer que I:Ii = indflL2(Qp)XGPW17°°.

Proposition 4.11. Soient o et [ deur caractéres de Qp tels que
indgLZ(Qp)(a,,@) soit irréductible. Supposons que la représentation (irré-
ductible) indgLQ(Qp)(a, B)®0d du groupe produit GL2(Qp) x G, so0it un sous-

quotient de HY. Alors on a 6~ = a ou 6" = | |,4.

Preuve. La restriction de la représentation indgLQ(Q”)(a,ﬁ) ® 4§ a
GL2(Q,) plongé dans le produit par le morphisme g — (g,detg) vaut

indgLQ(Qp)(aé, (6). Par hypothese, cette restriction est incluse dans une

représentation induite du type indgLQ(Qp)(
2.6) soit @ = Xriv, s0it 36 = | |71, O

XtrivsY)- On doit donc avoir (cf.

Revenons pour terminer ce paragraphe aux formes modulaires.
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Proposition 4.12. Soient N un entier, p un nombre premier ne divisant
pas N, k > 2 etn > 0 des entiers. On se donne € un caractére de (Z/Np"Z)*
et f une nouvelle forme propre de type (p"N,k,€) a coefficients dans Q.
Supposons que p}/’p C H., que le morphisme p]Vc’p — I:Ii soit injectif, et que

T¢p S0it de la série principale de la forme ws, = indng(Q”)(a,ﬂ). Alors
la F-semisimplifiée de py, s’écrit § &' avec § = |;1 et & = B3, ce qui
veut dire que py,, est réductible, décomposable aprés restriction a linertie,
avec constituants ¢ et 6'. Rappelons que l'on sait que py,, est F-semisimple
sik=2.

Preuve. Notons § et §’ les deux caracteres de G, intervenants dans py .
Notons « et 3 les deux caracteres de Q) tel que

. 1GLa(Qp _ _
rp = indg 2@ (] |71, 6] 1),

La proposition précédente implique l'inclusion de ’ensemble {4,4’} dans
Iensemble {a| [;',3}. Or, le caractéere central de myp, est égal au
déterminant de py,,, fois | [, (2.15, 2.7), autrement dit 66’ = o] |, !. Cela

donne le résultat. O

4.13 Le cas spécial

Pour finir ’étude de la fibre spéciale, il reste a étudier la structure de
GL2(Q,) x Gp-module du noyau du morphisme de H! — H!. Soit n un
entier, on note r le morphisme de normalisation en niveau fini de Xms dans
Xn,s, on dispose d’une suite exacte de faisceaux sur Xy, s ot :

0 — fk,s — 7">s<7n*~7:.lc,s — G — 0

Le faisceau G est a support dans les points supersinguliers de X, 5, et en un
tel point z sa fibre G, est une somme directe de |P(Z/p"Z)| copies de F,
quotientée par F, plongé diagonalement dans cette somme. On note K, le
module des sections globales de ce faisceau. On dispose d’une suite exacte
longue de Q;-espaces vectoriels :

0—’Gn_>Kn—’H»}175—’I:I}L’5_>O

avec G, = 0si k > 2 et G,(—1) = G}, pour £k = 2 (3.11). Notons V,
le Q;-espace vectoriel égal & la somme directe sur b € PY(Z/p"Z) de la
somme directe des F, sur x parcourant les points supersinguliers de X, ;.
On a un morphisme surjectif G, x GLg(Z/p"Z)-équivariant de V,, dans K,,.
Etudions la structure de GLy(Z/p"7Z)-module de V,,. On note V,>° le terme
de V,, indexée par co. Le “stabilisateur” de V,>° est de fagon analogue a la
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section précédente le sous-groupe B(Z/p"Z) de GL2(Z/p"Z). Et laction de
b € B(Z/p"Z) sur la composante V,>° se fait simplement par le déterminant.
On peut donc écrire V,, comme une somme de représentations de la forme
a.indng(Z/an) (Xtrivs Xtriv) avec a caractere de (Z/p"Z)*. L’action sur le
noyau du morphisme de V,, dans K,, est une somme de représentations de
la forme «, de fagon compatible avec la précédente décomposition de V,.
L’action de GLy(Z/p"Z) x 1, est induite du sous groupe H des éléments
de la forme (g,det(g)) agissant sur la composante V,1*>°. Or cette action
est triviale. En conséquence, V,, se décompose en somme de représentations

indng(Z/ PrE)xLy (Xtriv), €t par suite K, en somme de représentation quotient
. GLa(Z/p"Z) X1,
1nd‘H 2( /p )X P(Xtriv)/xtriv-

Passons a la limite inductive sur n. En notant K = lim K,,, V =1lim V,,

—n —n

et G = lim G,,, on dispose d’une suite exacte :

0O — G — K — H' — H — 0

avec G = 0sik > 2 et G(—1) = G’ pour k = 2 (3.11). On déduit de
fagon analogue a la section précédente et par les calculs ci-dessus que K se
décompose alors en somme de représentations indng(Q”)XG” (Xtriv)/ Xtrivs
ou H est le sous-groupe des éléments de la forme (g,det(g)). Ces résultats

appliqués aux formes modulaires nous donne le résultat suivant.

Proposition 4.14. Soient N un entier, p un nombre premier ne divisant
pas N, k > 2 etn > 0 des entiers. On se donne & un caractére de (Z/Np"Z)*
et f une nouvelle forme propre de type (p"N,k,€) a coefficients dans Q.
Supposons que p]Vc’p est contenu dans H., et est d’intersection non nulle
avec K. Alors p}/’p N K est de dimension 1 et la représentation my, est
de la série spéciale. Si on a mf, = o.Sp, alors cette intersection est le

caractére o~ L.

Preuve. Notons que p}/,p est d’intersection nulle avec G car si k > 2 on
aG=0et,si k=2, G est “Eisenstein”, au sens ou les valeurs propres des
opérateurs de Hecke Ty pour ¢ premier ne pas divisant p” N sont de module
q+1(3.9). Or celle de f vérifient |a,| < 2¢'/?. Comme GLo(Q,)-module K
se décompose en une somme de représentations irréductibles du type a.Sp.
Comme représentation de G,, K est somme de caracteres 6. Il s’ensuit que
K s’écrit comme une somme aSp®4. Or la restriction & GL2(Q)) vu comme
sous-groupe de GL2(Q)) x G, par le morphisme envoyant g € GL2(Q),) sur le
couple (g, det(g)) est la représentation adSp. Or on sait que cette restriction
est contenue dans une représentation du type Sp. Par suite o = 6 1.

Montrons maintenant que p}/-,p N K est de dimension un. Supposons
donc que py, C K. Alors py), = a @ a, et 77, = Sp.a. On a alors
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o? = det(prp) = Xeentr.(Trp)| |p = a?| |p, donc 1 = | |, ce qui est une
contradiction. Donc po N K est bien de dimension un. O
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5 Les cycles évanescents

L’objet de ce chapitre est 1’étude de I’espace des cycles évanescents H..
Dans un premier temps, on rappelle les liens existants entre ces cycles
évanescents et des espaces de déformations infinitésimales de courbes el-
liptiques munies de structures de niveau (5.1). Puis, on étudie en détail
les différentes actions sur ces cycles évanescents, et on construit des ac-
tions d’algebres de quaternions (5.2). Enfin, on calcule explicitement, via
certains choix d’isogénies, I'action des opérateurs de Hecke sur I’espace des
cycles évanescents. Ce calcul permet d’obtenir une correspondance entre des
représentations irréductibles admissibles de B(Q,)* et les représentations
admissibles de GL2(Q,) intervenant dans l'espace des cycles évanescents
(5.10).

5.1 Cycles évanescents et déformations

On note W (F,) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans F,,,
K son corps des fractions. Rappelons quelques conséquences du théoreme
de Serre-Tate ([Kal, Chap.Vbis], [KaMa, Th.2.9.1]). Considérons (A, m4)

une W ([F,)-algebre locale noethérienne compléte de corps résiduel F,.
La catégorie des courbes elliptiques sur A est équivalente a la catégorie
des triplets (E,G,i) ot E est une courbe elliptique sur Spec(F,), G
un groupe p-divisible sur Spec(A), et ¢ un isomorphisme de E[p*] sur
G Xgpec(a) Spec(A/my). Le foncteur envoyant la courbe elliptique C' sur
(Cﬁp , Cp],id) donne 'équivalence des catégories. Ces deux catégories sont
aussi équivalentes & la catégorie des quadruplets (E, G, (,),¢) ou E est une
courbe elliptique sur Spec(F,), G un groupe p-divisible sur Spec(A), (,) une
famille compatible d’accouplements (,),» sur G[p"], et 7 un isomorphisme
de E[p™] sur G Xgpec(a) Spec(A/m4) transportant la famille des accou-
plements de Weil (epn ), sur (,). (De tels accouplements sont parfaits et
alternés.)

Soient N entier, N > 4 et p ne divisant pas N, et y un élément de
Y1(N)(F,), i.e., une classe d’isomorphisme d'un couple (E,P) ot E est
une courbe elliptique sur Fp et P un point d’ordre N de E. On rappelle
que le spectre du complété de 'anneau local OX1(N)W@,)4/7 que 'on notera
D,, s’interprete comme l'espace de déformations infinitésimales du couple
(E, P). Plus précisément, considérons la catégorie D dont les objets sont les

diagrammes cartésiens :

(e,p) L (C0Q
! !



ou A est une W(Fp)—algébre noethérienne locale complete de corps résiduel
F,, C une courbe elliptique sur Spec(4), Q une I'y(N)-structure sur C, et
f un morphisme envoyant P sur Q). (Notons que dans cette situation @ est
déterminé par P et f.) Une fleche entre deux objets de la catégorie D,

®pr L o &r Loc.Q)
1 ! et I !
Spec(F,) — Spec(4) Spec(F,) — Spec(A)

est la donnée de deux morphismes : le premier de (C, Q) dans (C’,Q’), et
le deuxieme de Spec(A) dans Spec(A’), rendant les diagrammes nécessaires
commutatifs. Cette catégorie admet un objet final, appelé déformation uni-
verselle du couple (E, P),

(Ev P) - (Euniw Puniv)
1 !
Spec(F,) — D,

En utilisant le théoréme de Serre-Tate sous la forme précédemment rap-
pelée, on voit que l'on dispose aussi d'une déformation universelle :

Ep>]  — G,
1 !
Spec(Fp) — D,

objet final de la catégorie dont les objets sont les diagrammes cartésiens :

Ep~ & G
1 !
Spec(F,) — Spec(4)
ot : A est une W (F,)-algebre noethérienne locale compléte de corps résiduel
F,, G un groupe p-divisible sur Spec(A4).
Soient n un entier et a un élément de (Z/p"Z)*. On note K, = K[(pn]
et on considere Dy, l'espace des déformations infinitésimales munies

d'une T'(p™)%" ~“_structure. On a alors Dy, o = F(p”)g"/;an
Y y
D

le schéma Dy n.a Xgpee(w (F,)ic,n)) Spec(K,). Pour k > 2 en-
tier, on note Fj le faisceau constant Sym*~?(H(E,Q@,)) sur le site étale
Spec(Dy.n,a)et- On pose :

. On note

y7n7a1K’7’L

1 .
byna=H (Dy,n,a,?nv}_k,?n)v Vyn = Badyna Py = Em Yy
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Rappelons que 'on avait posé au chapitre 3, T, = Spec(Zgr[Cpn]), n
point générique de T, et X,, = Hae(Z/p"Z)* X ol les schémas X sont les
courbes M(T(p™)%" " T'1(N))r, . On avait noté X, le sous-ensemble de
X, (F,), des classes de triplets (a, E, P) avec a un élément de Z/p"Z, E
une courbe elliptique supersinguliere sur Fp et P une I'y(N)-structure sur
E. A un élément  de X;® nous avons associé dans la partie 3.11, un es-
pace de cycles évanescents 9, , = HI(X%,fkyﬁ) ot X* = Spec(OB‘(‘f’“m) et
Fi. est le faisceau l-adique Sym*~?(H'(E,Q,)). En utilisant le résultat de
Brylinski dans 'appendice de [Cal, p. 462], on a un isomorphisme cano-
nique entre I'espace des cycles évanescents v, et le groupe de cohomo-
logie l-adique HY(X* X 0, ﬁk,ﬁ)v qui s’identifie & Hl(Xzfn’fk,?n)' Or
X,f est égal & D, p, o 'espace des déformations infinitésimales munies d’une
F(p”)cs"_ca“-structure de la classe du couple (E, P). On obtient ainsi un
isomorphisme canonique entre 1, , et ¢, . En fin de compte, on dispose
d’un isomorphisme canonique entre I'espace des cycles évanescents H! et

DyexymE,) Yo

5.2 Les actions sur les cycles évanescents

On sait que l'on dispose sur H. d’'une action du groupe G, et d’une
action du groupe GL2(Q,), ces actions commutant entre elles. Décrivons
ces actions sur @ye X5 (N)(F,) V¥,. Commencons par 'action du groupe de
Galois Gp. On peut prendre comme cloture algébrique de K, le corps
Qp ®qurc,n) Kn et on a I, = Gal(K,/K,) = Gal(Q,/Qp[¢pn]); ce
sont des résultats classiques d’analyse p-adique, conséquence du lemme
de Krasner ([Bo, Chap. 3.4.2.]). Un élément o de I, agit a droite sur
D, pa® = Dyna X Spec(W () ¢ymn]) Spec(K,,) par Id x Spec(c), puis & gauche
sur ¢y .o par (Id x Spec(o))*. B

Drautre part, on a l'action sur le W(F,)[(pn]-schéma [], , Dy n.a, pro-
venant dE celle de G, par le quotient Gal(Qp'[(yn]/Qp) sur le schéma
Spec(W (IFp)[Cpn])- Cette action s’étend diagonalement sur I'extension des
scalaires a K,. En termes d’interprétation modulaire, i.e., en termes de
déformations, cette action sur [[, , Dyn.q peut se décrire de la fagon sui-

vante. A (G/S, 3, (,), ¢,a) une déformation de y sur un W (F)[(pn]-schéma

)

Ep*] o6 & (@pru
1 [
Spec(F,) — S

et o dans G, est associée la déformation du couple y‘f1 donnée par le
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triplet :
1 _1 1 —1 -1 _
(G7 /87,87 ()7 L ¢7 xplo ),
avec xp: Gp — Z, est le caractere cyclotomique p-adique, et ou l'indice
supérieure 0! signifie : obtenue par image réciproque par

Spec(o™"): Spec(W (I, )[Gpn]) — Spec(W (Fy)[Gp])-

On a la relation o(det(¢® ) = det(¢). Sur le faisceau, on utilise 1'isomor-
phisme entre les groupes de cohomologie H!(E,Q;) et H(E° ", Q,) induit
par le carré cartésien

1

E° = FE
! !
Spec(F,) ") Spec(F,)

Passons & l'action de GL2(Q,). Elle provient d’une action & droite sur le
systeme des ]_[y o Dyn.a- En fait, GLy(Z)) agit sur chaque schéma [ [, Dy n.o
de la fagon suivante (en termes de déformations) :

(y,G/S,B8,6,(,),a).9 = (y,G/S,B,(,), ¢ 0 g,adet(g))

Maintenant, soit g un élément de GL(Qp) tel que g.Z2 D Z2. Posons
m = vp(det(¢g™!)). Pour n > m, on définit une fleche de .o Dyna
dans [[,, Dy,n—myp en associant a la déformation (y,G/S,B,(,), ¢,a),
la déformation (y®™),G’/S,3',(,),¢',a’) obtenue comme suite. Notons
7: G — G’ lisogénie de noyau engendré par ¢(p™g(p"~™Z/p"Z)?). On
a alors le diagramme :

Epx] 5 ¢ "L @y
F " P ;
E®™[p] B & (Z/p™Z)?
et on a a’ = p™ det(g)a. Sur le faisceau, on utilise Sym® =2 (F™*).

Remarque 5.3. On peut vérifier que ces deux actions commutent; soit
par un calcul explicite, soit en remarquant que laction de GL2(Qp) existe
préalablement sur la complétion le long des points supersinguliers du schéma
EmM(F(p”’),Fl(N))ZP.

On dispose aussi sur H} ~ @ye)(?s(]v)@p) V¥, d’une action de 'algebre
de Hecke. Pour tout nombre premier g distinct de p, on peut décrire 'action
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de l'opérateur de Hecke T sur @ye X5 (N)(F,) ¥, comme suit. On remarque
d’abord que si a est une isogénie de degré ¢ de la courbe elliptique E
dans une courbe elliptique E’ telle que «(P) soit d’ordre N, « induit un
isomorphisme de E[p>] sur E’'[p>°], donc un isomorphisme entre les schémas
Dy, et Dy, ol y est la classe d’isomorphisme du couple (E, P) et y' celle
du couple (E’, a(P)). Cet isomorphisme induit un isomorphisme que 'on
notera o* entre ¥, ,, et ¥,/ .. Fixons n, et donnons nous pour tout y un
élément f(y) dans ¥, ,,. Pour H sous groupe de E d’ordre ¢ ne pas contenant
P, on note 7y 'isogénie quotient de E dans E/H et yy la classe du couple
(E/H, 7y (P)). Avec ces notations, on a :

(T7 () = > (x3) f(ym)

H

la somme s’effectuant sur les sous groupes H de E d’ordre ¢ ne pas conte-
nant P. Cette action commute avec celles des groupes GL2(Q,) et Gy, et
est compatible avec la suite exacte des cycles évancescants.

Enfin, on dispose sur H! ~ ®y€XTS(N)(FP) U, et cela est le fait nouveau
de cette partie, d’actions d’algebres de quaternions. Pour y classe du couple
(E,P), on note B, = End(F). On dispose naturellement d’une action de
Aut(E[p™)) = By(Z,)* sur ¥, ,,, provenant de action & droite de By (Z,)*
sur [, Dy n,a : pour b € By(Zy,)*, on pose en termes de déformations :

(y,G/S,B,(,),¢,a).b = (y,G/S,Bob, {,)N 4 ,aN(b))

et on utilise 'identité sur le faisceau. On veut étendre cette action en une
action de By(Qy)" sur &_ 5, V. n, cette derniere somme (finie) s’effectue sur
lorbite de y classe d’un couple (E, P) sous 'action de Galois, i.e., du groupe
Gal(F,/F,). Soit b € B, (Z,) — {0}. On pose r = v,(N(b)), et on appelle b
I'isomorphisme de E®")[p>®] ~ E[p>] faisant commuter le diagramme :
Bp®) = Ep~]
r ) /b
E®)[p>]

On définit alors un isomorphisme entre [, D, ,, €t [, D petry 4, 0 de
la fagon suivante : a une déformation

(y(pg)7G/S’ /6’ <7>’¢7 a)

est associée la déformation :

(y(p

s+7r

),G/S8, B0 B)P) (YN 6 aN(b)).
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Sur le faisceau, on utilise I'isomorphisme naturel F™* de Hl(E(pSM),@l)
dans HY(E®) Q).

Pour utiliser les formules ci-dessus pour définir une action de B, (Q,)*,
il faut que les isomorphismes D) p, o = D, e+ ,, o) D€ dépendent pas de
entier s choisi. Si tel est le cas, alors égalité F"bF~" = b(P") nous assure
qu’on obtient une action du groupe B, (Q,)* sur ®,czy Ve (calcul laissé

au lecteur).

Proposition 5.4. Sous l’hypothése que lorbite de y classe d’un couple
(E, P) sous laction de Galois est de cardinal pair, et que {1,—1} sont les
seuls automorphismes de E envoyant P dans p”P, les formules précédentes

définissent une action de B, (Qp)* sur D,y Ve

Preuve. Il faut montrer que les formules en question ne dépendent pas
du choix de ’entier s. Cela revient & montrer que si on suppose donné v un
isomorphisme de (E, P) dans (E®"), P(P"))  alors pour tout b € B,(Q,)*,
1P )y = b. Or b®") = F5pF~*, donc cela revient & y~'oF** dans le centre
de By(Qp). Ce qui nous donne nécessairement s pair, et en identifiant alors
le couple (E®") P®")) au couple (E,p*/?) P), on obtient que 7 doit étre
+Id. O

Proposition 5.5. Quitte a multiplier l'entier N par un nombre premier
convenable, distinct de p et ne divisant pas N, ’hypothése de la proposition
ci-dessus est vérifiée pour tout y.

Preuve. Il n’y a qu’un nombre fini de couples (FE, P) sur F, & considérer.
Pour chaque E, il n’y a qu’un nombre fini d’éléments 7 de norme p
dans End(F). Pour chaque tel 7, on choisit un nombre premier modulo
lequel le polynome minimal de 7 est irréductible. Si on multiplie N par le
produit des premiers ainsi choisis, les orbites sont de cardinaux pairs. Si on
multiplie ensuite avec un nombre premier qui est —1 modulo 12, I’hypothese
en question est vérifiée. O

Remarque 5.6. On se place désormais dans la situation ou les actions
des algébres de quaternions sont bien définies, i.e., ou l’hypothése de la
Proposition 5.4 est vérifiée.

Donnons maintenant quelques propriétés de la représentation que 1’on
vient de construire.

Proposition 5.7. L’action du groupe B,(Q,)* sur @zezylllz construite
précédemment commute avec celle de G, et celle de GL2(Q,). L’action du
centre Qy de B, (Q,)* est linverse de celle du centre donnée par laction de
GL2(Qp). Aussi l’espace & W, est muni d’une action du groupe produit

Gp x GL2(Qp) x By (Qp)*.

zEZy
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Preuve. Commencons par vérifier que les actions de G, et de By (Q,)*
commutent entre elles. On vérifie cela pour ’action sur Hzezy D, ;. Soient

un élément b = bF" € B,(Z,) — {0}, et un élément ¢ € G,, on note
ds = (y(ps)aG/S7ﬁ7 <a >7¢a det (ZS)

dobo = (y*,G/S, 800 (YNO ¢ det¢).o

=(y®

Q7S b (VO g et )

s+7‘)0'71
et :

deob= P G787 g7 () e det g )b
—1(p") _ _
= (y° g LG8 BT BT () TING) g et g
=ds.b.o

On a bien des actions qui commutent au niveau des schémas. Sur les fais-
ceaux, on utilise le fait que le diagramme suivant est commutatif :

E®) I, E(zv‘“)‘f1
1 1

. -1
@Y A pett)?

ou i et j sont des isomorphismes qui proviennent du changement de base
par Spec(o™1).

Pour vérifier que les actions de By(Q,)* et GL2(Qp,) commutent, on
peut se limiter & vérifier la commutativité pour les éléments de GL2(Z,)

et pour g = (pgl (1)) Plagons nous d’abord sur le systéeme inductif des
[.cz, L, Dzna- 1 est clair que l'action des éléments de GL2(Z,) com-
mute a celle des éléments de B,(Q,)*, en effet soient h € GLa(Z,), et
b=0bF" € By(Z,) — {0}, on a:

debh = (y*7,G/S, 805" ()N 6, det ¢).h

debh = y*",G/S,Bob®) (WNONW 4 oh det . deth)
et

de.hb = y®),G6/8,8,(YNM ¢ oh,det ¢pdeth).b

dg.h.b (y®",G/S, Bob®), (YWNW-NE) 4o h detdeth)

ds.h.b = ds.bh
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—1
. s 212 _/p7to .
En ce qui concerne I'élément g = (”, ), on rappelle que son action est

donnée sur un élément de Dy 5, 4, n > 1, par :

(1. G/S.B.(,), ¢ detd).g = (4", G'/S, ', (), ¢/, det &)
avec G' = G/{p"1¢((1,0))); si 7 est I'isogénie quotient G — G’, on a
B oF =mopfet ¢ ((1,0) =7m(p((1,0)), ¢'((0,1)) = w(¢((0,1)). Cela dit,

nous pouvons calculer :

debg = *7,G/S, 500" (YN® ¢ det p).g

debg = (77D G830 b)Y, (VD) ¢, det o)
et

degb = (7,68, 5,(), ¢ det ¢').b

degb = ("7D,G /8.8 0 ()N o det o)
Il faut juste voir que 3’ o b® 1 = (80 b*))". Or, on a :

BobP*TVoF =3 0Fob?)=m0p0bP) =(F0bP))oF

Aussi les actions de By(Qp,)* et de GL2(Q,) commutent au niveau des
schémas, puis sur les faisceaux. O

Proposition 5.8. La représentation de B, (Qp)* sur &
précédemment est continue.

zezy@zm construite

Preuve. Cela vient du fait que la représentation de By (Z,)* sur ¥, ,
se factorise par le groupe quotient By (Z/p™Z)* pour un entier m suffisam-
ment grand dépendant de Uentier n. Le résultat de Brylinski [Cal, p.462]
nous permet d’affirmer qu’il existe un entier mq tel que si o est un élément
du groupe Autw(?p)(OM(Fl(N)’F(pn))W(fp)’y) induisant I'identité sur un voi-
sinage infinitésimal d’ordre mg de y alors I’automorphisme induit sur ¥, ,,
est l'identité. D’autre part, des résultats de Drinfeld (voir [Ka2, Exp.V.1] par
exemple), nous permet d’affirmer que le sous groupe K,m de Aut(E[p™]) des
éléments congrus a 1 module p™ agit trivialement sur les déformations de
E[p>=] sur W(F,)/p™ W (F,). En conséquence pour m > mq — 1, 'action
du sous groupe Kpm de By(Zy)* sur ¥, ,, est triviale. O

Remarque 5.9. Dans la situation de la Proposition 5.7, on peut remarquer
que la représentation de G, x GLo(Q,) x By(Qp)* est induit de sa restric-
tion au stabilisateur du point y, et méme du stabilisateur d’un Dy 1 (0%
lon tient donc compte du déterminant des bases de Drinfeld). Chacun des
trois groupes a un morphisme canonique vers Q}/p™*, avec r = |Zyl|. Le
stabilisateur en question est alors le sous-groupe des triplets (x,y, z) tels que
le produit de leurs images dans Q]’;/pTZ vaut 1.
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5.10 Opérateurs de Hecke et cycles évanescents
Le résultat suivant nous sera utile.

Proposition 5.11. Soient N un entier, p et q deuxr nombres premiers dis-
tincts ne divisant pas N. On considére x et x’ deux courbes elliptiques super-
singuliéres munies d’une T'1(N) structure sur F,. Alors il existe une isogénie
de degré une puissance de q entre x et x’.

Preuve. On peut supposer que N > 4. Considérons le graphe orienté G
dont les sommets z; sont les courbes supersinguliéres munies d’une I'y (N)-
structure sur Fp a isomorphismes prés et les arétes, les isogénies de degré
q & isomorphisme pres. On veut montrer que ce graphe est connexe. On
note T, l'opérateur de Hecke qui compte les isogénies de degré ¢ entre les
sommets de G : Tyx =) é b(¢) ol la somme est prise sur les isogénies ¢ de
degré q de source z, et ou b(¢) est le but de ¢. On peut alors se représenter
l'action de T, par la matrice (a;;) ol a;; est le nombre de g-isogénies de
x; vers ;. Comme & ¢ fixé on a Zj ai; = q+1, ¢+ 1 est valeur propre
de T},. On remarque alors que g+ 1 valeur propre simple de 7, implique que
le graphe G est connexe. Montrons donc que g + 1 est valeur propre simple
de I'opérateur Tj,.

Considérons la courbe modulaire C' = M(T(p),T'1(N)) sur Z. On note
J sa jacobienne sur Z. Sa réduction modulo p consiste en deux copies de
X1(N)g, s'intersectant & chaque point supersingulier (cf. [KaMal, [DeRal).
On a une suite exacte :

0O — T — JFp — (]1(]\7)@0@J1(]\/v)m7 — 0

ot T est le quotient du tore 7" = @, GFP par GF,, ot la somme s’effectue sur

Pensemble des points supersinguliers de X5 (V) sur Fp et ou I'on envoie Gﬁp
dans T” par le morphisme diagonal A : z — (z,--- ,x). En utilisant, la bonne
réduction de C' en g, les modules de Tate de Jg et de Jg, sont isomorphes. La
formule de congruence T, = Frob + (¢)Ver dans End(J; (N )E)’ et la borne
de Weil sur les valeurs propres du frobenius nous assure que les valeurs
propres de I'opérateur de Hecke T, € End(.J) sont, en module, au plus 2,/g.
Elles sont donc distinctes de ¢ + 1. Par semi-stabilité de la courbe C, on
a un morphisme injectif de End(Jg) dans End(Jr,). On obtient alors que
lopérateur de Hecke T, € End(JE)) ne peut admettre ¢ + 1 comme valeur
propre. Finalement, g + 1 est valeur propre simple de T, agissant sur 7". Or
cette action est donnée par la méme matrice que celle donnant ’action de
T, sur le graphe G. On obtient ainsi le résultat. O

Remarque 5.12. On peut démontrer ce résultat également a l'aide du
théoréeme d’approximation forte. Si on se contente d’avoir des isogénies de
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degré premier a p (ou & un nombre fini de nombres premiers donnés) ce
résultat se démontre probablement d’une facon beaucoup plus élémentaire.

Notons S I'ensemble X;(N)(F,)*, et S := Z\S son quotient pour l'ac-

tion de Gal(F,/F,). Pour s dans S, notons ¥y = @,c,¥,. On a alors :
H; = @segllls_

Fixons un élément xo dans S, classe d’un couple (Ey, Ppy), avec Ey définie
sur F,, (en effet, cela existe). On note B(Q) pour B,,(Q), et B(Qp)
pour By, (Qp). Pour n > 1, notons H, le sous-groupe des triplets (¢, g,0)
dans B(Q,)* x GL2(Q,) x G, tel que la somme de leurs images dans Z/nZ
vaut zéro, et posons :

Uy, = Indp &) ¥ Ge(@)xCry

Comme représentation de B(Q,)*, on a :

B(Qy)

Un =1Indpq,), Yao,

ot B(Q,)% est le sous-groupe de B(Q,)* engendré par B(Z,)* et p™.

Pour tout z dans S, choisissons un z, dans z, et, via la Proposition 5.11,
une isogénie A\, de degré premier & pN, entre xg et x, (c’est & dire, si
(E, P) représente x,, une isogénie de Ey vers E, envoyant Py a P). Cette
isogénie induit des isomorphismes entre Ey[p>°] et E[p™], entre B, (Q,)* et
B(Q,)*, entre B,_(Z,)* et B(Z,)*. Pour z dans S, notons n(z) le cardinal
de z. Alors chaque A, induit un isomorphisme A7 entre ¥, et Uy, qui
traduit Paction de B,_(Q,)* x GL2(Q,) x G,, sur le premier en l'action de
B(Qp)* x GL2(Qp) x Gy, sur le second. L’ensemble des A, nous donne un
isomorphisme :

@z€§Un(z);> @z€§ \I]Z = Hé'

Le but est maintenant de décrire 'action des opérateurs de Hecke via
cette identification entre I’espace des cycles évanescents H! et D,c5Un(2)-
Commengons par quelques remarques sur les U,,, en tant que représentations
de B(Q,)*. Tout d’abord, pour = dans S on a :

\Ijz = fk@ ® Vz = Symk72(H1(Ema Ql)) & Vma

ou V, est la limite inductive des Hl(f(fj)ﬁ,(@l), c’est a dire, le groupe des
cycles évanescants avec coefficients Q;. L’action de B(Q,)% = B(Z,)* x p"*
sur Uy = Fipo @ Vi, se fait via 'action de B(Z,)* sur V,, et laction de
p? sur Fy ., ol p agit par p*=2.
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Supposons que n et m sont des entiers positifs, avec m un multiple de n.
On a alors :
_ B(Qp)" _ B(Qp)" 7. 1B(Qp)7,
Un = Indp(g,);, Voo = Idpq,); Idpq,); Yoo

On vérifie :

Indp (072 Way = Fiay @ Vay @ Qu[nZ/mZ,

ot B(Q,): = B(Z,)* x p"Z opere via B(Z,)* sur Vy, et via p"Z sur les deux
autres facteurs. Il en résulte que U, est canoniquement un facteur directe
de Up,. En fait, U, est le sous-espace de U,, sur lequel p™ dans B(Qy)* opére
comme multiplication par p™(*=2). Notons Uy la limite inductive de tous les
U, (n>1).

Proposition 5.13. Soit ¢ un nombre premier différent de p. L’action de
Vopérateur de Hecke Ty sur @, gUp(,) est décrite par une matrice dont
les coefficients sont donnés par des éléments de Q;[B(Qp)*] (et méme de
Q[B(Q)*])) entierement déterminés par le choix des A, et la correspondance
T, sur S.

Preuve. Notons S, I'ensemble X1(N;q)(F,)** des courbes elliptiques
supersingulieres munies d’un point d’ordre N et d’un sous-groupe d’ordre q.
La correspondance T, sur @, .gUy(,) est donnée par des correspondances
indexées par S, = Z\Sq. Soit A une isogénie de degré q entre des éléments
x et y de S. Décrivons alors la contribution de I’élément A de Siq. Prenons
(r*)

T

setttels quex ==x
par :

t —
ety = :Eg ). La contribution de X & T, est donnée

Ce qui devient par I'identification de H! & @&, gU,(») :

A FTIAF A
Uy — Uy —  Uam — Un@- O

n

Pour utiliser le principe de multiplicité 1, on définit H, comme l'image
de H! dans H!. Notons que H, = H} si k > 2.

Corollaire 5.14. Décomposons l’espace Uy sous la forme de produit
de représentations irréductibles m @ p @ w pour laction du groupe
GL2(Qp) x Gy x B(Qp)*. Alors pour toute représentation irréductible '
de B(Qp)* il y a au plus un triplet de la forme m ® p ® ©' qui intervient
dans He. Donc dans les triplets 1@ pQ7’ intervenant dans He, 7’ détermine
T et p.
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Preuve. Soit 7’ une représentation de B(Q,)* intervenant dans H..
Supposons que 1'on ait deux triplets distints 71 ® p; ® 7’ et T2 ® po @ 7’
intervenant dans He. La proposition précédente implique alors que les deux
sous-espaces 1 ® p1 @ ' et Ty ® pe @ ™ ont les mémes systemes de valeurs
propres pour les opérateurs de Hecke T}, avec ¢ # p. Soit a un tel systeme
de valeurs propres. Le principe de multiplicité un dit que le sous-espace
propre H! correspondant de H' est égal & 7, ® p]vc,p7 ou f est I'unique
nouvelle forme donnant lieu a a. On en conclut que m; = 7y, = 7, que
T, ®pip N H! = 0, et que P}, = p1 ® p2. Mais ceci contredit le Corol-
laire 3.17 qui affirme que 'image po dans H} est irréductible. O

Corollaire 5.15. Soit a un systéme de valeurs propres dans Q; pour les
opérateurs de Hecke T, avec g # p premier opérant sur He. Soit f la nouvelle
forme correspondante. Alors il y a une unique représentation irréductible '
de B(Qp)* qui donne lieu, via la Proposition 5.13, au systéme de valeurs
propres a.

Preuve. Il y a au moins une telle 7’ car a est un systéme de valeurs
propres des Ty. Le fait que H! = 77, ® py’p est d’image irréductible dans
H! fait qu’il ne peut pas y en avoir plus. O

Remarque 5.16. Si on sait montrer que l'application © +— 7 est injec-
tive, alors cela implique ce que l’on cherche a démontrer, a savoir que la
représentation s, détermine la représentation pyr, (pour les my, interve-
nant dans l’espace des cycles évanescents). Pour montrer cette injectivité,
on va utiliser la notion de forme automorphe sur ’algebre de quaternions
B, et quelques résultats sur les correspondances locale et globale de Jacquet-
Langlands entre formes automorphes pour B(Q)* et pour GLy(Q).
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6 Formes automorphes sur les quaternions

L’objectif de ce chapitre est de démontrer l'injectivité de la cor-
respondance établie au chapitre précédent entre représentations admis-
sibles irréductibles de B(Q,)* et de GL2(Q,). L’idée est de montrer
que les matrices B; donnant 'action des opérateurs de Hecke construites
précédemment, sont aussi celles donnant ’action d’opérateurs de Hecke sur
un espace H} de formes automorphes sur les quaternions. A cet effet, dans
une premiere partie, on rappelle les liens existants entre des quotients des
ideles B(A!)* et des classes d’isomorphismes de courbes elliptiques supersin-
gulieres (5.1). On définit alors I'espace HY et 'action d’algebres de quater-
nions sur cet espace (5.2). On réalise alors, via le choix d’isogénies, l'action
des opérateurs de Hecke sous forme matricielle (5.3). Enfin, en utilisant les

résultats de Jacquet-Langlands, on montre 'injectivité de la correspondance
(5.4).

6.1 Courbes elliptiques supersingulieres et quotients
d’ideles

On choisit Ey une courbe elliptique supersinguliere sur Fp. On pose
B(Z) := Endg (Ep), c’est un ordre maximal de B = B(Q) une algebre de
quaternions sur Q ramifiée exactement en p premier et en oco. On a donc
B(Z,) == B(Z) ® Z,, = End(E[p>]) est I'ordre maximal d'un corps de qua-
ternions B(Q,) sur Q,, et B(Z;) ~ Ms(Z;) pour | premier différent de p. On
note A l'anneau des adeles sur Q, Af les adeles finies sur Q et AP les adeles
sur Q sans éléments & la place p premiere. On note B(A')* = (B ® Af)*
les ideles sur B. Si N = [];co I™ est la décomposition de N en facteurs
premiers, on note pour | € N, K, le sous-groupe compact des éléments
de GL3(Z;) congrus a l'identité modulo ™, et K; ,, le sous-groupe com-
pact des éléments de GLy(Z;) congrus (+*) modulo I™. On définit alors les

0 *
sous-groupes compacts de B(A y)* suivants :

Kn=B(Z,)" [] GCL(z) [] Kn,
I premier, IgN leN

et

Kin = B(Zp)* H GL2(ZZ) H Ky,
I premier, IZN leN

Enfin on note K, ,, le noyau du morphisme naturel de B(Z,)* = Aut(E[p™])
dans B(Z/p"Z)* — Aut(E[p"]). On a le résultat classique suivant :
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Proposition 6.2. Soit p un nombre premier. Il existe une correspondance
bijective entre l’ensemble des classes d’isomorphismes de courbes elliptiques
supersinguliéres sur F,, et lensemble B(Q)*\B(A")*/K;.

Preuve. Il existe une bijection bien connue entre les classes de modules
a droite projectifs de rang 1 sur B(Z) noté C(B(Z)) et les classes d’iso-
morphismes de courbes elliptiques supersingulieres sur E,. Soit M un tel
module. Mg = M ® Q est libre de rang 1 sur B(Q). Le choix d’une base de
Mg donne un isomorphisme f : B(Q) ~ Mg. Posons I = f~1(M), c’est un
idéal & droite de B(Z). Considérons alors des générateurs locaux de 'idéal
I1:1I8Zy = gq.-B(Z,). Pour presque que tous ¢, on a g, € B(Z,)* car B(Z)/I
est fini. On obtient ainsi une idele g € B(A®)*. Un autre choix pour f, don-
nerait une idele ¢’ vérifiant ¢’ = b.g.k avec k € K; et b € B(Q)*. On obtient
ainsi une fleche de C(B(Z)) dans B(Q)*\B(Af)*/K;. Dans l'autre sens
une idele g € B(Af)*, on associe le B(Z)-module M = [1,9-B(Zg) N B(Q)
qui ne dépend que de la classe de g dans B(Q)*\B(A")*/K;.

D’autre part, il existe une bijection entre I’ensemble des classes d’isomor-
phismes de courbes elliptiques supersingulieres sur F,, et 'ensemble C(B(Z))
(voir par exemple [Grl, part.2]). A une classe d’isomorphismes E, on asso-
cie le Endg (Eo) = B(Z)-module a droite Mp = Homg (Eo, E). Ce module
est non nul (cf 5.11) libre de rang 4 sur Z : ¢’est un Z-module libre qui est
un End(Ep)-module aussi son rang est au moins 4; le choix d’une isogénie
de Ey dans E permet d’injecter Mp dans Endg (Eo). Reste a voir qu’il est
localement libre de rang 1 sur B(Z). Pour cela il suffit de montrer que pour
tout g premier Mg ® F, est engendré par un élément sur B(Z) ® F,. En
q # p cela résulte de la simplicité de Ma(F,). En p, on a B(Z) ® F), ~ 2 [¢]
avec les relations €2 = 0 et e.x = zP.e. Le module My ® F, est fidele sur
IF2[€] (sinon le frobenius se factoriserait par la multiplication par p), et le
choix d'un x dans Mg ® IF,, vérifiant e.x # = nous donne une base sur Iz,
et donc un générateur sur F2[e]. Dans 'autre sens, & M module & droite
projectif de rang 1 sur B(Z), on associe la courbe elliptique M ®pz) Fo
définie comme suit : c’est le foncteur des schémas sur Fp dans les groupes
abéliens valant en S, M ®@pz) Eo(S). On peut écrire le module M étant
projectif B(Z)™ ~ M & L. L’idempotent ir,.pry, associant a (m,!l) I’élément
(0,1), définit un morphisme e : (Ep)™ — (Ey)™ dont le noyau représente le
foncteur M ®p(z) Eo(.). Ce noyau est un schéma abélien sur F,, et 'on peut
construire facilement des morphismes non nuls de £ = M®p(z)E dans Ey,
et dans l'autre sens de Eg dans £ = M ®p(z) Eo, ce qui montre que E est de
genre 1. Il reste & voir que M ~ Hom(Ey, M ® Ey). On a une fleche naturelle
de M dans Hom(Ey, M ® Ep) : on associe & m I’élément 2 — m ® x. Posons
MY = Hom(M, B(Z)). On obtient une fleche de MY dans Hom(M ® Ey, Eq)
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en associant a n I’élément m® e — n(m).e. Considérons le morphisme natu-
rel de M @ M"Y dans B(Z) associant & m®n I’élément n(m). Ce morphisme
est surjectif (projectivité de M), donc bijectif. Le diagramme suivant com-
mute :

M@ MY — Hom(Ey, Ey® M) ® Hom(M ® Ey, Ey)

N !
B(Z) = End(Ey)

Aussi le morphisme de M ® MV dans Hom(Ey, Ey® M) ® Hom(M ® Ey, Ey)
est bijectif, ce qui donne le résultat. O

Corollaire 6.3. Soient p un nombre premier et Ey une courbe elliptique
supersinguliere sur Fp. Il existe une correspondance bijective entre l’en-
semble des classes d’ideles B(Q)*\B(AN* et I’ensemble des classes d’iso-
morphismes de courbes elliptiques supersinguliéres E sur ?p munies d’un
isomorphisme de E*°™ dans EY"-. Il existe aussi une correspondance bi-
jective entre B(AY)* et ’ensemble des classes d’isomorphismes de courbes
elliptiques supersingulieres E sur E, munies d’un isomorphisme de EY*s
dans E™' et d’une quasi-isogénie A € Hom(Ey, E) @ Q.

Preuve. On rappelle que l'on a pour tout ¢ premier
End(Ep[¢*™]) ~ B(Z,). A g € B(Q)*\B(A!)*, on associe la courbe
elliptique définie par la correspondance précédente, i.e, £ = Mg ®p(z) Eo-
On remarque alors que :

E[q¢™] = (Mg ®p(z) Eo)[q™] = Mg 4 ®p(z,) Eolq™]

On a Mz, ~ Hom(E[¢*],F[¢*°]) comme B(Z,)-module & droite. La
donnée de g, revient alors a celle d’ un isomorphisme entre Ey[¢°] et E[¢™]
(x +— g4 ® x). Aussi se donner g revient & se donner un isomorphisme de
Etors. dans Etors.' O

Corollaire 6.4. Soient p un nombre premier, n un entier, N un entier non
divisible par p. Soit Ey une courbe elliptique supersinguliére sur Fp.

Il existe une correspondance bijective entre l'ensemble Spn n des classes
d’isomorphismes de courbes elliptiques supersingulieres sur E, munies d’un
isomorphisme entre Eo[p™] et E[p™] modulo K, et d’un point d’ordre N
et Uensemble des classes d’idéles S} n = B(Q)*\B(A")*/K), K1 n.

Il existe une correspondance bijective entre l’ensemble Sy n des classes
d’isomorphismes de courbes elliptiques supersingulieres sur Fp munies d’un
isomorphisme entre Ey[p™] et E[p™] et d’un point d’ordre N et ’ensemble
des classes d’ideles S = B(Q)*\B(A")* /K7 .
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Preuve. On peut supposer N = ¢™ avec ¢ nombre pre-
mier distinct de p. Soit une classe d’idele B(Q)*.g.K, ,Kn,.On pose
E = M,®Ey. Remarquons que Isom(Ey[¢*°], E[¢*°]) modulo Ky s’identifie
aIsom(Ep[q™], E[¢™]). En utilisant la bijection de la proposition précédente,
la donnée de la classe de g4 revient donc & la donnée d’un isomorphisme
entre Ey[g™] et E[g™] et celle de la classe de g, & un isomorphisme de
Ey[p™] dans E[p*°] modulo K, ,,. Aussi, si on se fixe ¢y une I'(¢"™)-structure
sur Fy, on a une bijection entre I'ensemble des classes d’isomorphismes de
courbes elliptiques supersingulieres sur Fp munies d’une I'(¢g™)-structure
et d’un isomorphisme entre Ey[p™] et E[p™] modulo K, ,, et I’ensemble
B(Q)*\B(AY* /K, ,K,m. Cette bijection est équivariante pour I'action du
groupe GLo(Z/q™Z) s’identifiant au groupe Aut(Ep[¢™]). En quotientant
par K 4, on obtient une bijection entre ’ensemble des classes d’isomor-
phismes de courbes elliptiques supersingulieres sur Fp munies d'une 'y (¢™)-
structure et un isomorphisme Ey[p™] et E[p>°] modulo K, , et I’ensemble
B(Q)"\B(AY)*/Kpn K1 qn. O

On dispose pour tout entier n € NU{oo}, sur 'espace Spn n du faisceau
F défini en « = (E, P, a,) par F, = Sym" ?(H'(E, Q,)). Via les correspon-
dances précédentes, sa donnée sur S’ n - revient a celle du faisceau constant
de fibre Fy = Sym* " 2(H'(Ey,Q,)) sur B(A")*/K? K, ,, et de 'action na-
turelle m9 de B(Q)* sur Fy. On pose M), = HO(SI’,W,’N,]-') ~ HY(S,n N, F).
En fait M/ s’identifie & 'ensemble des fonctions f de B(Af)*/Kf’NK
dans Fp vérifiant f(v x) = wo(y)f(x) cela pour tout v € B(Q)* et
r € B(AhH* / K} yKpn. Lensemble HY = hmM’ s’identifie aux éléments
de M/, de stablhsateur ouvert dans B(Z,)*. On dispose sur M/ de l'action
de I’algebre de Hecke T’ provenant des classes d’ideles. On rappelle que T
est la Z-algebre engendrée par les doubles classes B(Zq)*\B;/B(Z,)* pour
tout ¢ premier ne divisant pas N, K ;nq \B; / K;nq pour ¢ divisant N. Cette
algebre est engendrée par les opérateurs de Hecke T, valant :

- pour g ne divisant pas Np :

r_
T, = GL3(Z,). (O . ).GLy(Z ]_[gGL2
ol g € Ma(Zy) N GL2(Qg) modulo GLy(Z,) et det(g) = g,

- pour ¢ divisant N :

1 1
T, = anq ).K g H 9K g
olt g € Ma(Z,) N GLy(Q,) modulo K., et det(g) = g,
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- valant pour g =p :

T) = B(Z,)*w.B(Zy)" = m.B(Z,)* = B(Zy)*w

avec m générateur de l'idéal bilatére maximal de B(Z,).

Proposition 6.5. Soient n € NU {co} et ¢ un nombre premier distinct de
p. La bijection O, entre les ensembles M), et M, est compatible avec les
actions des opérateurs de Hecke T, et Té.

Preuve. Soit f € M,, on veut montrer que 7;(0,f) = O(T,f). Pour
tout ; = (E, P,ay) € Spn N, on choisit un g; dans B(A/)*/K; x tel que
O(z;) = g;- D’autre part, si f' € M/, on a O~ 1f/(z) = A\"1)*f'(x,)) o

A est une quasi-isogénie de Ej dans E. On a aussi (O(f))(z,\) = A" f(x )
Calculons Té( f7). Supposons que ¢ ne divise pas N. On écrit I'opérateur
de Hecke T) = GLa(Zy).(().GL2(Z,) = [I,GL2(Z,). On a
(Tyf)gi) = 22, f'(gi-hi). Si on écrit gi.hy = ~v.g;.k, et si on pose
n; = card{y € B(Q)* tels que vg; = ¢g;h modulo K}, on a alors :

Z Z n;)” f(g5)

ot1 y parcourt I'ensemble B(Q)* N {g;. K.(3 2).K.g;1}.
Aussi :

O HT)(Of)(z:) = (\7 1) ZZ(nj)’lﬂo(v)G(f)(gj)

~

ie,
O N T(OFf) (i) =Y > () (A1) TN} f(x5)
i

mais cette derniére somme se réécrit Z¢(n¢)_1¢* f(zg), ou ¢ parcourt
I’ensemble des isogénie de degré ¢ de source x;, et si ¢ : E; — E’, on a
noté ng = card(Aut)(E’), et 4 = (E’, 9P, ¢a). On a bien le résultat car
Tof(z) =Y g f(Ei/H, muP, mray,) la somme s’effectuant sur les sous
groupes d’ordre ¢ de E; ne rencontrant pas P; my est 'isogénie quotient.

Si ¢ divise N, la démonstration s’adapte bien car dans ce cas I’ensemble
B(Q)*n{giK.(§ ?).K.g;l} s’interpréte comme l’ensemble des isogénies de
la courbe elliptique E; = M, ® Eo dans la courbe elliptique E; = My, ® Eq
de degré ¢ respectant les I'y (N)-structures de niveau . O
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6.6 Action des algébres de quaternions sur ’espace H},

De I'égalité Mo, = HO(Spe n, F). On a :

My = @y:(E’P)GSNHO(ISOIn(EO[pooLE[poo])’]:)
M. = 69y:(E,P)GSN]:y ® HO(Isom(EO[poo]7E[poo])>@l)

Maintenant, si on note Q[Isom(Ey[p>], E[p>])] 'ensemble des fonctions
sur Isom(Ey[p™], E[p™]) & valeurs dans Q; dont le stabilisateur est ouvert
dans B(Z,)* = Aut(Ey[p™>]). On en déduit que :

HY = ®y—(5,p)esy Fy © Q[lsom(Eo[p™], E[p™])]

En posant pour y = (E,P) € Sy, H By = F, ® Q;[Isom(Ey[p>], E[p>])],
on écrit HY = @yesyHY -
Chaque H% , est muni d’une action de By(Z,)* = Aut(E[p>]). On
peut étendre cette action en une action de By (Q,)* = End(E[p*>]) ® Q sur
zEZyH B.. : par analogie avec les calculs effectués au chapitre précédent
on pose pour z € Zy, z = (E®) PW)) et b = b.F" € B,(Z,) — {0} (cf
4.2.2)
(s—7)

b.(E(pS),P(pS),ap) - (E(p‘“_r),p(p‘*”),g(p ay)

et sur le faisceau, on utilise F" : E® — E®°). On peut vérifier que
sous les conditions analogues a la proposition 4.2.2, on obtient une action
de B(Qy);, sur ®ZEZyHOB -

Avec les meémes notations que dans la partie 4.3, i.e, H, est le stabilisa-
teur de Hy ,, dans B, (Qp)*, on a

s—r)

_ 0 0 i 1By (Qp) 170
HBy @ZGZyH = —deZ P HB’y

6.7 Action des opérateurs de Hecke sur I’espace HY},

Pour calculer 'action des opérateurs de Hecke T} sur HY, on trivialise la
situation. De fagon analogue & 5.10, on choisit pour tout y = (E, P) € Sy,
une isogénie A, de degré premier a pN, entre yo et y. Cette isogénie in-
duit des isomorphismes canoniques entre Hy et HY . By(Q,) et B(Q,).
Et si on note H,(, limage de H, dans B(Q,)* par ce dernier isomor-

. . . . . 1B(Qp)*
phisme, on obtient un isomorphisme entre H%g et Vi) = dei(y”)) H%’,yo’
compatible aux actions de B,(Q,)* et de B(Q,)*. Finalement on ob-

tient une trivialisation de H} en @y V). On appelle Vj le sous-espace

de 1nd§§%p) Q[B(Zy)*] engendré par les V), action de B(Z,)* sur
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Q[B(Zy)*] étant la représentation réguliere a droite. On note pj la
représentation de B(Q,)* sur V4.

Proposition 6.8. L’action des opérateurs de Hecke Ty, pour | nombre pre-
. . . . ,

mier distinct de p, sur ©gV,(y) peut se représenter par une matrice B; en-

tierement déterminée par la connaissance des représentations mo et pj,.

Preuve Fixons [ nombre premier distinct de p. Et soit A une isogénie

de degré I entre y; et yo. Supposons que y; = y®) et yp = y’(pS/). Calcu-
lons la contribution de A & P’action de Tj. Comme y; = y®), H?B,yl est la
partie stable sous F*H,F~° de HOB@ et est identifié a la partie stable sous
FeH, ) F7% de V,(p), i.e, FSH%yyO. La contribution de A a ’action de T; est
donnée par :

0 Prys 0 A" 0 iy 0
Hp — Hp, = Hp, — Hp

Ce qui devient par l'identification de HY & ®:Vi(z) -

Pr sy

Dz Vr(z) - FS/ HO

f_%
B.,yo

) i (p®)
FHE,, = ®:Vi

Avec f} donnée par :
= (P F =) ) (P A F ) = AT 000) = m0.pf(a})

—S/ s
ou a) = )‘z(f’) ))\/\Z(,p ). D'oit une représentation matricielle de I'action des
opérateurs T, donnée par des matrice Bj, matrice s X s ou s est le cardinal
de 'ensemble Sy . O

Remarque 6.9. Pourvu que [’on choisissent les mémes trivialisations, les
matrices By donnant 'action des opérateurs de Hecke Ty, pour | premier
distinct de p, sur lespace des cycles évanescents H. et Bj sur lespace HY
sont étroitement liées. Plus precisément, les coefficients ax et a), interve-
nant dans les calculs des matrices B et B] sont égauzx. Du fait que la
représentation py est une sous-représentation de la représentation pj, la
matrice B) est une sous-matrice de Bj.

6.10 Utilisation des résultats de Jacquet et de Lan-
glands

Rappelons I'existence d’une correspondance, appelée correspondance de
Jacquet-Langlands, entre les représentations irréductibles lisses de B(A)*
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et des représentations irréductibles lisses de GL2(A). Cette correspondance
que I'on notera JL(.), est de nature locale i.e JL = ®,JL,, et est caractérisée
par linvariance du caractére central et des facteurs L et e associés aux
représentations. En particulier, si 7 = JL(7’), les représentations 7, et 7,
sont équivalentes pour ¢ # p, 0o, et si la représentation 77;, est de dimension
1 alors la représentation m, est de la série spéciale, sinon elle est supercus-
pidale. (voir [JaLa], [DiTa, part.5])

Les résultats classiques de la théorie des formes automorphes sur les
quaternions ([Ge, part.10]), i.e sur B(A), nous permettent de décomposer
I'espace H% en une somme directe sur lensemble des représentations

admissibles irréductibles de B(A), 7’ non équivallentes avec 7. fixé,
des représentations irréductibles admissibles de B(Qp)* : m,. Cette

décomposition HY = ©nrm,, est celle de HY est sous-module simple pour
I’action de ’algebre de Hecke T.

Proposition 6.11. La correspondance obtenue au chapitre précédent
7 enlre représentations m, admissibles irréductibles de B(Qp)* et
représentations admissibles irréductibles m, de GL2(Q,) (5.14) est injec-
tive.

Preuve. Soient 7/ 117 et ' ; deux représentations irréductibles admissibles
de B(Q,)* envoyées sur une méme représentation m, par la correspondance
5.14. 1l existe f une nouvelle forme propre de poids k de niveau p™ N telle
que T 5 =~ mp.| |p. D’aprés les rappels précédents et la remarque 6.9, il
existe deux représentations irréductibles lisses de B(A)*, 6' et #? admet-
tant les mémes valeurs propres, celles de f, pour les opérateurs Ty, [ # p, et
vérifiant 0] ~ (TF/;)V, 02 ~ (Wlf))v. On aura alors JL(6;) = JL(62) car ses
deux représentations ont les mémes valeurs propres pour presque tous les
opérateurs T; (en [ ou les représentations ne sont pas ramifiées, les facteurs
L et € ne dépendent que du caractere central et de la valeur propre de Tj).
Par injectivité de la correspondance JL, les représentations ' et 62 sont
équivalentes. Aussi, les représentations 9; et 02 sont équivalentes. Finale-

. . . 1 2 P
ment, on a montré que les représentations 7’ » et i p sont équivalentes. La
correspondance 5.14 est donc injective. O

On obtient ainsi le résultat désiré :

Corollaire 6.12. Soit f une nouvelle forme parabolique propre de poids k,
k > 2, de niveau p" N . Supposons que la représentation p¢ , ne soit pas dans
la fibre spéciale, i.e., pg, ¢ HY, alors w¢, détermine py.,,.

Remarque 6.13. La correspondance 5.14 s’avere étre le dual de la corres-
pondance de Jacquet-Langlands. On a w(m,) = JLp(ﬂ;v). En conséquence,
s1 la forme modulaire f considérée est telle que la représentation pys p.. soit
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de dimension 1, alors la représentation 7y, est de la série spéciale car la
représentation m, est alors de dimension 1; si pfp . est de dimension 2
alors la représentation s, est supercuspidale ou spéciale.

Remarque 6.14. Etant donné f une forme propre nouvelle telle que p¢ ,, ne
soit pas dans la fibre spéciale, on sait lui associer, a l’aide des matrices By,
une représentation automorphe de B(A)*. On a ainsi construit un inverse
de la correspondance globale de Jacquet-Langlands.
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7 Les résultats

Théoréme 7.1. Soient p un nombre premier, N et k deux entiers, k > 2.
Soit f une forme modulaire nouvelle propre pour les opérateurs de Hecke, de
niveau N et de poids k. Alors la représentation admissible irréductible ¢,
de GL2(Q,) détermine la restriction py, de la représentation galoisienne
associée a f au groupe de décomposition en p.

Preuve. On appelle ps,. 'image de p}/’p dans l’espace des cycles
évanescents H!, p, s 'intersection de p¥’p avec la cohomologie de la fibre
spéciale H!, ps, s I'image de cet intersection dans la cohomologie de la
normalisation de la fibre spéciale I:Ii On dispose du diagramme suivant

composé de deux suites exactes :

X — o

w =

— H! w— H!

T

w =

O —

Distinguons alors trois cas :
Premier cas : py, = psp,s, autrement dit si la représentation py, est dans
la cohomologie de la fibre spéciale. On a d’apres les résultats du chapitre 3
(3.4.3, 3.5.1) et du chapitre 2 (2.4.3), psp, = psp,s, la représentation my ),
est de la série principale, et si 7y, ~ ind(«, 8) alors ps, >~ «| |;1 & 0.
Deuxieme cas : py,p = pf,pe, autrement dit si la représentaton py,, est dans
I’espace des cycles évanescents. On sait d’apres les résultats des chapitre 2
(2.4.3) et du chapitre 5 (5.4.2), que la représentation py,, est irréductible,
que la représentation 7s, est spéciale ou supercuspidale et détermine la
représentation py .
Troisieme cas : pfp s est de dimension 1, alors py, s est inclus dans K,
et pspe est aussi de dimension 1. Dans ce cas d’apres les résultats des
chapitre 2 (2.4.3), 3 (3.5.1) et 5 (5.4.2), la représentation py , est réductible
indécomposable, la représentation 7y ,, est de la série spéciale ; si 75, >~ Spa,
alors pyg ), o (‘3 aITEI ).
O

On peut préciser la relation liant les représentations 7y, et ps, en terme
des classifications données au premier chapitre. Rappelons qu’ il existe un

65



procédé di a Weil de construction des représentations supercuspidales et
spéciales (voir [Ge, Chap.7.A.], prop.1.6.5.). Il permet étant une exten-
sion quadratique K, de Qp, et un caractere oy, de Qj, de construire une
représentation admissible de GL3(Q)) irréductible supercuspidale, si le ca-
ractere ne se factorise par la norme, et spéciale sinon. On la notera 7k, o, -
On obtient ainsi dans le cas p # 2 toutes les représentations supercuspidales.
Dans le cas p = 2, il existe des représentations supercuspidales dites extra-
ordinaires qui ne peuvent s’obtenir par ce procédé. Ce procéde se globalise,
i.e qu’étant donné une extension quadratique K de Q et un caractere «
des ideles A%, on peut associer une représentation irréductible automorphe
cuspidale -si le caractére ne se factorise par la norme- de GL2(A) ([Ge,
Chap.7.B.]), on la notera ri 4.

Rappelons aussi que dans le cas ou p # 2, toutes les représentations

sy . . . . . . G N
irréductibles galoisiennes qui interviennent sont de la forme 1ndep (ap), ol
L est une extension quadratique de @Q, et o), un caractere du groupe G,
(cf. th.1.5.2.) distinct de son conjugué.

Proposition 7.2. Soient p et | deux nombres premiers distincts, N et
k deuzx entiers, k > 2. Soit f wune forme modulaire nouvelle propre
pour les opérateurs de Hecke, de niveau N et de poids k. Supposons que
la représentation wy, est supercuspidale, de la forme rr, o,. Alors la
représentation galoisienne py, est équivalente d indgi‘; (ap-| |;1/2).
Preuve. On choisit une extension quadratique K de Q et un caractere a
de A% tels que K ® Q) ~ K), et a|k, = ay. La représentation de Weil rx o
a un facteur local en p équivalent & 7y y,, et correspond a une nouvelle forme
parabolique propre g. Par le théoreme précédent les représentations py, et
Pg.p sSont équivalentes. En presque toutes les places g de K, la représentation
TK,a, est non ramifiée de la forme rg o, =~ ind(aq g |12 g 4| |71/2) par
construction. Il s’ensuit par le théoréme précédent que la représentation pg 4

P X . . —1/2 —1/2 .
est équivalente & la représentation oy 4| |q 2 g a2,q4| |q /2 Or on a aussi

/

- . .G _ _ _ .
équivallence ind2 (af [71/2)p, ~ a1l |g V2% agq] |77, Aussi par le

s ) . e _
théoreme de Chebotareff, les représentations pg., et indg,” (.| o /2y sont
P
équivalentes. O

Corollaire 7.3. Soient p et | deur nombres premiers distincts, N et k
deux entiers, k > 2. Soit f une forme modulaire nouvelle propre pour les
opérateurs de Hecke, de niveau N et de poids k. Alors la représentation
admissible irréductible Ty, de GL2(Qp) détermine la restriction py ) de la
représentation galoisienne associée a f au groupe de décomposition en p.
La relation, en ommettant les cas extraordinaires, est la suivante :
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représentation principale spéciale supercuspidale
locale my p (e, B) Spa Ko
représentation || décomposée | indécomposable irréductible
— * . Go —1/2
locale pf,p al |, lgp (o o] |;1) indg, " (| |p / )

Remarque 7.4. Si on oublie les cas extraordinaires -ils n’interviennent
que pour p égal d 2-, on peut wvoir que la correspondance p(.) que
Uon obtient entre représentations admissibles irréductibles de GL2(Q,) et
représentations galoisiennes locales de dimension 2 de G, est, dans les
termes de Deligne dans [Del, 3.2.], la correspondance de Tate. Elle est ca-
ractérisée par les égalités suivantes pour tout caractere x de Qy, et pour tout

caractére additif ¥ non trivial de Q, : L(mp, ® x, s) = L(p(mp) ®| |113/2 ®X,S)
et €(mp, @ x,5, V) = e(p(mp) @ | |11;/2 ® X,8,¥). On peut aussi remarquer
que les conducteurs de m, et p(m,) sont égaur. On aimerait inclure les cas
extraordinaires, mais cela est plus complexe.

Remarque 7.5. Si on se place au niveau du Q,-espace vectoriel HY, les
résultats obtenus permettent d’associer, pour p # 1, a toute représentation
admissible irréductible de GL2(Q)), une représentation galoisienne de G,
de dimension 2. La correspondance ainsi obtenue est celle noté o dans [Cal,
0.5], ou oy dans [Ny]. Ces deux derniéres références traitent le cas extra-
ordinaire. Dans [Cal] par des méthodes de changements de base développés
par Langlands, et dans [Ny] en utilisant des formes modulaires de poids 1.
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