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Introduction.

Ce volume a pour but de faciliter au non-expert 1'usage de la cohomologie
{2-adique. J'espire qu'il lui permettra souvent d'éviter le recours aux exposés

touffus de SGA 4 et SGA 5. I1 contient aussi quelques résultats nouveaux,

Le premier exposé, rédigé par J.F. Boutot, survole SGA 4, Il donne les
principaux résultats - avec une généralité minimale, souvent insuffisante pour les
applications - et une idée de leur démonstration, Pour des résultats complets, ou

des démonstrations détaillées, SGA 4 reste indispensable.

Le "Rapport sur la formule des traces' contient une démonstration complé-
te de la formule des traces pour 1'endomorphisme de Frobenius. La démonstration est
celle donnée par Grothendieck dans SGA 5, élaguée de tout détail inutile, Ce Rapport
devrait permettre & l'utilisateur d'oublier SGA 5, qu'on pourra considérer comme
une série de digression , certaines trés intéressantes, Son existence permettra de
publier prochainement SGA 5 tel quel, Il est complété par 1'exposé "Applications

de la formule des traces aux sommes trigonométriques'" qui explique comment la for-

mule des traces permet 1'étude de sommes trigomométriques, et donne des exemples.

Le public visé par les autres exposés est plus limité, et leur style s'en
ressent, L'exposé "Fonctions L modulo " et modulo p " estune généralisation
"modulaire” du Rapport, basée sur 1'étude SGA 4 XVII 5.5 des puissances symétriques,
L'exposé '"La classe de cohomologie associée & un cycle" définit cette classe dans
divers contextes, et donne la compatibilité entre intersections et cup-produits,
Dans '"Dualité" sont rassemblés quelques résultats connus, pour lesquels mamquait
une référence, et quelques compatibilités. L'exposé "Théorémes de finitude en coho-
mologie f-adique" est nouveau. Il donne notamment, en cohomologie sans supports,

des théoreémes de finitude analogues 2 ceux connus en cohomologie 2 supports compacts.

Pour plus de détails sur les exposés, je renvoie a leur introduction res-

pective,
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Je remercie enfin J.L. Verdier de m'avoir permis de reproduire ici ses
notes "Catégories dérivées (Etat 0)". Elles restent je crois trés utiles, et étaient

devenues introuvables.

Dans les références internmes A ce volume, les exposés sont cités par un

titre abrégé, indiqué entre [ ] dans la table des matidres.

Bures-sur-Yvette, le 20 Septembre 1976

Pierre Deligne
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Un fil d'Ariane pour SGA 4, SGA 4.% et SGA 5.

Les exposés I a VI de SGA 4 donnent la théorie générale des topologies

de Grothendieck. Trés détaillés, ils peuvent &tre précieux lors de 1'étude de to-
pologies exotiques, telle celle qui donne naissance & la cohomologie cristalline.
Pour la topologie étale, si proche de 1l'intuition classique, un garde-fou si im-
posant n'est pas nécessaire : il suffit de conmnattre (par exemple) le livre de
Godement [47, et d'avoir un peu de foi, Autres références possibles : les chapitres
I a III des notes d'Artin [1], 1'exposé Bourbaki de Giraud [3] ou [Arcata] I. Les
exposés VII et VIII commencent 1'étude de la topologie étale. Ils sont plus détail-

1és que le chapitre III d'Artin et que [Arcata] II.

L'étude des courbes est la clef de la cohomologie étale. Elle est com-
mencée par Artin dans 1'exposé IX de SGA 4 ; des conséquences, quant a la dimen-
sion cchomologiques, sont données dans ¥, Les points essentiels sont repris dans
[Arcata] III. L'exposé XI n'est pas nécessaire pour la suite ; il contient une
élégante démonstration du théoréme de comparaison entre cohomologie étale et coho-

mologie classique dans le cas particulier des variétés algébriques complexes lisses.

Les exposés XII et XIII prouvent le fondamental théoréme de changement de
base pour un morphisme propre, Ainsi que 1'a remarqué Artin dans (algebraic appro-
ximation of structures over complete local rings, Publ. Math. IHES 36 (1969)

p. 23-58-§3), son théoréme d'approximation permet de simplifier la démonstration.
Cette voie est suivie dans [Arcata] IV ot les multiples dévissages de la démons-
tration ne sont qu'esquissés, et ol les applications de 1'exposé XIV ne sont que
trés briévement indiquées, Le théoréme permet de définir la "cohomologie a supports
compacts", et les foncteurs "images directes supérieures 2 supports propres” Rif‘
(dont les propriétés se raménent 2 celles des foncteurs images directes supérieures
pour un morphisme propre), C'est le sujet du prolixe exposé XVII ; 1l'essentiel est
dit dans [Arcata’) IV, mais des morceaux de XVII peuvent avoir ume utilité indé-

pendante.
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Les exposés XV et XVI sont centrés sur le fondamental théoréme d'acycli-
cité locale pour les morphismes lisses. L'influence de SGA 7 transparait dans
1'exposé parallele moins détaillé [Arcata] V, qui contient aussi la preuve des ré-

sultats requis de SGA 2,

L'exposé [Arcata] VI est consacré a la dualité de Poincaré ; il est plus
clair que SGA 4 XVIII mais ne prétend pas donner une démonstration compléte, Pour
ceux qui tienment & une démonstration purement algébrique, il est simplifié par
une référence 2 [Dualité] §3 ; il ne contient pas la preuve du formalisme auquel

ob&it le morphisme trace (XVIIT $§2).

I1 existe en cohomologie étale un formalisme de dualité analogue a celui
de la cohomologie cohérente, Pour 1'établir, Grothendieck utilisait la résolution
des singularités et la conjecture de pureté (pour 1'énoncé, voir [Cycle] 2.1.4),
établie dans un cadre relatif dans SGA 4 XVI, et -modulo la résolution- en égale
caractéristique dans SGA 4 XIX. Les points-clefs sont &tablis par une autre méthode,
dans [Th., finitude], pour les schémas de type fini sur un schéma régulier de di-
mension O ou 1 . Divers développements sont donnés dans SGA 5 I. Dans SGA 5 III,
on montre comment ce formalisme implique la trés générale formule des traces de

Lefschetz-Verdier,

On voit que dans la version originale de SGA 5, la formule de Lefschetz-
Verdier n'était établie que conjecturalement, De plus, les termes locaux n'y étaient
pas calculés. Pour l'application aux fonctions L , ce séminaire contient une autre
démonstration, elle compléte, dans le cas particulier du morphisme de Frobenius.
C'est celle qui figure dans [Rapport’]. Autres références : pour 1'énoncé et le
schéma des dévissages : 1'exposé Bourbaki de Grothendieck [57 ; pour une bréve
description de la réduction (due 2 Grothendieck) du cas crucial a un cas déja traité

par Weil, [27] §10 ; pour un traitement f-adique de ce dernier cas, [Cycle] §3 .

Dans SGA 5, on trouvera encore un traitement détaillé du passage de la
Z/{f‘-cohomologie a la ZZ£~ cohomologie (exposés V et VI, par J.P. Jouanolou), et
du formalisme du morphisme de Frobenius (exposé XV, par C. Houzel). Les exposés X

2
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et XII, rédigés par I. Bucur, donnent le calcul de la caractéristique d'Euler-

Poincaré d'un faisceau sur une courbe, et celui de la trace de 1'endomorphisme de

sa cohomologie défini par certaines correspondances, Dans VII, Jouancolou domne le

calcul de la cohomologie de schémas classiques, et des applications. Par ailleurs,

1'exposé de Serre "Introduction & la théorie de Brauer'" a été repris dans son

livre [6] (32me partie).

RY

[23

£33

(4]

(5]

(m
=
[
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Cohomologle étale: les points de départ,

par P, Deligne, rédigé par J.F, Boutot,

Ce travall reprend 6 exposés donnéspar P, Deligne 2 Arcata en aofit 1974
(AMS Summer School on algebraic geometry), sous le titre: "Inputs of etale cohomology".
tn 7% exposé est devenu le "rapport sur la formule des traces", dans ce m&me volume,
Le but des exposés étalt de donner les démonstrations des théorémes fondamentaux en
cohomologle étale, débarassées de la gangue de non-sense qul les entoure dans SGA 4,
Nous n'avons pas cherché a énoncer les théorémes sous leur forme la plus générale,
ni 2 suivre les dévissages, parfoils astucileux, que leur démonstration requiert, Nous
avons au contraire mis 1l'accent sur les cas "irréductibles", qui, tous dévissages

faits, restent & traiter,

Nous espérons que ce texte, qui ne prétend 2 aucune originalité, aidera

le lecteur a consulter avec profit les 3 volumes de SGA 4,

Convention, Nous ne considérerons que des schémas quasi-compacts (= réunion finie
d'ouverts affines) et quasi-séparés(= tels que l'intersection de deux ouverts affines

est quasi-compacte), et les appellerons simplement schémas,
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Arcata I-1

I. Topologies de Grothendieck,

A 1l'origine, les topologies de Grothendieck sont apparues comme sous-
jacentes a sa théorie de la descente {(cf SGA 1 VI, VIII); 1'usage des théories de

cohomologie correspondantesest plus tardif, La méme démarche est suivie ici:

en formalisant les notions classiques de localisation, de propriété locale et de
recollement (§ 1, 2, 3), on dégage le concept général de topologie de Grothendieck
(§ 6); pour en justifier 1'introduction en géométrie algébrique, on démontre um
théoréme de descente fidelement plate (§ 4), généralisation du classique théoréme 90

de Hilbert (§ 5).

Le lecteur trouvera une exposition plus compléte, mais concise, du
formalisme dans Giraud [ 5 ]. Les notes de M, Artin: "Grothendieck topologies" [1]
(chapitres I a III) restent également utiles, Les 866 pages des exposés I a VI
de SGA 4 sont précieuses lorsqu'on considére des topologles exotiques, telle celle
qui donne naissance 2 la cohomologile cristalline; pour utiliser la topologie étale,
si proche de l'intuition classique, il n'est pas indispensable de les lire,

1, Cribles, Soient X un espace topologique et £ : X R une fonction & valeurs
réelles sur X , La continuité de £ est une propriété de nature locale; autrement
dit, si f est continue sur tout ouvert suffisamment petit de X , £ est continue

sur X tout entier, Pour formaliser la notion de 'propriété de nature locale" ,

nous introduirons quelques définitions,

On dit qu'un ensemble WY d'ouverts de X est un crible si pour tout
U€u et VCU ,ona VEY ., On dit qu'un crible est couvrant si la réunion de

tous les ouverts appartenant & ce crible est égale 2 X ,
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Etant donnée une famille {Ui} d'ouverts de X , le crible engendré par
{Ui} est par définition l'ensemble des ouverts U de X tels que U soit conte-

nu dans 1l'un des Ui

On dit qu'une propriété P(U) , définie pour tout ouvert U de X , est
locale si, pour tout crible couvrant U de tout ouvert U de X , P(U) est vraie
si et seulement si P(V) est vraie pour tout V € Y . Par exemple, étant domné

f : X=R , la propriété "f est continue sur U " est locale,

2, Faisceaux, Précisons la notion de fonction donnée localement sur X .,

(2.1) Point de vue des cribles: Soit Y wun crible d'ouverts de X . On

appelle fonction donnée y-localement sur X la donnée pour tout U € Y d'une

fonction fU sur U telle que, si V< U, on ait fV = ﬂJW

(2.2) Point de vue de Cech: si le crible U est engendré par une famille

d'ouverts Ui de X , se donner une fonction W-localement revient a se donner
une fonction fi sur chaque Ui telle que fi\Uin Uj = fj\Uin Uj

Autrement dit, si 2Z =JJ_U1 , se donner une fonction Y-localement re-
vient 2 se donner une fonction sur Z qui solt constante sur les fibres de la

projection naturelle Z = X ,

{2.3) Les fonctions continues forment un faisceau; cela signifie que pour tout
erible couvrant U d'un ouvert V de X et toute fonction donnée u-localement
{EU} telle que chaque fU soit continue sur U , il existe une unique fonction
continue £ sur V telle que f‘U = fU pour tout U € U

3. Champs, Précisons maintenant la notion de fibré vectoriel donné localement

sur X ,

(3.1) Point de vue des cribles: Soit U un crible d'ouverts de X . On

appelle fibré vectoriel donné Y-localement sur X les données de
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a) un fibré vectoriel EU sur chaque U € Yy ,

b) si VC U, un isomorphisme : B, —=— E |V , vérifiant
Pyv " v U

¢ si WevaecU, le diagramme

Puw
Ey > B, |W
k /PU vl¥
Ev{w :

Py,w = (pU,V restreint a W) o

commute, c'est~a-dire Py w *
H)

(3.2) Point de vue de fech: si le crible u est engendré par une famille

d'ouverts U de X

1 , se donner un fibré vectoriel U-localement revient 2 se

donner:
a) un fibré vectoriel E, sur chaque U, ,

b) si Uij=Uint=UixXUj , un isomorphisme Py ¢ Ei\U —_— Ej\U

15 TE de sorte que

c) si Uijk = Ui XX U, X, U. , le diagramme

i "Xk
- Pra Vs gk .
L > E Uk
IV PP P Vs gk
B30V 5

commute, c'est-a-dire Pri = pkj ° pji sur Uijk

Autrement dit, si 2 =..|.1Ui et s1 T : Z =2 X est la projection naturelle,

se donnmer un fibré vectoriel Uy-localement revient a se donner:

a) un fibré vectoriel E sur Z

3

b) si x et y sont deux points de Z tels que m(x) =m(y) , un
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1isomorphisme pyx : Ex > Ey entre les fibres de E en x et en y , dépen-
dant continfiment de (x, y) et tel que,

¢) si x, y et z sont trois points de Z tels que m(x) = n(y) = n(z) ,
on ait Pox P

p .

zy ° Pyx

(3.3} Un fibré vectoriel E sur X définit un fibré vectoriel donné

U-localement E, : le systéme des restrictions E de E aux objets de U . Le

u - U

fait que la notion de fibré vectoriel est de nature locale peut s'exprimer ainsi:
pour tout crible couvrant Yy de X , le foncteur E r= Eu , des fibrés vectorilels
sur X dans les fibrés vectoriels domnés u-localement, est une équivalence de

catégories,

(3.4) . Si dans 1, on remplace 'ouvert de X " par 'partie de X " , on obtient
la notion de crible de sous-espaces de X . Dans ce cadre aussi on dispose de
théorémes de recollement, Par exemple: soient X wun espace normal et C un crible
de sous-espaces de X engendré par un recouvrement fermé localement fini de X ,
alors le foncteur E Ec , des fibrés vectoriels sur X dans les fibrés vecto-

riels donnés (-localement est une équivalence de catégories,

En géométrie algébrique, il est utile de considérer aussi des "ecribles

d'espaces au-dessus de X " ; c'est ce que nous verrons au paragraphe sulvant,

4, Descente fideélement plate,

(4. 1) Dans le cadre des schémas, la topologle de Zariski n'est pas assez fine
pour 1'étude des problemes non linéaires et on est amené 2 remplacer dans les

définitions précédentes les immersions ouvertes par des morphismes plus généraux,
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De ce point de vue, les techniques de descente apparaissent comme des techniques
de localisation., Ainsi 1'énoncé de descente suivant peut s'exprimer en disant que
les propriétés considérées sont de nature locale pour la topologie fidélement plate

[On dit qu'un morphisme de schémas est fidélement plat s'il est plat est surjectif].

Proposition (4.2), Soient A un apneau et B une A-algébre fidélement plate,

Alors:

(i) Une suite ¥ = (M' » M= M") de A-modules est exacte d&s que la suite

E(B) qui s'en déduit par extension des scalaires 3 B est exacte,

(ii) Un A-module M est de type fini (resp, de présentation finie, plat,

localement libre de rang fini, inversible (i.e., localement libre de rang un)) dés

que le B-module M(B) 1l'est,

Démonstration: (i) Le foncteur M + M( étant exact (platitude de B ), il

B)

suffit de montrer que, si un A-module N est non nul, N(B) est non nul, Si N
est non nul, N contilent un sous-module monogéne non nul A/g ; alors N(B)
contient un sous-module monog2ne (A/g)(B) = B/a B , non nul par surjectivité du
morphisme structural ¢ : Spec (B) = Spec (A) [si V(a) est non vide,

¢-1(V(5)) = V(a B) est non vide].

il existe un sous-module

(11) Pour toute famille (Xi) d'éléments de M

B) °’
. 81 M

de type fini M' de M tel que M'(B) contienne les x est de type

i (B)

1 = t =
fini et si les % engendrent M(B) , oma M () M(B) , donc M Met M est

de type fini,

Si M est de présentation finie, on peut, d'aprés ce qui précéde,

(B)

trouver une surjection AT M, Si N est le noyau de cette surjection, le

B-~module N( est de type fini, donc N 1l'est, et M est de présentation finie,

B)

L'assertion pour "plat" résulte aussitdt de (1); "localement libre de rang fini"
signifie "plat et de présentation finie"™ et le rang se teste par extension des

scalaires a des corps.
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(4.3) Soient X un schéma et $ une classe de X-schémas stable par produit
fibré sur X . Une classe [y < § est un crible sur X (relativement 2 § ) si,
pour tout morphisme ¢ : V=U de X-schémas, avec U, VE€§ et U € U, ona
V &€y . Le crible engendré par une famille {Ui} de X-schémas dans & est la
classe des V € § tels qu'il existe un morphisme de X-schémas de V dans 1l'un
des Ui .

(4.4) Soit yu un crible sur X ., On appelle module quasi-cohérent donné
Y~localement sur X la donnée de

a) un module quasi-cohérent E sur chaque U €y ,

U

b) pour tout U € U et pour tout morphisme ¢ : V= U de X-schémas dans § ,

*
un isomorphisme QP : EV — EU , ceux-ci étant tels que

c) si y : W=V est un morphisme de X-schémas dans & , le diagramme

po F* 3%
E 0°y > § o By

3
Py ¥ ®0
¥*
¥ Ey

commute, c'est-a-dire p¢

3
oy " ( ep) ° pw .

S8i E est un module quasi-cohérent sur X , on note Eu le module

*
donné y-localement valant E  sur : U= X et tel que, pour tout morphisme
v Py Py

§{ : V=T 1'isomorphisme de restriction solt l'isomorphisme canonique

p

v
~ * 3

E, = Gy o PE—> \y(p:;E = \EEU

Théoréme (4.5) - Soit {Ui} € § une famille finie de X-schémas plats sur X

telle que X solt la réunion des images des Uy et soit | le crible engendré

par {Ui} . Alors le foncteur E = EM est une équivalence de la catégorie des

modules quasi-cohérents sur X avec la catéporie des modules quasi-cohérents donnés

u~localement,
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Démonstration: Nous ne traiterons que le cas od X est affine et ot Yy est en-
gendré par un X-schéma affine U , fidelement plat sur X , La réduction & ce cas

est formelle, On pose X = Spec(A) et U = Spec(B) .

81 le morphisme U - X admet une section, X appartient au crible Y

et 1l'assertion est évidente, Nous nous réduirons & ce cas,

Un module quasi-cohérent donné Yy-localement définit des modules M', M"

et M"' sur U, U xXU et U xXU xXU , et des isomorphismes p : p¥ M* € M" pour

tout morphisme de projection p entre ces espaces; c'est 12 un diagramme cartésien

au-dessus de

U E U e U XU XU
. by
U U xgl S U X0 U

Réciproquement M* détermine le module donné Yy-localement: pour
VEy , il existe @ : VU et on pose My = ¢ M' ; pour O 5 @y vV=aU,
on a une identification naturelle @T M= Qpl X @2)* Mt == ¢§ M' , et on voit
en utilisant M"' que ces identifications sont compatibles, de sorte que la défi-
nition est légitime., Bref, i1 revient au méme de se donner un module Y-locale-

ment ou un diagramme M¥ cartésien sur Uy, .

Traduisons en termes algébriques: se dommer M* revient 2 se donner un

diagramme cartésien de modules

3

3 )
w B e 01
1, %
—=

au-dessus du diagramme d'anneaux
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=} =}
o 0,
B3, B®, B 3, B® B® B
— 5 '
2’
[précisons: on a Bi(bm) = ai(b). ai(m) , les identités usuelles telles que

aoal = BOBO sont vraies, et "cartésien" signifie que les morphismes

. H iid 11
PR ®BB.(B®A B) » M" et M'Q

3 (B ®, B ®, B) » M'"''" sont des isomorphis-
i 3

3

B&AB

mes],

Le foncteur E Elé devient le foncteur qui, 2 un A-module M , associe
M= (M®,B= M®,B®B 3M® B® B® B)
®A - ®A ®A 3 ®A ®A ®A .

Il admet pour adjoint a droite le foncteur

- -
(M! - MH : M"!) [Ry Ker(M' —_: Mﬂ)

I1 nous faut prouver gque les fldches d'adjonction

-
M - Ker(M@AB SM@, B®, B)
et

Ker{(M! = V) ®AB - M

sont des isomorphismes, D'aprés (4,2)(1), 11 suffit de le prouver aprés un change-
ment de basé fidelement plat A = A' (B devenant B' = B@®, A') . Prenant

A' = B, ceci nous ramdne au cas o U = X admet une section,

5. Un cas particulier: le théordme 90 de Hilbert,

(5.1) Soient k un corps, k' une extension galoisienne de k et

G = Gal(k'/k) . Alors 1'homomorphisme
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k' ®k k! ———> D k'
g €G

X®y +————> {x.o(y)}g cc

est bijectif,

On en déduit qu'il revient au méme de se donner un module localement
pour le crible engendré par Spec(k') sur Spec(k) ou de se donner un k'-espace

vectoriel muni d'une action semi-linéaire de G , c'est-a-dire:

a) un k'-espace vectoriel V' ,

b) pour tout ¢ € G, un endomorphisme @y de la structure de groupe de V'
tel que ¢6(XV) =g ¢B(V) , pour tout A € k' et v &€ V' | vérifiant la
condition

¢) pour tout ¢, TEG , on a Oy =0 0 @y

Soit V = V'G le groupe des invariants par cette action de G ; c'est

un k-espace vectoriel et, d'aprés le théoréme (4,5), on a:

Proposition (5.2). - L'inclusion de V dans V' définit un isomorphisme

[ '
v ®k k > V

En particulier, si V' est de dimension 1 et si v' € V est non nul,
@, est déterminé par la constante c(g) € k'* telle que (pg(v') = c(g) v' et la

condition c) s'éerit

c(r o) = clv) . 1(clo))
D'aprés la proposition 11 existe un vecteur invariant non nul v =y v' , u € k'¥* |

On a donc pour tout ¢ € G ,
-1
clo) =u.oln ) .
Autrement dit tout l-cocycle de G & valeurs dans k'¥ est un cobord:

Corollaire (5,3) - On a Hl(G, k')

L}
o
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6, Topologies de Grothendieck. WNous transcrivons maintenant les définitions des

paragraphes précédents dans un cadre abstrait englobant 2 la fois le cas des

espaces topologiques et celui des schémas,

(6.1) Solent § wune catégorie et U un objet de § . On appelle crible
sur U un sous-emsemble 4 de O0b(8/U) tel que si @ : V= U appartient 2 y
et si | : W~V est un morphisme dans § , alors ¢ o § : W= U appartient 2
u .

Si {¢i P Uy U} est une famille de morphismes, le crible engendré

par les U est par définition l'ensemble des morphismes ¢ : V= U quil se facto-

i

risent 2 travers l'un des Q-

Si U est un crible sur U et sl ¢ : VU est un morphisme, la
restriction MV de Yy a V est par définition le crible sur V constitué par les

morphismes § : W=V tels que @ o § : W= U appartienne & Yy

(6,2) La donnée d'une topologie de Grothendieck sur § consiste en la

donnée pour tout objet U de § d'un ensemble C{U) de cribles sur U , dits
cribles couvrants, de telle sorte que les axiomes suivants soient satisfaits:

a) Le crible engendré par 1'identité de U est couvrant,

b) Si Yy est un crible couvrant sur U et si V- U est un morphisme, le
crible EV est couvrant,

c) Un crible localement couvrant est couvrant, Autrement dit, si W est un

crible couvrant sur U et si W' est un crible sur U tel que, pour tout V - 1U

appartenant & U , 1le crible E|V est couvrant, alors W' est couvrant,

On appelle site 1la donnée d'une catégorie munie d'une topologie de

Grothendieck,

(6.3) Etant donné un site $ , on appelle préfaisceau sur § wun foncteur
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contravariant F de § dans la catégorie

& , on appelle section de F au-dessus de

morphisme V = U et pour tout s &€ F(U) ,

1'image de s dans 3Z(V) .

Si Y est un crible sur U , on

la donnée, pour tout V = U appartenant a

que, pour tout morphisme W -V , on ait sv\W = s

faisceau

pour toute section donnée U-localement {sv} , 11 existe une unique

s € F(U) telle que s\V = s_ , pour tout

v

On définit de manidre analogue les

la catégorie des ensembles par celle des groupes abéliens. On montre

catégorie des faisceaux abéliens sur §

si, pour tout objet U de § , pour tout crible couvrant U

est une catégorie abélieumne

des ensembles, Pour tout objet U de

U les éléments de JF(U) . Pour tout

on note s|V (s restreint @ V)

appelle section donnée u-localement

d'une section s € F(V) telle

v
On dit que &

u o,

Wt est un

sur U et
section

V = U appartenant &2 WU

faisceaux abéliens en remplagant

que 1la

possédant

f > G g

suffisamment d'injectifs, Une suite &
exacte si, pour tout objet U de §

il existe localement t tel que £(t) = s
W sur U

f(tv) = S‘V .

(6.4) Exemples:
a) Soient X
les ouverts de

Grothendieck sur

laquelle un crible U

ouverts appartenant a ce crible est égale 2a

faisceaux sur §

usuel,

b) Soient X un schéma et §

et pour tout

et pour tout V € 4 , une section ¢

§ correspondant 3 la topologie usuelle de

sur un ouvert U de

la catégorie des schémas sur

> W de faisceaux est

s € G(U) telle que g(s) =0,

; i,e. s'il existe un crible couvrant

de F sur V telle que

v

Nous en avons wvu deux plus haut,
un espace topologique et § 1la catégorie dont les objets sont

X et les morphismes les inclusions naturelles, La topologie de

X est celle pour
X est couvrant si la réunion des

U, Il est clair que la catégorie des

est équivalente & la catégorie des faisceaux sur X au sens

X , On appelle

16
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topologie fpqc (fideélement plate quasi-compacte) sur § 1la topologie de Grothen-
dieck pour laquelle un crible sur un X-schéma U est couvrant s'il est engendré

par une famille finie de morphismes plats dont les images recouvrent U .,

(6.5) Cohomologie: On supposera toujours que la catégorie § a un objet
final X , Alors on appelle sections globales d'un faisceau abélien F , et on note
T3 ou HO(X, %) , le groupe FH(X) ., Le foncteur F w» T ¥ est un foncteur exact
a4 gauche de la catégorie des faisceaux abéliens sur § dans la catégorie des
groupes abéliens , on note Hi(X,') ses dérivés (ou satellites), Ces groupes de
cohomologie représentent les obstructions & passer du local au global, Par défini-
tion, si 0= F > (> ¥ =0 est une suite exacte de faisceaux abéliens,on a une

suite exacte longue de cohomologie:

0+ 10(x, B » (K, @) » HOX, W) » B (X, B > ...

e S HX, B 4 HNE, ) o HN(X, W) o BT

(X, 3) - ..

(6.5) Etant donné un faisceau abélien F sur § , on appelle F-torseur
un faisceau ( muni d'une action F x G- ¢ de F telle que localement (aprés
restriction 2 tous les objets d'un crible couvrant l'objet final X ) G muni de
l'action de ¥ solt isomorphe 2 F wmunl de 1'action canonique JF x F = F par

translations,

On peut montrer que Hl(X, %) s'interpréte comme l'ensemble des

classes 3 isomorphisme prés de JF-torseurs,

17
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II. Topologie étale,

On spécialise les définitions du chapitre précédent au cas de la topolo-
gie étale d'un schéma X (§ 1, 2, 3). La cohomologie correspondante coincide dans

le cas o X est le spectre d'un corps K avec la cohomologie galoisienne de K

(§ 4,

1, Topologie étale, Nous commencerons par quelques rappels sur la notion de

morphisme étale,

Définition (1,1) - Soit A wun anneau {commutatif), On dit qu'une A-algébre B

est étale si B est une A-algdbre de présentation finie et si les conditions

équivalentes suivantes sont vérifiées:

a) Pour toute A-algdbre C et pour tout idéal de carré nul J de C,

l'application canonique

H (B,C) = Hom (B,C/3)
—alg

OmA—alg A

est une bijection,

b) B est un A-module plat et QB/A = 0 (on note QB/A le module deg diffé-

rentielles relatives),

c) Soit B = A[Xl,...,xn]/I une présentation de B
Alors pour tout idéal premier r de A(Xl,...,Xn] contenant I , il existe des
polyndmes Pl,...,Pn € 1 tels que Ir soit engendré par les images de Pl""’Pn

et det(dP,/3X.) ¢ r .
et 1/ 9%, r

[cf. SGA 1, exposé I ou M, RAYNAUD, Anneaux Locaux Henséliens, chapitre V 1.

On dit qu'un morphisme de schémas £ : X -+ 5 est étale si pour tout
x € X 1l existe un voisinage ouvert affine U = Spec(A) de £(x) et un volsinage
ouvert affine V = Spec(B) de x dans X XS U tel que B ‘soit une A-algébre

étale,
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(1.2) Exemples: a) Si A est un corps, une A-algebre B est étale si et
seulement si c'est um produit fini d'extensions séparables de A .
b) Si X et S sont des schémas de type finl sur & , un morphisme
an an

f : X2 S est étale si et seulement si son analytisé £ x g est un

isomorphisme local,

Sorite (1,3) - a) (changement de base) Si f : X » S est un morphisme étale,

il en est de méme de £_,: X X,S' = 8' pour tout morphisme S' = § .

s’ S

b) (composition) Le composé de deux morphismes étales est un morphisme
étale,

¢) 8i £ :X=8S et g : Y-S sont deux morphismes étales, tout S-morphisme
de X dans Y est étale,

d) (descente) Soit f : X - S un morphisme, S'il existe un morphisme fidéle-

ment plat S' = S, tel que £ 0 X XS S' =+ S8' soit étale, alors £ est étale,

g ¢
(1.4) Soit X un schéma. Soit § la catégorie des X-schémas étales; d'aprés
(1.3.¢) tout morphisme de § est un morphisme étale, On appelle topologie étale
sur § la topologie pour laquelle un crible sur U est couvrant s'il est engendré
par une famille finie de morphismes @ ¢ Ui <+ U tels que la réunion des images
des ¢; recouvre U . On appelle sgite étale de X , et on note Xet , le site

défini par § muni de la topologie étale,

2, Exemples de faisceaux,

(2,1) Faisceau constant: Soit C un groupe abélien et supposons pour

simplifier X noethérien, On notera (ou méme C s'il n'y a pas d'ambigufté)
m_U)
o

le faisceau défini par U r= C , ol ﬂo(U) est l'ensemble (fini) des compo-

&

santes connexes de U , Le cas le plus important sera € =Z/n , On a donc par

définiti
éfinition . ﬂo(X)
1 (X, Z/n) =Z/n .
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De plus Hl(xq Z/n) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de Z/n-torseurs
(1.6.5), autrement dit de rev&tements étales galoisiens de X de groupe Z/n , En
particulier, si X est connexe et si nl(X) est son groupe fondamental pour un

point base choisi, on a

1 (X, Z/n) = Hom(r, (X), Z/n)

(2.2) Groupe multiplicatif: On notera Gm X (ou Gm s'il n'y a pas d'ambi-
3
gutté) le faisceau défini par U = I'(U, 93) ; 11 s'agit bien d'un faisceau gréce au

théordme de descente fidélement plate (I.4,5). On a par définition
o o *
1, ¢ ) = 10, 0%

en particulier si X est réduit, connexe et propre sur un corps algébriquement

clos k , on a:
&, ¢ ) =k,
m

Proposition (2,3) - On_a un isomorphisme:

wlx, ¢ ) = Pic(X)
m

ot Pic(X) est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X

Démonstration: Soit # 1le foncteur qui, 2 un faisceau inversible &£ sur X ,

assocle le préfaisceau £¥ suivant sur Xet :pour @ : U= X é&tale,

£*(U) = IsomU(QU, ot &) .
D'apres (4.2) (1) et (4,5) (pleine fidé1ité), ce préfaisceau est un faisceau; c'est
méme un & m—torseur. On vérifie aussitdt que
a) le foncteur % est compatible 2 la localisation (étale);
b) i1 induit une équivalence de la catégorie des falsceaux inversibles
triviaux (i.e. isomorphes 2 QX ) avec la catégorie des G m—torseurs triviaux:

£ est trivial sl et seulement si £¥ 1'est.

De plus, d'aprés (4,2) (ii) et (4,5),

20
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c¢) la notion de faisceau inversible est locale pour la topologie étale,

11 résulte formellement de a), b), ¢) que % est une équivalence entre

la catégorie des faisceaux inversibles sur X et celle des & m—torseurs sur Xet H

elle induit 1'isomorphisme cherché, On construit comme suit 1'équivalence inverse:
si T est un G -torseur, il existe un recouvrement étale fini {Ui} de X tel

que les torseurs T/Ui solent triviaux; T est alors trivial sur chaque V

étale sur X appartenant au crible uc Xe engendré par {Ui} . Sur chaque

t

vey, T\V " correspond 2 un faisceau inversible SV (par b)) et les SV
constituent un faisceau inversible donné u-localement & (par a)). Par ¢),

ce dernier provient d'un faisceau inversible £(T) sur X , et T#= £(T) est

1'inverse cherché de &

(2.4) Racines de 1'unité: Pour tout entier n > O , on appelle faisceau des

racines n-iemes de 1l'unité, et on note My o le noyau de 1'élévation a la puissance
n-ieme dans G - Si X est un schéma sur un corps séparablement clos k et si
n est inversible dans k , le choix d'une racine primitive n-iéme de 1'unité E€ k

définit un isomorphisme 1 = gi de Z/n avec {4 .

La relation entre cohomologie a coefficients dans My et cohomologie
a coefficients dans & n est donnée par la suite exacte de cohomologie déduite

de la

(2,5) Théorie de Kummer, - Si n est inversible sur X , 1'élévation 2 la

puissance n-iéme dans G,m est un épimorphisme de faisceaux, On a donc une suilte

exacte
-
0 = p - (17 o & o 0.
#*
Démonstration: Soient U = X un morphisme étale et a € G m(U) = T(U,QU) .
Puisque n est inversible sur U , 1'équation ™ -a=0 est séparable; autre-
ment dit U' = Spec QU[IQ/(TH - a) est étale au-dessus de U ., Par ailleurs

U' 2 U est surjectif et a admet une racine n-i2me sur U' , d'ol le résultat,

21
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3, Fibres, images directes,

(3.1) On appelle point géométrique de X un morphisme x =+ X , ot X est

le spectre d'un corps séparablement clos k(X) . On le notera abusivement x s
sous-entendant le morphisme x - X . Si x est 1l'image de x dans X , on dit
que x est centré en x , Si le corps k(x) est une extension algébrique du

corps résiduel k(x) , on dit que X est un point géométrique algébrique de X .

On appelle wvoisinage étale de x un diagramme commutatif

U
_ if’f,,é?¢' , ot U= X est un morphisme étale.
X w——> X

Le localisé strict de X en x est l'anneau O, - = lim T(U, 0) ,
—OREeREE B X, X S =y
la limite inductive étant prise sur les voisinages étales de x . C'est un anneau

local strictement hensélien dont le corps résiduel est la cl8ture séparable du
corps résiduel k(x) de X en x dans k(x) . Il joue le r8le d'anneau local

pour la topologie étale,

(3.2) Etant donné un falsceau F sur Xet , on appelle fibre de F en
X 1'ensemble (resp, le groupe,...) F_ = lim F(U) , la limite inductive étant
toujours prise sur les volsinages étales 3;_-3 R
Pour qu'un homomorphisme de faisceaux F - G soilt un mono-/épi-/iso-
morphisme 11 faut et 11 suffit qu'il en soit ainsi des homomorphismes Fi - G;
induit sur les fibres en tout point géométrique de X , S1 X est de type fini
sur un corps algébriquement clos, 1l suffit gu'il en soit ainsi en les points

rationnels de X ,

(3.3) St £ : X »Y est un morphisme de schémas et F un faisceau sur
%t , l'image directe f,F de F par £ est le faisceau sur Yer défini par

£,FV) = FX x, V) pour tout V étale sur Y .

22



I - 6 Arcata

Le foncteur £, : (Faisc. Ab'/xet) - (Faisc, Ab’/Yet) est exact 3

gauche, Ses foncteurs dérivés 3 droite qu* s'appellent images directes supé-

rieures, S1 ¥ est un point géométrique de Y , on a
®Y%, B_ = um ®20x,x P,
y —>

limite inductive prise sur les voisinages étales v de y .

Soient OY 5 le localisé strict de Y en y
~ o~
X

asd
vy = Spec(0_ -} et
Y,y

. ~
= X Xy Y . On peut étendre F 2 X, (c'est un cas particulier de la notion

~
générale d'image réciproque) de la manidre suivante: soit U un schéma étale sur
~

X , alors il existe un voisinage étale Vv de ; et un schéma étale U sur

o~ ~
X%V tel que U =0 X; Y ; on posera

F (3)

lim FQ@ v') o,
n O

la limite inductive étant prise sur les volsinages étales V' de y qui dominent
V ., Avec cette définition, on a

®I,m  =ulg, » .
y

*
Le foncteur £, a un adjoint 3 gauche £ , le foncteur ‘"image

réciproque" , S§i x est un point géométrique de X et f(x) son image dans Y ,
* *
on a (£ F); = Ff(i) . Cette formule montre que f  est un foncteur exact. Le

foncteur f* transforme donc faisceau injectif en faisceau injectif, et la suite
spectrale du foncteur composé T o £, (resp. g f%) fournit 1la

Suite spectrale de Leray (3.4), - Soient F

un faisceau abélien sur X _ et

£:X - Y un morphisme de schémas (resp. des morphismes de schémas X é—'> v & 7).

On a une suite spectrale

eP? = WPy, rIEP) = BTUR, B)
Pq - P 4 ptq
(xesp. B = R'g,RLF =R (gf)* F) .

23
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Corollaire (3.5). - 81 R, F =0 pour tout q >0, on a HP(y, £, F) = HP(X, F)
(resp. Rpg*(f*F) = Rp(gf)*F) pour tout p = 0 .

Cela s'applique en particulier dans le cas suilvant:

Proposition (3.6), - Soit f : X » Y un morphisme fini (voire, par passage 2 la

limite, un morphisme entier) et F un faisceau abélien sur X . Alors qu*F =0 ,

pour tout q > 0 .

En effet soient y un point géométrique de Y , Y le spectre du
~ ~
localisé strict de Y en y et X =X Xy Y ; d'aprés ce qui précédde, il suffit
~ ~
de montrer que Hq(X, F) =0 pour tout g > 0 . Or X est le spectre d'un produit
d'anneaux locaux strictement henséliens [cf. Anneaux locaux henséliens, chapitre I],

-~ ~
le foncteur T(X ,+ ) est exact car tout X-schéma étale et surjectif admet une

section, d'oli 1'assertion,

4, Cohomologie galoisienne,

Pour X = Spec(K) le spectre d'un corps, nous allons voilr que la

cohomologie étale s'identifie a la cohomologie galoisienne.

(4,1) Commengons par une analogie topologique, S1i K est le corxps des
fonctions d'une variété algébrique affine intégre Y = Spec(A) sur € , on a

K =1im A[(1/£] .

£ cA

Autrement dit X = lim U , U parcourant l'ensemble des ouverts de Y . On sait
P

qu'il existe des ouverts de Zariski arbitrairement petits qui pour la topologie
classique sont des K({(1r, 1) . On ne sera donc pas surpris si 1'on considére
Spec(K) lui-méme comme un K(r, 1) , 1 étant le groupe fondamental (au sens al-
gébrique) de X , autrement dit le groupe de Galois de K/XK , o R est une

cl8ture séparable de K
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(4.2) Plus précisément soient K un corps, K une cldture séparable de X
et G = Gal(K/K) le groupe de Galois topologique, A toute K-algébre finie étale A
(produit fini d'extensions séparables de K) , associons 1l'ensemble fini HomK(A, X)
Le groupe de Galois G opére sur cet ensemble & travers un quotient discret {donc
fini), Si A = K[T}/(F) , il s'identifie & 1'ensemble des racines dans K du poly-
nome F ., La théorie de Galois, sous la forme que lui a donnée Grothendieck, dit

que:

Proposition (4,3). - Le foncteur:

(R-algébres finies étales) = (ensembles finis sur lesquels € op2re contin@iment)

qui 3 une algdbre étale A associe HomK(A, K) est une anti-équivalence de

catégories,

On en déduit une description analogue des faisceaux pour la topologie

étale sur Spec(K)

Proposition (4.4). - Le foncteur:
(Faisceaux étales sur Spec(K) ) - (ensembles sur lesquels G opére continfiment)

qui 3 un faisceau F assocle sa fibre Fz au point géométrique Spec(RK) est

une équivalence de catégories.

On dit que G opére continfiment sur un ensemble E si le fixateur de
tout élément de E est un sous-groupe ouvert de G , Le foncteur en sens inverse
est décrit de la manikre évidente: solent A une K-algébre fink étale,

U = Spec({A) et U(RK) = HomK(A, K) le G-ensemble correspondant 2 A ; alors on a

F(U) = HomG_ens(U(K),FI-() .

En particulier, si X = Spec(K) , on a F(X) = FiG

Si 1'on se
restreint aux faisceaux abéliens, on obtient en passant aux foncteurs dérivés

des isomorphismes canoniques
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q _ .4 ~

H (Xet’ F) n(c, FK)

Exemples (4,5), - a) Au faisceau constant Z/n correspond Z/n avec action
triviale de G

b) Au faisceau des racines n~iZmes de l'unité My correspond le groupe

“;n(ﬁ) des racines n-iémes de l'unité dans K, avec 1'action naturelle de G .

=%
c) Au faisceau Gm correspond le groupe K  avec l'action naturelle de G
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III, Cohomologle des courbes,

Dans le cas des espaces topologiques, des dévissages utilisant la for-
mule de Kunneth et des décompositions simpliciales permettent de se ramener pour
calculer la cohomologie a 1'intervalle I =[0, 1] pour lequel on a

%1, z) =z et YMI1,Z) =0 pour q>0 .

Dans notre cas, les dévissages aboutiront 2 des objets plus compliqués,
34 savoir les courbes sur un corps algébriquement clos; nous allons calculer leur
cohomologle dans ce chapitre, La situation est plus complexe que dans le cas
topologique car les groupes de cohomologie sont nuls pour q > 2 seulement.
L'ingrédient essentiel des calculs est la nullité du groupe de Brauer du corps des

fonctions d'une telle courbe (théorzme de Tsen, § 2).

1. Le groupe de Brauer,

Rappelons-en tout d'abord la définition classique:

Définition (1.1), - Soit K un corps et A une K-algtbre de dimension finie,

On dit que A _est une algébre simple centrale sur K si les conditions équiva-

lentes sulvantes sont vérifiées:

a) A n'a pas d'idéal bilat®re non trivial et son centre est K ,

b) Il existe une extension galoisienne finie K'/K telle que AK' = A &y K'

soit isomorphe 3 une algébre de matrices carrées sur K'

¢) A est K-isomorphe 2 une algebre de matrices carrées sur un corps gauche

de centre K

Deux telles algébres sont dites équivalentes si les corps gauches qui
leur sont associés par c¢) sont K-isomorphes,Si ces algdbres ont méme dimension,
cela revient & dire qu'elles sont K-isomorphes. Le produit tensoriel définit par

passage au quotient une structure de groupe abélien sur 1l'ensemble des classes
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d'équivalence, C'est ce groupe que l'on appelle classiquement le groupe de Brauer

de K et que l'on note Br(K) .,
(1.2) On notera Br(n, K) 1l'ensemble des classes de K-isomorphisme de

K-algébres A telles qu'il existe une extension galoisienne finie K' de K

pour laquelle A, est isomorphe 2 1l'algebre Mn(K‘) des matrices carrées n X n

sur K' , Par définition Br(K) est réunion des sous-ensembles Br{n,K) pour

n €N , Soient K une cl8ture algébrique de K et G = Gal(K/K) . L'ensemble

Br(n,K) est l'ensemble des "formes" de Mn(ﬁ) , 11 est donc canoniquement iso-

morphe 2 Hl(G, Aut(Mn(k))) .

On salt que tout automorphisme de Mh(i) est intérieur, Par consé-
quent le groupe Aut(Mn(K)) s'identifie au groupe linéaire projectif PGL(n, K)

et on a une bijection canonique:
~ gl Z
en : Br(n,K) = H (G, PCL(n,K)) .
D'autre part la sulte exacte:

¥ - -
(*) 1 =+ XK = GL(n,R) = PGL(n,K) =» 1 ,

permet de définir un opérateur cobord:
- #
At Hl(G, PGL(n,K)) ~ HZ(G, K) .

En composant en et An , on obtient une application:

2 H
5n : Br(n, K) = H°(, K)

On vérifie facilement que les applications 5n gont compatibles entre elles et

définissent un homomorphisme de groupes:

& : Br(RK) = H2(G, k) .
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i
Proposition (1.3) . - L'homomorphisme & : Br(K) = HZ(G, K ) est bijectif,

Cela résulte des deux lemmes suivants:
) , 1 = 2 =¥ .
Lemme (1.4). - L'application [ H (G, PGL(n,RK)) =» H™(G, K ) est injective.

D'apres [14], cor, 2 la prop. I-44, 11 suffit de vérifier que chaque fois
qu'on tord la suite exacte (%) par un élément de Hl(G,PGL(n,K)) , le Hl du groupe
médian est trivial, Ce groupe médian est le groupe des K-points du groupe multipli-
catlf d'une algdbre centrale simple A de rang n2 sur K , Pour prouver que

1
1 (G, A*i) =0 , on interprédte A¥ comme le groupe des automorphismesdu A-module
libre L de rang 1, et Hl comme 1'ensemble des "formes" de L - des A-modules

2 .
de rang 0 sur K , automatiquement libres,

2 ¥
Lemme (1.5). Soient o € H (G, K) K' une extension finie de K contenue

- - _#
dans K , n=[K"{K] , et G'=Gal(R/K'), Si 1'image de o dans HZ(G‘, K ) est

nulle, alors, o _appartient 2 l'image de An Y

Remarquons tout d'abord qu'on a:

HZ(G’, &) =~ Hz(c, 63 & k) .

[D'un point de vue géométrique si l'on note x = Spec(K) , x' = Spec(K') et

7 : x'=x le morphisme canonique, on a R4 ﬂ*(G ) =0 pour q > O et par

m,x'

() pour q=z0] .

q q
sulte Hi(x', € )~ H(x, m €

Par ailleurs le choix d'une base de K' en tant qu'espace vectoriel

sur K permet de définir un homomorphisme

(R 8y K')¥* = GL(n, K)

qui, 2 un élément x , fait correspondre 1'endomorphisme de multiplication par x

de R & K' . On a alors un diagramme commutatif 2 lignes exactes:
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= - * - #* 3t
1 = K -O(K®KK‘) - (K®KK') /K - 1

J J

¥ - -
1 =+ K =GL(n, K) = PGL(n,K) - 1

Le lemme résulte du diagramme commutatif que 1l'on en déduit en passant a la cohomo-

logie:
e, ® g kDK s wiE, B - v, ®e kDD

A

- n 2 _*
H (G, PGL(n, K)) — H(G, K ) .

La connaissance du groupe de Brauer, en particulier sa nullité, est
extrémement importante en cohomologie galoisienne comme le montre la proposition

suivante:

Proposition (1,6), - Soient K un corps, K une cldture algébrique de K et

G = Gal(K/K) . Supposons que, pour toute extension finie K' de K , on ait

Br(K') = 0 , Alors on a:
. q =%
(i) H'(G, K) =0 pour tout q >0 .

(i1) HY¥G, F) = 0 pour tout G-module de torsion F et pour tout q = 2 ,

[Pour la démonstration, cf, J.P. SERRE, Corps locaux ou Cohomologie

galoisienne].

2, Le théoréme de Tsen,

Définition (2.1). - On dit qu'un corps K est C1 si tout polyndme homogéne

non_constant f(xl,...,xn) de degré d <n a un zéro non trivial,
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Proposition (2.2), - Si un corps K est €, ,ona Br(K) =0

I1 s'agit de montrer que tout corps gauche D de centre K et fini
sur K est égal 2 K . Soilent r2 le degré de D sur K et Nrd : D= K
la norme réduite,
[Localement pour la topologie étale sur K , D est isomorphe - non canoniquement -
3 une algeéebre de matrices Mr et la norme rédulte coincide avec l'application
déterminant, Celle-ci est bien définie, indépendamment de 1'isomorphisme choisi
entre D et Mr car tout automorphisme de MT est intérieur et deux matrices
semblables ont méme déterminant, Cette application définie localement pour la
topologie étale se descend, 3 cause de son unicité locale, en une application

Nrd : D= K] .

Le seul zéro de Nrd est 1'élément nul de D , car, si x #0 , on a
Nrd(x). Nrd(x“l) =1, D'autre part, si {el,...,e 2} est une base de D sur K
T

et si x =% x.e la fonction Nrd(x) s'écrit comme un polyndme homogéne

i"i”?

Nrd(xl,...,x 2) de degré r [c'est clair localement pour la topologie étale] ,
r

2
Puisque K est C1 ,ona r Sr, c'est-3-dire r =1 et D =K

Théordme (2,3) (Tsen). - Soient k un corps algébriquement clos et K une

extension de degré de transcendance 1 de k , Alors K est C1 .

Supposons tout d'abord que K = k(X) . Soit

£(T) = ¢ a; oy Ty T
1 n

un polyndme homogéne de degré d < n & coefficients dans k(X) . Quitte & multi-
plier les coefficients par un dénominateur commun on peut supposer qu'ils sont
dans k[X] . Soit alors & = sup deg(ai i ) . On cherche un zéro non trivial

IERREN
dans k[X] par la méthode des coefficients indéterminés en écrivant chaque

T, (i=1,...,n) comme un polyndme de degré N en X . Alors 1'équation
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£(T) = 0 devient un systéme d'équations homogenes en les n X (N + 1) coefficients
des polyndmes Ti(X) exprimant la nullité des coefficients du polynSme en X
obtenu en remplagant T, par Ti(X) . Ce polyndme est de degré § + Nd au plus, il
y a donc § + Nd + 1 équations en n X (N + 1) variables, Comme k est algébri-

quement clos ce systdme a une solution non triviale si n(N+1) >Nd +86 + 1 , ce

qui sera le cas pour N assez grand si d <n ,

I1 est clair que, pour démontrer le théoréme dans le cas général, il
suffit de le démontrer lorsque K est une extension finie d'une extension trans-
cendante pure k(X) de k . Soit £(I) = f(Tl"“’Tn) un polyndme homogéne de
degré d <€ n 3 coefficients dans K ., Soient s =[K : k(X)] et ejs...e  une
base de K sur k{X) . Introduisons de nouvelles variables Uij , en nombre sn ,
telles que T,= % Uij ej . Pour que le polyndme £(T) ait un zéro non trivial
dans K , il suffit que le polyndme g(Xij) = NK/k(f(z)) ait un zéro non trivial

dans k(X) . Or g est un polyn8me homogéne de degré sd en sn variables, d'ol

le résultat,

Corollaire (2.4). - Soient %k un corps algébriquement clos et K une extension
de degré de transcendance 1 de k ., Alors les groupes de cohomologie étale

14(spec(x), Gm) sont nuls pour tout q > 0 .

3. Cohomologie des courbes lisses,

Dorénavant, et sauf mentlon expresse du contraire, les groupes de coho-

mologie considérés sont les groupes de cohomologle étale,

Proposition (3.1). - Soient k un corps algébriquement clos et X une courbe pro-

jective non singuli2re comnexe sur k , Alors on a:

32



I1Y

o, ¢)
m
Hl(X, ¢ )
m

1, ¢)
m

Arcata

le morphisme canonique

-7
*
= k R
= Pic(X) ,
=0 pour q =z 2 .,
> =X

Soient 7 le point générique de X

et &
m,1

tout point fermé =x de X , solent iX

le groupe multiplicatif du corps

des fractions

K(X) de X , Pour

: x 2 X l'immersion canonique et Z, le

faisceau constant de valeur Z sur x . Ainsi j, Gm N
3
fonctions méromorphes non nulles sur X et & i zZ
Xy X
x € X
seurs, on a donc une suite exacte de faisceaux:
(%) 0 = & = g0 —div_ 1 Z =0
M x€x ¥
Lemme (3.2), - On a qu*Gm n =0 pour tout q >0 ,
3

est le faisceau des

le faisceau des divi-

I1 suffit de montrer que la fibre de ce faisceau en tout point fermé x

de X est nulle, Si ’BX . est l'hensélisé de

3

X en x

~
Spec(K) = n Xy Spec(OX’X) s

fractions de g , on a
X,x
done RY j.86 ) = nYSpec), &)
*m,n x > “m

Or K est une extension algébrique de

.

k(X)

et K le corps des

, donc une extension de degré de

transcendance 1 de k : le lemme résulte de (2.4).

q . =
Lemme (3.3), - On a H'(X,j, Gm>ﬂ) = 0

pour tout q >0

En effet de (3.2) et de la suite spectrale de Leray pour j , on déduit:
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¢ ) =u%n, e )

q .
H(X, i, _ -

pour tout q =z O et le deuxidme membre est nul pour q > 0 d'apres (2.4).

Lemme (3.4), - Ona HY(X, ® 1i_Z ) =0 pour tout q >0
x E X X3 X

En effet pour tout point fermé x de X , on a qux%IZX = 0 pour

q >0, car ix est un morphisme fini (II.3.6), et

q J|
H(X, 1. zx) H (%, zx)

Le deuxieme membre est nul pour tout q > 0 , car x est le spectre d'un corps
algébriquement clos [On voit que le lemme est vrail plus généralement pour tout

faisceau "gratte-ciel" sur X ].

On déduit des lemmes précédents et de la suite exacte (%) les égalités:
4(x, Gm) =0 pour q =2 |,

et une suite exacte de cohomologie en bas degré:

® 1i,2zZ)- Hl(X,G)-*l
x# Tx m

o (o] o
18 (X6 )= H (X3, )-»H (X,
m ;"M x€X

qul n'est autre que la sulte exacte:
s
1 2 k¥ = k(X)) =Div(X) =» Pic(X) =» 1
De la proposition (3.1) on déduit que les groupes de cohomologie de

X 2a valeur dans Z/n , n premler & la caractéristique de k , ont une valeur

raisonnable:
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Corollaire 3,501 - 81 X est de genre g et si n est inversible dans k , les

Hq(x, Z/n) _sont nuls pour gq > 2 , et libres sur Z/n de rang 1,2g,1 pour

q = 0,1,2 , Remplagant Z/n par le groupe ilsomorphe }pn , on a des isomorphismes

canoniques HD(X, ;p.n) My

HL(X, ;un) = Pica(x)r2

% (x, M) =Z/n .

Comme le corps k est algébriquement clos, Z/n est isomorphe (non

canoniquement) 2 M, - De la suite exacte de Kummer:

->
O-b‘pn Gm-b(l;m-'o,

et de la proposition (3.1) , on déduit les égalités:
Hq(X, Z/n) =0 pour q > 2 ,

et, en bas degré, des suites exactes:

n

* #*
0= B, )~k >k » 0

n

0= Hl(X, pn) -+ Pic(X) > Plc(X) > uz(x, i“n) - 0 .

De plus on a une suite exacte:

0 =+ pic%(X) = Pic(x) —8- 7z 4 o ,

et Pic®(X) s'identifie au groupe des points rationmels sur k d'une variété
abélienne de dimension g , la jacobienne de X , Dans un tel groupe, la multi-
plication par n est surjective et son noyau est un Z/n Z-module libre de rang 2g

(car n est inversible dans k ); d'ol le corollaire,
Un dévissage astucieux, utilisant la "méthode de la trace', permet
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d'obtenir en corollaire la

Proposition (3.6) (SGA4 IX 5,7), - Solent k un corps algébriquement clos, X

une courbe algébrique sur k et F un faisceau de torsion sur X ., Alors:

(1) ona HYX, F) =0 pour q>2.

(41) 81 X est affine, on a méme 1, 7) =0 pour gq > 1

Pour la démonstration, ainsi que pour l'exposé de la "méthode de la

trace" , nous renvoyons 2 SGA4 IX 5.

4, Dévissages.

Pour calculer la cohomologie des variétés de dimension > 1 on emploie
des fibrations par des courbes,ce qui permet de se ramener 2 étudier les morphismes
dont les fibres sont de dimension < 1 , Ce principe posséde plusieurs variantes,

indiquons-en quelques-unes,

(4.1) Soient A une k-algebre de type fini et CYRRRE S des générateurs
de A . Sil'on pose X = Spec(k) , X, = Spec(k[al,...,ai]) » X = Spec(a) ,
les inclusions canoniques k[al,.,.,aij - k[al,...,ai, ai+l] définissent des

morphismes X = X - ... X 2 X dont les fibres sont de dimension < 1 ,
i) n-1 1 [¢]

(4.2) Dans le cas d'un morphisme lisse, on peut &tre plus précis, On
P P

appelle fibration élémentalre wun morphisme de schémas £ : X = S qui peut

etre plongé dans un diagramme commutatif
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satisfaisant aux conditions suivantes:

(1) j est une immersion ouverte dense dans chaque fibre et

(i1) T est lisse et projectif, a fibres géométriques irréductibles

et de dimension 1 ,

(i1ii) g est un rev@tement étale et aucune fibre de g n'est vide,

On appelle bon voisinage relatif & S un S-schéma X tel qu'il
existe des S-schémas X = X ,...,Xo =S et des fibrations élémentaires

£ X, » X

P i-1 » 1= 1,...,n . On peut montrer [SGA 4, XI, 3.3] que si X est
un schéma lisse sur un corps algébriquement clos k tout point rationnel de

X possdde un voisinage ouvert qui est un bon voisinage (relatif a Spec(k) ).

(4,3) On peut dévisser un morphisme propre f : X = S de la facon

suivante, D'aprés le lemme de Chow, 1l existe un diagramme commutatif

X «—1— g

ot 71 et I sont des morphismes projectifs, 1 étant de plus un isomorphisme

au-dessus d'un ouvert dense de X . Localement sur S , X est un sous-schéma

n

fermé d'un espace projectif type 'PS

On dévisse ce dernier en considérant la projection ¢ : Eg - Pé

qui envoie le point de coordonnées homogénes (xo,xl,...,xn) sur (Xo’ xl) .

C'est une application rationnelle définile en dehors du fermé Y = 'Eg-z de Pz
d'équations homogenes X, = X = 0O ., Solt u : P~ :mg 1'éclatement a centre

Y ; les fibres de u sont de dimension < 1 , De plus il existe un morphisme

naturel v : P = ‘Eé qui prolonge l'application ratiomnelle ¢ et v fait
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de P un IPé-schéma localement isomorphe 2 l'espace projectif type IPn-l que

5 - 1
1'on peut 2 son tour projeter sur un IP , etc,

(4.4) On peut balayer une variété projective et lisse X par un pinceau de
~
Lefschetz . L'éclaté X de 1'intersection de l'axe du pinceau avec X se projette
1
sur P~ et les fibres de cette projection sont les sections hyperplanes de X

par les hyperplans du pinceau,
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IV. Théoréme de changement de base pour un morphisme propre,

1. Introduction.

Ce chapftre est consacré 2 la démonstration et aux applications du

Théorgme (1.1), - Soient £ : X - S un morphisme propre de schémas et F un

faisceau abélien de torsion sur X ., Alors, quel que soit q = 0 , la fibre de

qu*F en un point géométrique s de S est isomorphe & la cohomologie

#%(X_,F) de la fibre X =X ® Spec k(s) de £ en s .

Pour f : X =+ S une application continue propre et séparée (séparée
signifie que la diagonale de X XS X est fermée) entre espaces topologiques, et
F un faisceau abélien sur X , le résultat analogue est bien connu, et élémentaire:

comme f est fermée, les fﬂl(V) pour V voisinage de s forment un systéme

* *
fondamental de voisinages de XS , et on vérifie que H (XS, F) = 1im H (U, F) ,
-

U
pour U parcourant les volsinages de XS . En pratique, XS a méme un systéme
fondamental W de voisinages U dont il est rétracte par déformation et, pour F

% 3
constant, on a donc H (XS,F) = H (U, F) . En termes imagés: la fibre spéciale

avale la fibre générale,

Dans le cas des schémas la démonstration est plus délicate et il est in-
dispensable de supposer que F est de torsion (SGA4 XII 2). Compte tenu de la

q

description des fibres de R'f,F (I1.3.3), le théorzme (1.1) est essentiellement

équivalent au

Théordme (1.2). - Soient A un anneau local strictement hensélien et S = Spec(A)

Solent f : X = S un morphisme propre et Xo la fibre fermée de £ , Alors, pour

tout faisceau abélien de torsiom F sur X et pour tout q =20, on a

B, P =i, B .
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Par passage a2 la limite on voit qu'il suffit de démontrer le théoréme
lorsque A est l'hensélisé strict d'une Z-algeébre de type finl en un idéal
premier, On traite d'abord le cas q =0 ou 1 et F =%Z/n (§ 2), Un argument
basé sur la notion de faisceau constructible (§ 3) montre d'ailleurs qu'il suffit
de considérer le cas ot F est constant, D'autre part le dévissage (I1L, 4.3)
permet de supposer que Xo est une courbe; dans ce cas 11 ne reste plus qu'a

démontrer le théorzme pour q = 2 (§4).

Entre autres applications (§ 6), le théoréme permet de définir la notion

de cohomologie & support propre (§ 5).

2, Démonstration pour q =0 oul et F =Z/n

Le résultat pour g = 0 et F constant est équlvalent 2 la proposition

suivante [ théoréme de connexion de Zariski]:

Proposition (2.1), - Soient A un anneau local hensélien noethérien et S = Spec(A).

Soient £ : X = S un morphisme propre et XO la fibre fermée de £ , Alors les

ensembles de composantes connexes ‘T\’O(X) et “o(xo) sont en bijection,

Il revient au m@me de montrer que les ensembles de parties & la fois
ouvertes et fermées Of(X) et Of(Xo) sont en bijection. On sait que 1'ensemble
0£(X) correspond bijectivement 2 1l'ensemble des idempotents de I‘(X,Q_X) , de

méme Of(XO) correspond bijectivement 2 1'ensemble des idempotents de I’(XO,QX ) .
o

Il s'agit donc de montrer que l'application canonique

Idem (X, 0.) = Idem r(xo,gxo)
est bijective,

A
On notera m 1'idéal maximal de A , I‘(X,_QX) le complété de
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T(x, QX) pour la topologie m-adique et, pour tout entier n 2 0 ,
+1
Xn =X ®A A/EP . D'aprés le théoréme de finitude pour les morphismes propres
[EGA III, 3.2} , T(X, QX) est une A-algebre finie; comme A est hensélien, il

en résulte que 1l'application canonique

Idem T(X,0,) = Idem (X, QX)A

est bijective,

D'aprés le théordme de comparaison pour les morphismes propres

[ECGA 111, 4.1], 1'application canonique

A
TX,00" = lm T, (_)Xn)

est bijective, En particulier 1l'application canonique

Idem T'(X,0 )/\ - 1im Tdem T(X ,0_ )
=X o n —Xn

est bijective, Mails, puisque Xn et Xo ont méme espace topologique sous-jacent,

1'application canonique

Idem r(xn,gxn) = Tdem I‘(xo,gxo)

est bijective pour tout n , ce qui achéve la démonstration,
Puisque Hl(X, Z/n) est en bijection avec l'ensemble des classes

d'isomorphisme de revetements étales galoisiens de X de groupe Z/n , le

théorgme pour q=1 et F =7Z/n résulte de la proposition suivante.

Proposition (2,2)., - Soient A un anneau local hensélien noethérien et

S = Spec(A) , Soient f : X = S un morphisme propre et Xo la fibre fermée

de f ., Alors le foncteur de restriction
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Rev,et, (X) = Rev.et.(Xo)

est une équivalence de catégories,

[s1 Xo est connexe et si l'on a choisi un point géométrique de Xo

comme point base, cela revient a dire que 1'application canonique ﬂl(Xo) - ﬂl(X)

sur les groupes fondamentaux (profinis) est bijective].

La proposition (2,1) montre que ce foncteur est pleinement fidéle, En
effet, si X' et X" sont deux rev@tements étales de X , un X-morphisme de X'
dans X" est déterminé par son graphe qui est une partie ouverte et fermée de

1] "
X XX X '

I1 s'agit donc de montrer que tout rev8tement &tale X'o de XO
s'étend en un revetement étale de X , On sait que les revBtements étales ne
dépendent pas des éléments nilpotents [SGA 1, chap, I], par conséquent X'o se
reléve de manidre unique en un revé@tement étale X'n de Xn pour tout n 20 ,
autrement dit en un revétement étale )Ei du schéma formel )( complété de X
le long de X, - D'aprés le théoréme d'algébrisation des faisceaux cohérents

'
formels de Grothendieck [ théoreme d'existence, EGA III.5], X% est le complété

formel d'un rev@tement étale X' de X =X 8 A .

Par passage 2 la limite, i1 suffit de démontrer la proposition dans le
cas o A est l'hensélisé d'une Z-algdbre de type fini, On peut alors appliquer
le théoréme d'approximation d'Artin au foncteur F: (A-algdébres) = (ensembles)
qui, & une A-algébre B , fait correspondre l'ensemble des classes d'isomorphisme
de revé@tements étales de X ®A B , En effet ce foncteur est localement de présen-
tation finie: si Bi est un systéme inductif filtrant de A-algébres et si
B=1limnB, , ona F(B) = Um F(Bi) . D'aprés le théoréme d'Artin, étant donné
un élément g € FC&) , en l'occurrence la classe d'isomorphisme de X' , il

existe & € F(A) ayant méme Image que & dans F(A/m) . Autrement dit il

existe un revétement étale X' de X dont la restriction & Xo est isomorphe

42



w-5 Arcata

3. Faisceaux constructibles,

Dans ce paragraphe, on considére un schéma noethérien X et on appelle

faisceau sur X wun faisceau abélien sur Xet .

Définition (3.1). -~ On dit qu'un faisceau F sur X est localement constant

constructible (en abrégé l.c.c.) s'il est représenté par un rev@tement étale de X

Définition (3.2), - On dit qu'un faisceau F sur X est constructible s'il

vérifie les conditions équivalentes suivantes:

(1) 11 existe une famille finle surjective de sous-schémas X, de X

tels que la restriction de F 3 Xy soit 1,c.c,.

(ii) Il existe une famille finie de morphismes finis py ¢ X', X,

_pour chaque 1 un faisceau constant constructible (= défini par un groupe abélien

fini) €, sur X’i , et un monomorphisme F =~ Hpi* C

1
On vérifie facilement que la catégorie des faisceaux constructibles

sur X est une catégorie abélienne, De plus, si u : F =+ G est un homomorphisme

de faisceaux et si F est constructible, le faisceau Im(u) est constructible,

Lemme (3.3), - Tout faisceau de torsion F est limite inductive filtrante de

faisceaux constructibles,

En effet, si j : U= X est un schéma étale de type fini sur X , un
élément E € F(U) tel que n § = 0 définit un homomorphisme de faisceaux
I Z/nU =+ F dont 1'image (le plus petit sous-faisceau de F dont £ soit

section locale) est un sous-faisceau constructible de F ., Il est clair que F est

limite inductive de tels sous-faisceaux.

Définition (3.4). - Soient C une catégorie abélienne et T un foncteur défini
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sur C & valeurs dans la catégorile des groupes abéliens, On dira que T _est

effacable dans C si, pour tout objet A de ( et tout g € T(A) , il existe

un monomorphisme u : A= M dans C tel que T(u).a =0,

Lemme (3.5). - Les foncteurs HM(X, -) pour ¢ > O sont effacables dans la

catégorie des falsceaux constructibles sur X .,

11 suffit de remarquer que, s1 F est un faisceau constructible, il
existe nécessalrement un entier n > 0 tel que F soit un faisceau de Z/n-modules,
Alors il existe un monomorphisme F <& G

, ot G est un faisceau de Z/n-modules

et HYX, 6) = 0 pour tout q > O , On peut par exemple prendre pour G la

résolution de Godement [l 1 F- , ot x parcourt les points de X et
XEX X3t X
i X » X est un point géométrique centré en x , D'aprds (3.3) G est limite

inductive de falsceaux constructibles, d'oll le lemme, car les foncteurs Hq(X,-)

commutent aux limites inductives,

Lemme (3.6). - Soit ¢° : T° = T'" un morphisme de foncteurs cohomologiques

définis sur une catégorie abélienne (C et 3 valeurs dans la catégorie des groupes

abéliens. Supposons que 9 est effacable pour q > 0 et soit & un sous-ensemble

d'objets de C tel que tout objet de (€ solt contenu dans un objet appartenant

a & . Alors les conditions suilvantes sont équivalentes:

(1) <pq(A) est bijectif pour tout q = 0 et tout A € Ob C

(11) ¢0(M) est bijectif et ¢q(M) surjectif pour tout q > 0 et tout

MEe.

(1i1) ¢P(A) est bijectif pour tout A € 0b C et % est effacable pour

tout q >0 .,

La démonstration se falt par récurrence sur ¢ et ne présente pas de

difficultés,
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Proposition (3.7), - Seit X un sous-schéma de X . Supposoms que, pour tout

n 20 et pour tout schéma X' f£ini sur X , 1l'application canonlque

X', z/n) - Hq(Xc",Z/n) ,

ol Xé = X! XX XO , est bijective pour q = 0 et surjective pour q > 0

Alors, pour tout faisceau de torsion F sur X et pour tout q 20 , 1l'appli-

cation canonique

alx, ) = Hq(Xo, F)

est bijective.

Par passage & la limite, il suffit de démontrer l'assertion pour F
constructible, On applique le lemme (3,6) en prenant pour C la catégorie des
faisceaux constructibles sur X , ™™ =8%x, ), 7%= Hq(Xo,') et &

1'ensemble des faisceaux constructibles de la forme ﬂp Ci s, ou Py ¢ X'i - X
13
i
est un morphisme fini et C

g un faisceau constant fini sur X'i

4, Fin de la démonstration,

Par la méthode de fibration par des courbes (ITL4.3), on se raméne 2
démontrer le théor2me en dimension relative < 1 , D'aprés le paragraphe précédent,
il suffira de montrer que, si S est le spectre d'un anneau local noethérien
strictement hensélien, f : X - S un morphisme propre dont la fibre fermée Xo

est de dimension % 1 et n wun entier = O , 1'homomorphisme canonique

wix, z/n) =+ v, Z/n)

est bijectif pour q = 0 et surjectif pour g >0

Les cas q = 0 et 1 ont été vus plus haut et on a Hq(Xo, Z/n) =0

pour q = 3 ; 11 suffit domc de traiter le cas q = 2 . On peut évidemment supposer
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r -
que n est une puissance d'un nombre premier, Si n =p , ot p est la

caractéristique du corps résiduel de S , la théorie d'Artin-Schreier montre
2
qulon a H (X ,2/p") =0 .St n=4" , L #p , on déduit de la théorie de

Kummey un diagramme commutatif

Pic(X) o v,z
B
Pic(X ) > HZ(X , Z/AT)
[ [o]

olt 1'application B est surjective [On 1'a vu au chapitre III pour une courbe
lisse sur un corps algébriquement clos, mais des arguments similaires s'appliquent

a2 n'importe quelle courbe sur un corps séparablement clos].

Pour conclure, il suffira donc de wontrer:

Proposition (4,1), - Soient S le spectre d'un amnneau local noethérien hensélien

et £ : XS un morphisme propre dont la fibre fermée Xo est de dimension S 1,

Alors l'application canonique de restrictiom

Pic(X) = Pic(Xo)

est surjective [I1 suffit d'ailleurs que le morphisme f soit séparé de type

fini].

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que X est intégre,
bien que cela ne soit pas nécessaire, Tout faisceau inversible sur Xo est
associé a un diviseur de Cartier (car Xo est une courbe, donc quasi-projectif),

il suffit donc de montrer que 1'application canonique Div(X) = Div(Xo) est

surjective,

Tout diviseur sur Xo est combinaison linéaire de diviseurs dont le

support est concentré en un seul point fermé non 1solé de Xo . Solent x un
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un élément régulier non inversible de O et D

tel point, t € O
[+] -Xo,x o

—XO,X
le diviseur concentré en x d'équation locale to . Soit U wun volsinage ouvert
de x dais X tel qu'il existe une section t € T'(U, QU) relevant t_ . Soit
Y le fermé de U d'équation t = 0 ; quitte & prendre U assez petit, on peut
supposer que x est le seul point de Y N XO . Alors Y est gquasi-fini
au-dessus de S en x ; pulsque S est le spectre d'un anneau local hensélien,

est fini sur S et ol Y ne rencontre

on en déduit que Y = Y1~U'Y2 , o Y 9

1

pas Xo . De plus, conme X est séparé sur S , Yl est fermé dans X .
Quitte 2 remplacer U par un voilsinage ouvert plus petit de x , on

peut supposer que Y = Y., , autrement dit que Y est fermé dans X . On définit

1
alors un diviseur D sur X relevant D  en posant D\X -Y =0 et

D\U = div(t) «ce qui a un sens car t est inversible sur U - Y

Remarque (4,2). - Dans le cas o £ est propre, on pourrait aussi faire une
démonstration du méme style que celle de la proposition (2.2). En effet, comme
Xo est une courbe, il n'y a pas d'obstruction 2 relever un falsceau inversible
sur Xo aux voisinages infinitésimaux Xn de Xo , donc au complété formel
X de X le long de Xo . On conclut alors en appliquant successivement le

théoréme d'existence de Grothendieck et le théor2me d'approximation d'Artin,

5. Cohomologie a support propre,

Définition (5.1). - Soit X wun schéma séparé de type fini sur un corps k .

D'aprés un théorgme de Nagata, 11 existe un schéma X propre sur k et une

immersion ouverte j : X = X , Pour tout falsceau de torsion F sur X on

note j,F le prolongement par O de F a % et on définit les groupes de

cohomologle a support propre HE(X,F) en _posant

vk, » =&, 5P .
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Montrons que cette définition est indépendante de la compactification

i : X=X choisie, Soient j1 t X - il et jz : X — 22 deux compactifications,
Alors X s'envoie dans il X iz par x w (jl(X)’ jz(x)) et 1'image fermée iB
de X par cette application est une compactification de X ., On a ainsi un dia-

gramme commutatif

ot py et Py les restrictions des projections naturelles 2 i3 , sont des

morphismes propres,

I1 suffit donc de traiter le cas ol on a un diagramme commutatif

T
\

Nl€~————' Nl

avec p un morphisme propre.
Lemme (5.2). - Ona py(j,, F) = j;,F et Rp,(j,,F) =0 , pour q>0.

Notons tout de suite que le lemme suffit pour conclure, En utilisant
la suite spectrale de Leray du morphisme p , on en déduit qu'on a, pour tout
920,

F)

Hq(iz,jsz) = 14, in

Pour démontrer le lemme, on ralwnne fibre par fibre en utilisant le
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le théordme de changement de base (1.,1) pour p . Le résultat est immédiat, car,
au-dessus d'un point de X , p est un isomorphisme et, au-dessus d'un point de

Xl—X s jle est nul sur la fibre de p ,

(5.3) De méme, si f : X 2 S est un morphisme séparé de type fini de schémas
noethériens, il existe un morphisme propre f : X » S et une immersion ouverte

j : X=X . On définit alors les images directes supérieures & support propre

qul en posant pour tout faisceau de torsion F sur X
9: - g9 ;
R'E, =R f*(j!F)

On vérifie comme précédemment que cette définition est indépendante de

la compactification choisie,

Théoreme (5.4), ~ Soient £ : X = S un morphisme séparé de type fini de schémas

noethériens et F un faisceau de torsion sur X , Alors la fibre de qu!F

en un point géométrique s de S est isomorphe 2 la cohomologie a support

propre HI(X_, F) de la fibre X de f en s

C'est une simple variante du théoréme de changement de base pour un

morphisme propre (1.1). Plus généralement, si

< X'

<— §'
est un diagramme cartésien, on a un isomorphisme canonique

(5.4.1) gr@® F) = rif (g F)
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6. Applications.

Théoréme d'annulation (6.1), - Soient f : X = S un morphisme séparé de type fini

dont les fibres sont de dimension S n et F un faisceau de torsion sur X .

Alors on a qu!F =0 pour q >2n .

D'aprés le théoréme de changement de base, on peut supposer que S est
le spectre d'un corps séparablement clos, Si dim X =n , il existe un ouvert
affine U de X tel que dim(X-U) < n ; on a alors une suite exacte
0= FU - F = FX—U = 0 et, par récurrence sur n , il suffit de démontrer le
théoréme pour X = U affine, Puis 1la méthode de fibration par des courbes (III,4,1)
et le théoréme de changement de base permettent de se ramener a une courbe sur un

corps séparablement clos pour lequelle on déduit le résultat voulu du théoréme de

Tsen (cf, I1I1.3.6).

Théorgdme de finitude (6.2). - Soient f : X = S un morphisme séparé de type fini

et F un faisceau constructible sur X , Alors les faisceaux qu,F sont
constructibles,

Nous ne considérerons que le cas ot F est annulé par un entier inver-
sible sur X .

Pour démontrer le théoreéme on se raméne au cas od F est un falsceau
constant Z/n et odt £ : X = S est un morphisme propre et lisse dont les fibres
sont des courbes géométriquement connexes de genre g ., Pour n inversible sur
X , les falsceaux qu*F sont alors localement libres de rang fini, nuls pour

q > 2 (6.1), Remplacant Z/n par le faisceau localement isomorphe (sur §) U, » ona

canoniquement
Rof* My T My
(6.2.1) le% M, = Pic(X/8)
sz* M, = Z/n .
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Théorgme (6,3) (comparaison avec la cohomologie classique), -

Soient £:X + S up morphisme séparé de schémas de type finl sur € , et F un

an
falsceau de torsion sur X , Notons par un exposant le foncteur de passage aux

espaces topologliques usuels, et par qua? les foncteurs dérivés du foncteur image

directe 3 support propre par £ . Ona

@, 7)) = gl p20

En particulier, pour S = un point et F le faisceau constant Z/n ,

Hz(x, Z/n) = Hj(Xa“ , Z/n) .

Des dévissages utilisant le théor2me de changement de base nous raménent
au cas ot X est une courbe propre et lisse, od S = un point, et ot F =Z/n ,
Les groupes de cohomologie considérés sont alors nuls pour q # 0,1,2, et on in-
voque GAGA: en effet, si X est propre sur € , on a no(X) = ﬂo(Xan) et
ﬂl(X) = completé profini de nl(Xan) , d'olt 1l'assertion pour q = 0,1 , Pour g=2 ,
on utilise la suite exacte de Kummer et le fait que, par GAGA encore, Pilc(X) =

Pic(x®™) .

Théoreéme (6.4) (dimension cohomologique des schémas affines). Soient X un

schéma affine de type fini sur un corps séparablement clos et F un falsceau de

torsion sur X , Alors on a Hq(X, F) = 0 pour q > dim(X) .

Pour la trés jolie démonstration nous renvoyons a SGA 4, XIV §2 et 3.

Remarque (6.5). - Ce théoréme est en quelque sorte un substitut pour la théorie
de Morse, Considérons en effet le cas classique o X est lisse et affine sur

¢ plongé dans un espace affine type GN . Alors, pour presque tout point

p € mN , la fonction "distance & p" sur X est une fonction de Morse et les
indices de ses points critiques sont plus petits que dim(X) . Ainsi X est obtenu

par recollement d'anses d'indice plus petit que dim(X) , dfod 1'analogue classique

de (6.4).
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V. Acyclicité locale des morphismes lisses

Soient X wune variété analytique complexe et f : X - D un morphisme
de X dans le disque. On note [0, t] le segment de droite fermé d'extrémités O
et t dans D et J0, t] le segment semi-ouvert, Si f est lisse, 1'inclusion

. -1 -

i £ido, He—— 1o, D
est une équivalence d'homotopie; on peut pousser la fibre spéciale Xo = fﬂl(O)

dans f—l(EO, t]) .

En pratique, pour t assez petit, f'l(]O, t]) sera un fibré sur
1o, t] de sorte que 1'inclusion
-1 -1
X, =£f (t) &—— £ “(Jo, t])

t

sera également une équivalence d'homotopie, On appelle alors worphisme de

cospécialisation 1la classe d'homotopie d'applications:

cosp: X &> £71([0, t]) «——— £ 0, t]) c———x_ .

On peut exprimer cette construction en termes imagés en disant que, pour un

morphisme lisse, la fibre générale avale la fibre spéciale,

Ne supposons plus £ nécessairement lisse (mais supposons que
f_l(]o, t]) soit un fibré sur JO, t] ). On peut encore définir un morphisme
cosp¥ en cohomologie dés que j,Z =Z et quﬁ_z =0 pour q >0 ., Sous ces

hypothéses, la suite spectrale de Leray pour j montre qu'on a
se(sm 1 ~ -1
(£ (o, 1), z) & wx (s (o, t]), z)

*
et cosp est le morphisme composé:
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cospt 1 (X, 2) & (£ 0, 1), 2) & (s (0,61, 2) » wH(x_, 2)

La fibre de qu*‘z en un point x € Xo se calcule comme suit, On
prend dans un espace amblant une boule B€ de centre x et de rayon ¢ assez
petit, et pour 1 assez petit, on pose E = X 0 B€ N f_l(n t) ; clest la variété

des cycles évanescents en x , On a

®Y,z) & wlxns, n £ 0, m D, 2 S HlE, z)

et le morphisme de cospécialisation est défini en cohomologie dés que les variétés
de cycles évanescents sont acycliques [HO(E, Z) =% et HYUE,Z) =0 pour q > 0],

ce qui s'exprime en disant que f est localement acyclique,

Ce chapitre est consacré & 1'analogue de cette situation pour un morphisme
lisse de schémas et pour la cohomologie étale, Cependant il est indispensable dans

ce cadre de se limiter aux coefficients de torsion et d'ordre premier aux caracté-

ristiques résiduelles, Le paragraphe 1 est consacré a des généralités sur les

morphismes localement acycliques et les flaches de cospécialisation, Dans le para-
graphe 2, on démontre qu'un morphisme lisse est localement acyclique, Dans le
paragraphe 3, on joint ce résultat 2 ceux du chapitre précédent pour en déduire
deux applications: un théor2me de spécilalisation des groupes de cohomologle (la
cohomologie des fibres géométriques d'un morphisme propre et lisse est localement

constante) et un théorgme de changement de base par un morphisme lisse,

Dans tout ce qui suit, on fixe un entier n et "schéma" signifie
"schéma sur lequel n est inversible”, "Point géométrique" signifiera toujours

"point géométrique algébrique" (II 3,1,) x:Spec(k) » X , avec k algébriquement clos,
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1. Morphismes localement acycliques,

Notation (1.1), - Etant donnés un schéma S et un point géométrique s

g
de S , on notera § le spectre du localisé strict de S en s

Définition (1.2), - On dit qu'un point géométrique t de 8 est une

générisation de s s'il est défini par une cldture algébriqe du corps résiduel

spécialisation de t et on

d'un point de S% . on dit ausst que s est une
appelle fleche de spécialisation 1le S-morphisme t = e

Définition (1,3)., - Soit £ : X # S un morphisme de schémas, Soient

s un point géométrique de S , t une générisation de s , x un point géométrique

~K [ae's b 4
de X au-dessus de s et Xt =X X t . Alors on dit que Xt est une
== — = ¥

variété de cycles évanescents de £ au point x .

On dit que f est localement acyclique si, la cohomologie réduite de

(o
. ; o
toute variété de cycles évanescents Xt est nulle:

it
[w]

(1.3.1) Y, z/n)

it

i.e, HO(Xt, Z/n) =Z/n EHG‘(?;, Z/n) =0 pour q >0 .,

g: 8'=+5

Lemme (1.4), ~ Soient f : X = S un morphisme localement acyclique et

un morphisme quasi-fini (ou limite projective de morphismes quasi-finis), Alors le

déduit de f par changement de base est localement

morphisme £' : X' = §'
acyclique,

On vérifie en effet que toute variété de cycles évanescents de £!' est

une variété de cycles évanescents de £

: X = S un morphisme localement acyclique, Pour tout point géo-

Lemme 1,5, Soit f

S , donnant lieu 3 un diagramme cartésien

métrigue t de
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X
k
S

On a ey Z/n = f* ¢, Z/n et R4 €xZ/n =0 pour ¢ >0

e!
Q" S——
t

t ——————

Soient § 1'adhérence de e(t) , S' le normalisé de § dans k(t) ,

et le diagramme cartésien

<
\Y
s

>

X
- lf
4 s

> §! >

Tt

Les anneaux locaux de 8' sont normaux 3 corps de fractions séparablement clos,
Ils sont donc strictement henséliens, et 1l'acyclicité locale de f£' (1.4) fournit

1'Z/n =Z/n , qu'* Z/n = 0 pour q > 0 , Puisque ¢ est entler, on a alors
Rqe’ Z/n = ! qul Zin = gl £1% q = £ q = £ pd
" % wZin = ' EWMRYM, Z/n = £ q, R, Z/n = £* Rie,Z/n ,

et le lemme,

(1.6) Etant donnés un morphisme localement acyclique f : X = S et une
fleche de spécialisation ¢t = g’s , nous allons définir des homomorphismes cano-

niques, dits fi&ches de cospéclalisation
cosp* ! H*(Xt, Z/n) = H*(XS,Z/H) ,

reliant la cohomologie de la fibre générale Xt =X Xg € et celle de la fibre

spéciale XS =X xss
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Considérons le diagramme cartésien

¢’ ~
X > X < X
t s
fl
. .
t > 5% <« 5

déduit de f par changement de base, D'aprés 1.4, £' est encore localement
acyclique, De la définition de 1'acyclicité locale, on tire aussitdt que la restric-
tion 2 X, des faisceaux Rqa'* Z/n est Z/n pour q=0 , et O pour q >0,

Par 1,5, on sait méme que Rqe'*‘z/n =0 pour q >0 , On défi-

nit cosp®* comme la fléche composée
(1.6.1) B(X,, Z/n) T (X, €'y Z/n) ——> W (X_, Z/n) .

Variante: Soient § 1'adhérence de e(t) dans §°

, S' 1le normalisé de g
dans k(t) et X'/8' déduit de X/S par changement de base, Le diagramme (1,6.1)

peut encore s'écrire

H*(Xt, Z/n) = B¢ (X', Z/n) > H*(Xs, Z/n) .

Théorame (1.7). - Soient S un schéma localement noethérien, s un point géométrique

de S et f : X= S un morphisme, On suppose

a) le morphisme £ est localement acyclique,

s
b) pour tout morphisme de spécialisation t = § et pour tout g = o,

les fléches de cospéclalisation Hq(Xt, Z/n) - Hq(Xs, Z/n) sont bijectives.

Alors 1'homomorphisme canonique (Rgf*_ﬂln)s -+ Hq(xs, Z/n) est bljectif

pour tout gq = O
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Pour démontrer le théoréme, il est clair qu'on peut supposer S = §
On va en falt montrer que, pour tout faisceau de Z/n Z-modules F sur S , 1l'homo-

morphisme canonique ¢q(F) : (qu*f% F)S - Hq(Xs, f*F) est bijectif,

Tout faisceau de Z/n Z-modules est limite inductive filtrante de faisceaux
constructibles de Z/n Z-modules (IV.3.3). De plus tout falsceau constructible de
Z/n Z-modules se plonge dans un faisceau de la forme Hil* G o 0% i tk - S
est une famille finie de générisations de s et CX un Z/n Z-module libre de
rang fini sur tX . D'aprés la définition des flaches de cospécialisation, la

condition b) signifie que les homomorphismes ¢q(F) sont bijectifs si F est de

cette forme,
On conclut 3 1'aide d'une variante du lemme (IV.3.6):

Lemme (1,8), - Soit ( une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives

filtrantes existent, Soit ¢° : T' = T'' un morphisme de foncteurs cohomologiques

commutant aux limites inductives filtrantes, définis sur C et 2 valeurs dans la

catégorie des groupes abéliens. Supposons qu'il existe deux sous-ensembles ® et

g d'obiets de (¢ tels gque:

a) tout objet de € est limite inductive filtrante d'objets appartenant 3 § ,

b) tout objet appartenant 23 § est contenu dans un objet appartemant & & .

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) @q(A) est bijectif pour tout q = O et tout A € 0b C

(1) ¢q(M) est bijectif pour tout q = 0 et tout ME€g& .

T.a démonstration du lemme se fait par passage 2 la limite inductive,
récurrence sur q et application répétée du lemme des cing au diagramme de suites
exactes de cohomologie déduit d'une suite exacte O+ A=+ M= A' =20 , avec A€ Y,

MEE , A €0C .

Corollaire (1.9) . ~ Soient S le spectre d'un anneau local noethérien strictement

hensélien et f : X 2 S un morphisme localement acyclique, Supposons que, pour tout
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point géométrique t de S on ait H(X_, Z/n) =Z/n et HY(X_, Z/n) =0 pour

q > 0 [autrement dit les fibres géométriques de f sont acycliques]. Alors on a

£,%Z/n = Z/n et R, Z/n =0 pour q>0 .

Corollaire (1,10), - Solent £ : X =Y et g : Y- Z des morphismes de schémas

localement noethériens. Alors, si f et g sont localement acycliques, il en est

de méme de g ° £,

On peut supposer que X, Y et Z sont strictement locaux et que f et
g sont des morphismes locaux., Il s'agit alors de montrer que, si z est un point
géométrique algébrique de Z , on a HO(XZ, Z/n) =Z/n et Hq(XZ, Z/n) = 0 pour

q>0,

Puisque g est localement acyclique, on a HO(YZ, Z/n) =Z/n , et
Hq(Yz, Z/n) =0 pour q >0 . Par ailleurs le morphisme f : X =Y est locale-
ment acyclique (1,4) et ses fibres géométriques sont acycliques, car ce sont des
variétés de cycles évanescents de £ , D'aprés (1.9), on a donc qu%§z/n =0
pour q > O ., De plus fz*_Z/n est constant de fibre Z/n sur Y, . On conclut

a2 l'aide de la suite spectrale de Leray de fz .

2, Acyclicité locale d'un morphisme lisse,

Théoréme (2,1)., - Un morphisme lisse est localement acyclique,

Soit £ : X+ S un morphisme lisse, L'assertion est locale pour la
topologie étale sur X et S , on peut donc supposer que X est l'espace affine
type de dimension & sur S . Par passage 2 la limite, on peut supposer gque S
est noethérien et la transitivité de 1'acyclicité locale (1,10) montre qu'il suffit

de traiter le cas d =1 ,

58



V-8 Arcata

Soient s wun point géométrique de § et =x un point géométrique de X
centré en un point fermé de XS . I1 s'agit de montrer que les fibres géométriques

~ ~, ~
du morphisme X= = S° sont acycliques. On posera désormais S = 5° = Spec(A) et
X=X .ona x¥ spec A{T} , ot A{T} est 1'hensélisé de A[T] au point T =0

au~dessus de s

Si t est un point géométrique de S , la fibre Xt est limite pro-
jective de courbes affines et lisses sur t . On a donc Hq(Xt, Z/n) = 0 pour
g =z 2 et il suffit de montrer que Ho(Xt, Z/n) =%Z/n et Hl(Xt, Z/n) = 0 pour
n premier 3 la caractéristique résiduelle de S , Cela résulte des deux proposi-

tions suivantes,

Proposition (2,2). - Soient A un anneau local strictement hensélien, § = Spec(A)

et X = Spec A{T} . Alors les fibres géométriques de X - S sont connexes,

On peut se ramener par passage 3 la limite au cas o A est un hensélisé

strict d'une Z-algébre de type fini,

Scient T un point géométrique de S , localisé en t , et k' une
extension finie séparable de k(t) dans k(t) ., On pose t' = Spec(k') et

= X x_ Spec(k') . Il nous faut vérifier que, quels que solent t et t' , X

X © S

tl
est connexe (par quoi on entend connexe et non vide). Soit A' 1le normalisé de A
dans k' , i.e, l'anneau des éléments de k' entiers sur l'image de A dans k(t) .
on a AlT} 8, A" —=—5 A'{T} : le membre de gauche est en effet hensélien local
(car A' est fini sur A , et local) et limite d'algebres locales étale sur

AT = ALT) ®, A' . Le schéma X, est donc encore la fibre en t' de

X' = Spec(A'{T}) sur §' = Spec(A') . Le schéma local X' est normal, donc

intégre; son localisé X est encore intégre, a fortiori connexe,

t'
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Proposition (2.3), - Soient A wun anneau local strictement hensélien, § = Spec(A)

et X = Spec (A{T}) . Soient T wun point géométrique de § et Xz la fibre géo-

métrique correspondante, Alors tout rev&tement étale galoisien de XE dlordre

premier & la caractéristique du corps résiduel de A est trivial,

Lemme (2,3,1) (:héoréme de pureté de Zariski-Nagata en dimension 2), - Soient C

un anneau local régulier de dimension 2 et C' une C-algébre finie normale étale

au-dessus de l'ouvert complémentaire du point fermé de Spec(C) . Alors C' est

étale sur C .

En effet €' est normal de dimension 2, donc prof(C') = 2 , Puisque
prof(C') + dim proj(C') = dim(C) = 2 , on en conclut que C' est libre sur C ,
Alors l'ensemble des points de C ol C' est ramifié est défini par une équation,

le discriminant; puisqu'il ne contient pas de point de hauteur 1, il est vide,

Lemme (2.3.2) (cas particulier du lemme d'Abhyankar), - Soient S = Spec(V) un

trait, T une uniformisante, n le point générique de S , X 1lisse sur S ,

irréductible, de dimension relative 1, ?E un_revétement étale galolsien de Xn B

de degré n inversible sur 5, et S, = Spec(V[ﬂl/n]) . Notons par un indice

1

e
ie changement de base de S a § Alors, X

1 - se prclonge en un revétement

in
étale de X, .

N Bd
Soit X le normalisé de X dans X

1 1 in * Vu la structure des groupes

d'inertie modéréedes anneaux de valuation discréte localisés de X aux points

est étale sur X. sur la fibre générale,

~
génériques de la fibre spéciale X , X 1

8 1

et aux points génériques de la fibre spéciale, Par 2.3,1, 1l est étale partout,
2.3.3. Prouvons 2,3, Notons t le point en lequel t est localisé., Il nous est
loisible de remplacer A par le normalisé de A dans une extension finie séparable

k(t') de k(t) dans k(t) (cf. 2.2)., Ceci, et un passage & la limite préliminaire,
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nous permettent de supposer que

a)
b)

c)

d)

e)

A est normal noethérien, et t est le point générique de S

Le revétement étale considéré de XE provient d'un revEtement étale de X .
I1 provient d'un revé@tement étale %; de 1l'image réciproque XU d'un ouvert

non vide U de § (résulte de b): t est la limite des U ).

Le complément de U est de codimension = 2 (ceci au prix d'agrandir  k(t)

par application de 2.3.2 aux anneaux de valuation discrite localisés de S en
les points de S-U de codimension 1 dans S ; ces points sont en nombre fini),

~
Le revétement XU est trivial au-dessus du sous-schéma T=0 , (Ceci quitte 2

encore agrandir k(t) ).

Lorsque ces conditions sont remplies, nous allons voir que le revé@te-

~
ment XU est trivial,

Lemme (2,3.4). - Solent A un anneau local strictement hensélien normal et

noethérien, U un ouvert de Spec(A) dont le complément est de codimension = 2,

v

si

son image réciproque dans X = Spec(A{T}) et V' un revétement étale de V .,

V' est trivial au-dessus de T = 0 , alors V' est trivial.

Soit B =T(V', &) ., Puisque V' est l'Iimage inverse de V dans

Spec(B) , 11 suffit de voir que B est fini étale sur A{T} (donc décomposé,

puisque A{T} est strictement hensélien). Soit X = A[{T]] , et notons par

le changement de base de X a X . Le schéma X est fidzlement plat sur X,

On a donc TH(V', 6§) = B ®A{T} A[T}] , et 11 suffit de voir que cet anneau B est

fini étale sur A[[T]] .

-~ A
Soit V_ (resp, V'm) le sous-schéma de V (resp., V') d'équation

ml

T

= 0 , Par hypothése, V’o est un rev@tement trivial de VO 1+ une somme de

n~-copies de Vo . De m&me pour V'm/Vm , puisque les revétements étales sont

insensibles aux nilpotents, On en tire

@ :T(V', ©) » Lim T(V' , ) = (fm 10V, O
m
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Par hypothése, le complément de U est de profondeur = 2 : on a
T(Vm, 6) = A[T]/(Tm+1) , et ¢ est un homomorphisme de B dans ALLTII™ .

~

Au~dessus de U , il fournit n sections distinctes de V'/V : V' est donc
trivial, somme de n copies de V , Le complément de V dans X &tant encore
de codimension = 2 (donc de profondeur = 2) , on en déduit que B = AL[T]I" ,

d'ol le lemme,

3. Applications.
Théorzme (3,1) (spécialisation des groupes de cohomologile), -

Soit f:X - S un morphisme propre et localement acyclique, par exemple un morphisme

propre et lisse, Alors les faisceaux ng&z/n sont localement constants cons~-

tructibles et pour toute fldche de spéclalisation t = gs , les fléches de co-

spécialisation Hq(xt s Z/n) = Hq(XS, Z/n) sont bijectives,

Cela résulte immédiatement de la définition des fléches de cospécialisa-
tion et des théorémes de finitude et de changement de base pour les morphismes

propres,
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Théorzme (3.2) (changement de base par un morphisme lisse), - Soit un diagramme

cartésien

X e

X
£! lf
S

st B

avec g lisse, Pour tout faisceau F sur X , de torsion et premier aux caracté-

ristiques résiduelles de 8 , on a

gt R, F ——— R, (g F)

En prenant un recouvrement ouvert de X , on se raméne au cas ot X
est affine, puis par un passage 2 la limite au cas ot X est de type fini sur S |
Alors f se factorise en une {mmersion ouverte j : X = ¥ et un morphisme propre
E: X5, De la suite spectrale de Leray pour I o j et du théoréme de changement

de base pour les morphismes propres, on déduit qu'il suffit de démontrer le théoréme

dans le cas ot X =+ S est une immersion ouverte,

Dans ce cas, si F est de la forme ¢, C , ot ¢ : t =X est un point
géométrique de X , le théordme est corollaire de 1,5, Le cas général en résulte par

le lemme 1,8,

Corollaire (3,.3)., - Soient K/k une extension de corps séparablement clos, X un

k-schéma et n un entier premier 3 la caractéristique de k , Alors 1l'application

canonique Hq(X, Z/n) = Hq(KK , Z/n) est bljective pour tout gq = O ,

I1 suffit de remarquer que X est limite inductive de %-algébres lisses,

Théorgme (3,4) (pureté relative), - Soit un diagramme commutatif
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j 1
g o— > X < 2y
(3.4.1) £ h
S
avec f lissepurement de dimension relative N , h lisse purement de dimension

relative N-1 , i un plongement fermé et U = X-Y , Pour n premier aux caracté-

ristiques vrésiduelles de S, on a

igZ/n = Z/n
Ry Z/n = Z/n(-1),

qu*Z/n = 0 pour q =2

Dans ces formules, Z/n(-1) désigne le Z/n-dual de Moo 81 t est
une équation locale pour Y , l'isomorphisme le*z/nz‘zln(—l)Y est défini par
l'application a :Z/n —> le* My qui envoile 1 sur la classe du H, -torseur

iénes
des racines n de t ,

La question est de nature locale, Cecl permet de remplacer (X, Y) par

un couple localement isomorphe, par exemple

1 ] 1 i

A T S TP T < 7
f
T
avec T = Ag-}' et 1 = section 2 1'infini, Le corollaire 1,9 s'applique 2 g ,

et fournit ng* Z/n =Z/n pour q=0 , 0 pour q > O, Pour f , on a par

ailleurs (IV 6,2,1)

R, Z/n =z/n , 0,Z/n(-1) , 0 pour gq > 2,

On vérifie facilement que j,Z/n =Z/n , et que les qu% Z/n sont

concentrés sur 1(T) pour q > O ., La suite spectrale de Leray
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Ep? = RP, R, Z/n = ’PTg, z/n  se réduit donc 2

R, z/m o
i# le*Z/n )
d
2
Z/n 0 Z/n (~1) o ...

thez/n =0 pour q =22, et RPL$Z/n est le prolongement par zéro d'un

faisceau localement libre de rang un sur T (isomorphe, via d a Z/n{-1)).

2 3
L'application a , définie plus haut, étant injective (ainsi qu'on le vérifie fibre

par fibre), c'est un isomorphisme, et ceci prouve 3.4,

3.5. Nous renvoyons a SGA 4 XVI (§ 4 et § 5) pour la démonstration des applications

suivantes du théorzme d'acyclicité (2,1),

(3.5.1) Soient f : X =S un morphisme de schémas de type fini sur € et F un

faisceau constructible sur X , Alors

q an q.an,an
(R7f, )7~ R (FT)

(cf IV 6,3; en cohomologie ordinaire, 1l est nécessalre de supposer F constructible

et non seulement de torsion),

(3.5,2) Solent f : X = S un morphisme de schémas de type fini sur un corps k

de caractéristique O et F un faisceau constructible sur X . Alors, les qu§F

sont également constructibles,

La preuve utilise la résolution des singularités et 3.4, Elle
est généralisée au cas d'un morphisme de type fini de schémas excellents de
caractéristique O dana SGA4 XIX §5, Une autre démonstration, indépendante de la
résolution,est donnée dans ce volume (Th, finitude, 1.1), elle s'applique & un

morphisme de schémas de type fini sur -un corps ou sur un anneau de Dedekind,
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VI. Dualité de Poincaré

1. Introduction
Soit X wune variété topologique orientée, purement de dimension N , et

supposons que X admette un recouvrement ouvert fini U = (Ui) , tel

1= is X

que les intersections non vides d'ouverts Uy soient homéomorphes 2 des boules,

Pour une telle variété, le théoréme de dualité de Poincaré peut se présenter ainsi:

A, La cohomeclogie de X est la cohomologle de 5ech correspondant au revétement U ,

C'est la cohomologie du complexe

(1) o0 =z° sz » .,
od A= {1l < L<d et U N LN # 0)
o k
B. Pour a €A, a= (10,-..,ik) » solt U _ = Uioﬂ - Uik et soit j_

1'inclusion de Ua dans X . Le faisceau constant Z sur X admet la résolution

(4 gauche)

2 .28 zZ> ®j,Z - 0

aEAl ja! acA
°

/2 .

*
La cohomologie a support compact HC(X, i Z) n'est autre que la cohomologie

& support propre de la boule (orientée) v,

Hi(X,j‘Z)= 0 si 1#N
C a:

Z si 1 =N

La suite spectrale d'hypercohomologie, pour le complexe (2) et la
cohomologie & support propre, affirme donc que Hi(X) est le (i-N)-i2me groupe de

cohomologie d'un complexe
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A A
(3) .=z =z %a 0

Ce complexe est le dual du complexe (1), d'ol la dualité de Poincaré,

Les points essentiels de cette construction sont
a) l'existence d'une théorie de cohomologie 2 support propre :
b) le fait que tout poilnt x d'une variété X purement de dimension N a un

systéme fondamental de volsinages ouverts U pour lesquels

4 HZ(U)= 0 pour 1 #N |,

Z pour 1 =N

La dualité de Poincaré en cohomologie étale peut se construire sur ce
modéle, Pour X 1lisse purement de dimension N sur k algébriquement clos,
n inversible sur X et x un point fermé de X , le point clef est de calculer

la limite projective, étendue aux volsinages étales U de x

i
(5) 1im HC(U, Z/n) = I si 1 # 28

Z/n si 1L =2N ,

De méme que pour les variétés topologiques il faut d'abord
traiter directement le cas d'une boule ouverte (voire simplement celui de 1'inter-
valle J0, 1f ), ici il faut d'abord traiter directement le cas des courbes (§2),
Le théoréme d'acyclicité locale des morphismes lisses permet ensuite de ramener

(5) a ce cas particulier (§ 3).

Les isomorphismes (4) et (5) ne sont pas canoniques: ils dépendent du
choix d'une orientation de X , Pour n inversible sur un schéma X , W, est
un faisceau de Z/n-modules libres de rang un, On note Z/n(N) sa puissance

e

tensorielle N-™ (N €2Z) . La forme intrinstque de la deuxizme ligne de (5) est
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(s ln WV, z2/mM0) = zZ/n

et Z/n(N) s'appelle le faisceau d'orientation de X ; le falsceau Z/n(N)

étant constant, isomorphe & Z/n , on peut le faire sortir du signe H et écrire

plutdt

(5") (Z:N(U,Z/n) =Z/a(-N) ,

lim H
(———.

et la dualité de Poincaré prendra la forme d'une dualité parfaite, 2 valeurs dans

Z/n(-N) , entre Hi(X, Z/[/n) et HiN—i(X, Z/n)y .

2. Le cas des courbes,

(2.1) Soient X une courbe projective et lisse sur k algébriquement clos, et
n inversible sur X . La preuve de III 3,5 fournit, pour X connexe, un iso-

morphisme canonique

B R, p) = Ple®)/npic® —2E» z/n

Solent D un diviseur réduit de X et X =X - D

La suite exacte 0 = Ip, M, i, M, 0 et le fait que
Hi(i, i*un) = Hi(D, pn) =0 pour 1 >0 fournissent un isomorphisme
2 2= ~ 2,= ~
HC(X, “n) =H° (X, 1 p.n) = H (X, p.n) — Z/n .
Pour X disconnexe, on a de méme

x)
2 ~ s
HC(X, pn) & /n)

et on définit le morphisme trace comme la somme

9 UG OB
Tr o B (X, uy) = @/n) —=—> Z/n
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Théor2me(2,2)-La forme Tr(a U b) identifie chacun des deux groupes Hi(X, Z/n)

et Hi_i(X, pn) au dual (& valeurs dans Z/n ) de 1l'autre,

Preuve transcendante, S1 X est une courbe projective et lisse sur un trait § ,

et que j : X% X est l'inclusion du complémentaire d'un diviseur D étale sur § ,
les cohomologies (resp, les cohomologles a support propre) des fibres géométriques
spéciales et génériques de X/S sont "les memes", i,e, les fibres de falsceaux
localement constants sur § . Cecl se dédult des faits analogues pour X et D,
via la suite exacte O = j!Z/n -+ Z/n = Z/nD -+ 0 (pour la cohomologie &
supports propres) et les formules j,Z/n =Z/n , le* Z/n;Z/HD(-l)

Rij*Z/n =0 (i =2 2) (pour la cohomologie ordinaire) (V 3,4),

Ce principe de spécialisation raméne 2,2 au cas ot k est de caracté-
ristique 0,Par V 3,3,ce cas se raméne & celui ot k =€ , Enfin, pour k =0 ,
les groupes B (X, Z/n) et H"C"(X, un) cotncident avec les groupes de m@me nom,

calculés pour 1l'espace topologlique classique Xcl et, via 1'isomorphisme

2mix
n

Z/n = Mot oX e exp( ) , le morphisme trace s'identifie a "l'intégration sur

la classe fondamentale", de sorte que 2,2 résulte de la dualité de Poincaré pour Xcl ,

(2.3) Preuve algébrique, Pour une preuve trés économique, voir (Dualité §2), En voici

une autre, liée a l'autodualité de la jacobienne,

Reprenons les notations de 2,1, On peut supposer - et
on suppose - que X est connexe, Les cas 1=0 ou 2 étant triviaux, on suppose
aussi que i =1 , Définissons DGm par la suite exacte
0 = DGm - Gm - 1, mm» 0 ({sections de Gm congrues & 1 mod D), Le groupe
Hl()-(,D(Em) classifie les faisceaux inversibles sur X trivialisés sur D , C'est
le groupe des points de PicD(}_() , une extension de Z (le degré) par le groupe
des points d'une jacobienne généralisée de Rosenlicht (correspondant au conducteur 1

en chaque point de D ) Picg()-() , elle-méme extension de la variété abélienne

p1c®(X) par le tore 6;111)1/ (& diagonal).
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n
. X" x
a) La suite exacte O = PRV Gm — >, ¢ =0 fournit un
isomorphisme
(2.3.1) B, u) = p1l®)
* c 7 Fn D "n

b) L'application qui & x € X(k) associe la classe du faisceau inversible 6(x)

sur X , trivialisé par 1 sur D , provient d'un morphisme

f:X-—>> PicD(i)

Pour la suite, on fixe un point base O et on pose fo(x) = f(x) - £(0) ,
Pour tout homomorphisme v : Picg(i)n - Z/n , soit Vv € Hl(Pic;(i), Z/n)
1'image par v de la classe dans Hl(Pic;(i) s Picg(i)n) du torseur défini par

l'extension

n

o o,z o,=
0 - PicD(X)n -» PicD(X) > PicD(X) - 0

La théorie du corps de classe géométrique (telle qu'exposée dans Serre [15])

montre que l'application v fi(;) :

(2.3.2) Hom(PicD(®)_, Z/n) —> u'(X, Z/n)
est un isomorphisme, Pour déduire 2,2 de (2.3.1) (2.3.2), il reste a savoir que
(2.3.3) Tel{u U fﬁ(;)) = ~y{u) .

Cette compatibilité est prouvée en (Dualité, 3.2.4).

3. Le cas général,

Soient X wune variété algébrique lisse et purement de dimension N ,
sur k algébriquement clos, Pour énoncer le théoréme de dualité de Poincaré, il

faut tout d'abord définir le morphisme trace

Tr HiN(X, Z/n(W) +zZ/n .

La définition est un dévissage pénible 2 partir du cas des courbes (SGA 4 XVIII

§ 2 }. On a alors
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Théoreme (3,1),-La forme Tr(a U b) identifie chacun des groupes Hi(X, Z/a(N))
HZN—i

t

(X, Z/n) au dual de 1'autre,

Soient x € X un point fermé et X, le localisé strict de X en x ,

Nous posons, pour U parcourant les voisinages étales de x
() “x_, z/n) = *( )
HC Xx’ Z/n) = lim Hc U, Z/n

11 serait préférable de considérer plutdt le pro-objet "iim" Hi(U, Z/n) mais,
les groupes en jeu étant finis, la différence est Inessentielle, Comme on a tenté
de l'expliquer dans 1'introduction, (3.1) résulte de ce que

HZ(XX, Z/u) = 0 pour 1 # 2N et que
2

Tr: HZN(
C

X Z/n(N)) —=—> 7Z/n est un isomorphisme.

Le cas ot N=0 est trivial, Si N > 0 , soit Yy le localisé strict en un
point fermé d'un schéma Y 1lisse purement de dimension N-1 , et soit £ : Kx - Yy
un morphisme essentiellement lisse (de dimension relative un), La démonstration uti-
lise la suite spectrale de Leray en cohomologle 2 support propre pour £ , pour se
ramener au cas des courbes, Les "cohomologles 2 support propre" considérées étant
définies comme des limites (1), 1l'existence d'une telle suilte spectrale pose divers
probleémes de passage 2 la limite, traités avec trop de détails dans SGA4 XVIII,

Ici, nous nous contenterons de calculer,

Pour tout point géométrique =z de Yy , on a

(Rif! z/n), = Hi(f-l(z), Z/n)

La fibre géométrique f_l(z) est une limite projective de courbes lisses sur un
corps algébriquement clos, Elle vérifie la dualité de Poincaré, Sa cohomologie

ordinaire est donnée par le théoréme d'acyclicité locale pour les morphismes lisses:
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Hi(f_l(z) s Z/n)

1
N
e
)

pour 1 =0

0 pour 1 >0 .,

Par dualité, on a

Z/n(-1) pour i =2

HE(EH(2), 2/m)

0 pour 1 # 2 .

et la suite spectrale de Leray s'éerit

i-2

Hi(xx, Z/n (N)) = L (Yy, Z/n(N-1)) .

On conclut par récurrence sur N

4, Variantes et applications.

On peut construire, en cohomologie étale, un "formalisme de dualité"

¥*

!
Rf, , £ , Rf" satisfaisant diverses compatibilités et

(= des foncteurs Rf, , 1

formules d'adjonction) paralléle a celul qul existe en cohomologie cohérente, Dans
ce langage, les résultats du paragraphe précédents se transcrivent comme suit: si
f: X=8S est lisse et purement de dimension relative N , et que S = Spec(k) ,

avec k algébriquement clos, alors
1
Rf Z/n =z/n [28] (W)
Ce résultat vaut sans hypothése sur S ., Il admet le

Corollaire,~ Si f est lisse et purement de dimension relative N , et que les

faisceaux Rifl Z/n sont localement constants, alors les faisceaux Rif*,z/n

sont aussi localement constants, et

R'e, z/n = Bon @Y Z/nW), Z/0) .
En particulier, sous les hypothéses du corollaire, les falsceaux
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Rif* Z/n sont constructibles, Partant de li, on peut montrer que, si S est de
type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de Dedekind, alors, pour tout
morphisme de type fini £ : X =+ S et tout falsceau constructible & sur X , les

faisceaux Rif* F sur S sont constructibles (Th, finitude, 1,D.
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RAPPORT SUR LA FORMULE DES TRACES

Dans ce texte, j'ai tenté d'exposer de fagon aussi directe que possible la
théorie cohomologique de Grothendieck des fonctions L . Je suis de trés prés cer-
tains des exposés donnés par Grothendieck 2 1'IHES au printemps 1966. Dans 1'esprit

de ce volume, il ne sera pas fait appel & 8GAS - sauf deux références & des passa-

ges de l'exposé XV, indépendant du reste de ce séminaire.

Dans le §10 (p.81-90) de [17], le lecteur trouvera un résumé de la théorie,

dans le cas crucial des courbes.

Sommaire
I, Quelques rapPels ... uuuiiet e it e e s 2
2. QL~faisceaux ................................................... A
3. Formule des traces et fonctions L ...t iiieernnnenoeeenonnnennanes 10
4, Réduction 3 des théordmes en Z/Ln -cohomologie ..,............. . 14
5. La méthode de Nielsen-Wecken ...........cc.uiiinininnnaneennneonenenn 24
6. Fin de la preuve de 4.10 ... .irurininiitee e tn st nnernanas 31
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1.- Quelques rappels.

1.1- Notations.

p, 9, T, IFq : p est un nombre premier, q = pf une puissance de p et
F une cldture algébrique du corps premier ]Fp . Pour toute puissance pn de p ,

on note IF a le sous~corps & pn éléments de T

P
XO,X : On désignera souvent par un symbole affecté d'un indice o un objet
sur }Fq . Le meme symbole, sans o , désigne alors l'objet qui s'en déduit par

extension des scalaires & T , Par exemple, si 30 est un faisceau sur un schéma

XO sur ]Fq ; on note ¥ son image réciproque sur X = XO ® ]FIF
q
F: Si X, est un schéma sur ]Fc1 , on appelle morphisme de Frobenius et

on note F 1'endomorphisme de X qui "envoie le point de coordonnées x dans celui

Xq 1

de coordonnées c'est 1'identité sur 1l'espace topologique sous-jacent et, pour

x une section locale du faisceau structural, F¥x = x4

On désigne encore par F 1'endomorphisme de X qui s'en déduit par extension
des scalaires. Sur l'ensemble X(TF) = Xo(]F) des points rationnels de X , F agit
commelasubstitution de Frobenius ¢ € Gal(]F/]Fq) définie par ¢(x) = xt | En par-

ticulier, X =x (F) .
o q
En cas d'ambiguité, on écrira F(q) plutdt que F .,

1.2 - Correspondance de Frobenius.

Soient Xo un schéma sur ]Fq , et 30 un faisceau sur XO . J'aime voir

comme suit la correspondance de Frobenius (un F-endomorphisme de 30)
(1.2.1) F* o PR3 ——> 35

On regarde 30 comme le faisceau des sections locales d'un espace [&OT

étalé sur X ([30] est un espace algébrique au sens de M, Artin).
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La fonctorialité de F fournit un diagramme commutatif

F
—_—
3, (3,
o o
Parce que [ 7 est étale sur Xo , ce diagramme est cartésien ; il fournit un
o

isomorphisme [& ]  ——— F#[3,] d'inverse (1.2.1) . On note encore F¥ les cor-
respondances ou morphismes déduits de F par extension des scalaires ou par fonc-

*
torialité, tels F¥* ; Hg(X,S) - HC(X,S).

Pour une définition en forme, je renvoie & SGA 5 XV §1,2, On n'y considére

que le cas ot q =p , mais le cas général se traite de m&me.

1.3~ La correspondance de Frobenius est fonctorielle en (Xo,go) . Si

fo H Xo — Yo est un morphisme de Eﬁ- schémas, 30 un faisceau sur XO;}O
un faisceau sur Y, et uc€ Hom(fgqo,go) = Hom(Qo,fo*Eo) un £ -morphisme de G,

dans 30 » on & un diagramme commutatif d'espaces foF =F fo , et au-dessus un

diagramme commutatif de faisceaux

£
1%} u
—— e
XO YO 3O c:}O
lF J{F FH* F¥*
£
[e]
—_— < — .
XO YO 3O qO

En particulier, la correspondance sur fo*go déduite de la correspondance de

Frobenius de (XO,SO) est la correspondance de Frobenius de (Yo’fo*so)

1.4~ Le morphisme naturel Y — YO est limite de morphismes étales. Il en résulte

que pour tout faisceau abé&lien 30 sur Xo ; les images réciproques sur Y des

i i
R fo*go sont les R f*3 .

Sur le*3 , on dispose de

. ~ . * .
a) la correspondance F*le%E R'f & F le*z déduite par fonctorialité de

la correspondance de Frobenius;
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b) la correspondance F*le*:} — le*a'- image réciproque sur Y de la correspon-

. i
dance de Frobenius sur R fo%go .

On déduit de 1.3 que ces correspondances cofncident. Elles induisent le terme

initial d'une action de Frobenius sur toute la suite spectrale
1Py, R, 3 = vPMx,m
De méme en cohomologie & support propre, et pour la suite spectrale

By (v, 76,3 = 1™, m

1,5 - Changement de corps fini.

Soient (XO,IZIO) sur IFq, n un entier, et (xl,gl) sur F _ déduit de

q
(XO,EO) par extension des scalaires. On dispose d'une part de la correspondance de
i : * 0 FY , d'aut 1t de
Frobenius F(q) Xo — Xo s F(q) F(q)ﬁo —— 30 autre pa
. 3 R s .
F a. ¢ Xl —— Xl , F . F¥ n 31 — 31 . On vérifie facilement que F a
(C) (q7) (q7) (¢

se déduit de la puissance niéme de F(q) par extension des scalaires de ]Fq 2

¥

g0 ; aprés extension des scalaires & TF

, on a encore la méme identité

F(qn) = Fr(lq) entre endomorphismes de X et correspondances sur X

Si x est un point fermé de X, avec [kix) IFq] =n , et que
% € X (F) = X(F) est localisé en x , % est un point fixe de F =5
o (@™ (q)
On note F:{* 1'endomorphisme de 3‘5; induit par F¥ n. * A isomorphisme prés,
(q7)
(E;{%, 3}—{) ne dépend pas du choix de x . La trace, etc, de F;{% se désigne par

unme notation telle que Tr(F;‘i‘,E) .
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1,6- Fonction L .

Soit X un schéma de type fini sur Eﬁ . On note |xo1 1'ensemble de
ses points fermés et, pour x € |XO| , on pose deg(x) = [k(x) : Eb] .81 g
est un D&—faisceau sur XO (pour cette notion, voir ci-dessous) - ou un faisceau

constructible et plat de modules sur un anneau noethérien commutatif A =~ on note

L(XO,3E) la série formelle de terme constant 1, dans Q{[[tj] ou dans A[[t]] s

L(X ,3) = Tr det (L-Fx tdeg("),vﬁ)'1
[e] o] % E IX l X
[o]

Remarque 1.7.

Dans la définition 1.6, on a deg(x) = [k{x) : Ep] (degré absolu) et non
deg(x) = [k(x) : Eﬁ} (degré relatif 2 Eq) . Ceci & pour effet que L(Xo,go) ne
dépend que du schéma Xo et du faisceau 30 , ncn de q et du morphisme struc-

turel R, —> SpEC(Eﬁ) . L'indéterminée t est un avatar de phs

1.8- Le point de vue galoisien,

ce n° ne sera pas utilisé dans la suite du rapport. Pour 30 un faisceau
abélien sur X, le groupe de Galois Gal(]F/Ea) agit sur T , et par transport
de structure sur HZ(X,E) . En particulier, la substitution de Frobenius ¢ (1.1)
induit un automorphisme, encore noté ¢ , de Hi(X,&) . La correspondance de

Frobenius définit de son c8té un endomorphisme F#* de Hi(X,&) . Ona

(1.8.1) e g (sur H.(X,3)

Pour le voir, appliquons 1.4 au cas ol Y, est un point : Y = Spec(Fq).
On trouve que Hz(X,E) est la fibre, au point géométrique Spec(TF) de Y, o de
le'SO ; et que F¥ est la fibre de la correspondance de Frobenius de le'go

Soit [le'3o] comme en 1.2 , On a Hi(X,&) = [Rif,go] (F) et

a) ¢ agit par transport de structure, via son action sur TF s
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b) F¥* est 1'inverse de F : [R £, J(F) — [R'£,3 1(F)
On conclut par 1l'identité F = ¢p de 1.1

Un des intéré@ts du point de vue galoisien est qu'il permet de raisonner par

transport de structure,
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2,.- -faisceaux.
2.- R, -faisceaux

La notion de QL—faisceau est développée en détail dans SGA 5 V, VI . Nous

n'utiliserons que les définitions et résultats ci-dessous.

Défipition 2.1.~- Soit X wun schéma noethérien. Un Z& -faisceau & gur X est un

systéme projectif de faisceaux Sn (n >0) , avec 3n un faisceau de

Z/&n+l -modules constructibles (SGA 4 IX §2), & tel que le morphisme de tran-

sition gn — 3n se factorise par un isomorphisme

1
N o~
3n ® gz 40+l Z/y ——> En_l .

On dit que & est lisse si les Zin sont localement constants,

La terminologie de SGA 5 est différente, on y dit

Z)?,_ faisceau comstructible pour Z&- faisceau
et

constant tordu constructible pour lisse
De m@me, ci-dessous, pour les R, -faisceaux.

2.2- 8i k est un corps séparablement clos, un faisceau de Z/4"- modules sur
spec(k) s'identifie & un Z/{,n—module, et le foncteur F———> fim En identifie
les ZL_ faisceaux sur Spec(k) aux ZL—modules de type fini. Ceci justifie la dé-

finition suivante : la fibre du Z, -faisceau & en le point géométrique x de X

£

est le ZL—module &im(ﬁn)x

2.3- Supposons X connexe, et soit x un point géométrique de X . On sait que

le foncteur "fibre en x" est une équivalence de la catégorie des faisceaux loca-
lement constants constructibles de Z/4" -modules avec la catégorie des Z/Ln— modules
de type fini munis d'une action continue de nl(X,x). Par passage & la limite, on

en déduit la proposition suivante,
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Proposition 2.4,.- Sous les hypotheses ci-dessus, le foncteur "fibre en x" est

une équivalence de la catégorie des ZL -faisceaux lisses sur X _avec celle

des Z, -modules de type fini munis d'une action continue de ﬂl(X,X).

Proposition 2,5, - Soit & un ZL -faisceau sur un schéma noethérien X ., Il

existe une partition finie de X en parties localement fermées Xi telles

que les 3‘)(1 soient lisses.

Posons gr?& = /{,naim/&m-l:;

pour m>n , et grt3 = @ gri& . Clest un
faisceau de modules sur 1'anneau noethérien grLZZN Z/L[t] , gradué de Z pour
la filtration f-adique, C'est un quotient de grza'« ® Z/LZ//L [t] , donc un fais-
ceau de gr%z -modules comstructible (SGA 4 IX §2), et il existe une partition fi-
nie de X en parties localement fermées X telle que gr&3|Xi soit localement

. n L
constant, Chacun des faisceaux gr{;&'xi est alors localement constant ainsi que

les ?’m'Xi , qui en sont des extensions successives,

2,6.- 81 F et G sont deux Z{ -faisceaux sur X , on pose

Hom(&F, Q) = Lim Hom({?n,qn) ; ¢'est un Z, -module. Puisque Hom(l}n,qn)=Hom(3m,Qn)

2

pour m >n , On & encore
Hom(F,G) = Lim tim Hom(F G )
n m

de sorte que le foncteur Fi+i—> "Lim"gn est pleinement fidéle, de la catégorie
des ZL -faisceaux dans celle des pro-faisceaux sur X(= pro-objets de la catégorie
des faisceaux sur X) . On l'utilisera pour identifier les Z& -faisceaux a cer-

n+l . .
+ % soit un faisceau, et que

tains pro-faisceaux (ceux tels que chaque 3n = %/
3 —> ")Lim"Hn) . On vérifie aisément que si JF = "J(,im":}n , avec 'Jn un fais-
ceau constructible de Z/ {,n-modules, pour que & soit un Z»L -faisceau, il faut
et il suffit que les systémes projectifs (en n) 3n/«f,k+182n soient essentiellement

constants : le systéme projectif des F = 1im & /{,k+13 vérifie alors les condi-
projd k = “n n
n

s - I 3 i} T
tions de 2,1 , et F = 4im 3k
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Dans ce qui suit, nous abandonnons la notation :}n de 2.1 ; si & est un

Zé—faisceau, le faisceau :}n de 2,1 sera noté FI® Z/L ntl

2.7.~ Dans la catégorie abélienne des pro-faisceaux, la sous-catégorie des ZL—
faisceaux est stable par noyau, conoyau et extemsion, C'est clair pour les conoyaux.
Pour les noyaux, si f : ¥ ——> § est un morphisme de Z& -faisceaux, on déduit
aisément de 2.4, 2.5 et de Artin-Rees que le systdme projectif des

Ker(f : 3® z/2" —> g® Z/A") vérifie le critére donné en 2.6 ci-dessus. Il

existe méme un entier r tel que pout tout n

n+r T

Rer (£) ® Z/4" = Rexr(f : 38 z/4"" —= g8 z/"") ® z/i"

Le cas des extensions est laissé au lecteur.

2,8.,- Un Ef—faisceau ¥ est sans torsion si Ker{(y : ¥ ——> 3) = 0 ., Chaque
FQ® z/4" est alors plat sur Z/4" (i.e. a fibres des Z/4" -modules libres de
type fini), On déduit de 2.4 , 2.5 que pour tout Ef—faisceau F il existe un

. n . s
entier n tel que F/Ker(4 ) soit sans torsion,

2.9.- La catégorie abélienne des QL—faisceaux sur X est le quotient de celle

des Z:{:faisceaux par la sous-catégorie épaisse de Z ,-faisceaux de torsion. En

2
termes équivalents, ses objets sont les Z&-faisceaux et, notant F® Q»f, le fo
faisceau JF , vu comme objet de la catégorie des QL—faisceaux, on a

Hom(3 ® %, G® (DL) = Hom(3F, Q) ®ZL T,

La fibre d'un Q}—faisceau I® QL en un point géométrique x de X est la

Q&-espace vectoriel de dimension finie 3«}( ®Z Q

1 L
2,10.- Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps algébriquement clos

k et &F un U)L-faisceau constructible sur X , Soit JF' un 2!; -faisceau cons-

tructible tel que F~ JF' ® U}L . Nous verrons en (4,11) que

. q ' n
(gim HC(X, e zZ/L ) ®2ZL Q{

est un D’t—espace vectoriel de dimension finie. Il ne dépend que de JF , et se
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note HE(X,E) . La preuve n'utilise pas que { soit premier & la caractéristique,

mais seul ce cas nous intéresse.

2.11.~ Dans cet exposé, tous les calculs importants se feront au niveau des

Zz/ Ln—faisceaux, le passage aux QL—faisceaux ne se faisant qu'en tout dernier lieu,
En pratique, il est toutefois souvent commode de travailler systématiquement avec
des QL-faisceaux. Dans les exposés V et VI de SGA 5, Jouanolou donne le formalis-
me qui rend cela possible, Un des résultats essentiels (VI 2.2) est que si

f : X—>Y est un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens, et F
un Z -faisceau sur Y , alors, pour chaque q , le pro~-faisceau

2

"Lim"qu,(S ® Z/1") est un Z{’~faisceau sur Y . Il démontre méme une propriété
de régularité plus forte (i la Artin-Rees) pour le systéme projectif des

R (3@ /4™

Jouanolou se place m@me dans un cadre plus général, englobant le cas trés

utile des Ex-faisceaux, pour EX une extension finie de Q& . Ils sont définis

comme 1'ont &té les Q£~fgisceaux, avec Qi remplacé par Ex,Zlé par 1l'anneau @K
de la valuation X\ et Z/{" par ®)\/nn , pour 1 une uniformisante, Il

reviendrait au méme de définir un Ek—faisceau comme un Q&—faisceau § , muni

d‘'un homomorphisme EX ~———> End (%)
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3,- Formule des traces et fonctions L .

On utilise les notations du §1, et { est un nombre premier # p .

Soient X = un schéma séparé de type fini sur E& (q = pf) et 3 un

~faisceau constructible sur X . L'interprétation cohomologique de Grothendieck
2 o P

des fonctions L est le théordme suivant :
i
R £ i -)*"
Théoréme 3.1.- L(Xo,zo) = L}det(l-F%c ,HC(X,E}) .

I1 est obtenu comme conséquence de la formule des traces

Ihéoréme 3.2.- Pour tout entier n , £ p Tr(Fn*,EX) =3 (-1)1Tr(F*n,Hi(X,3)).
x € X i

Rappelons briévement la méthode classique pour déduire 3,1 de 3.2, Posons
T=t ; les deux membres sont des séries formelles en T , de terme constant 1,
Puisque QL est de caractéristique g , il suffit de prouver que les dérivées lo-

d
garithmiques T&% log des deux membres sont égales,

Pour calculer ces dérivées logarithmiques, nous utiliserons la formule

TS log det-fm 7 = £ (M,

z
n>o
dont la démonstration (dans un cadre un peu plus général) est rappelée ci-dessous,

Au premier membre, on trouve

d M
T3p log LK .3 ) = Z Zn:[k(x) P Tr(F:,g) e (kG ]Fq]

it
Tr(F ,SX)

et au second membre

O S ot o m)
n>o ¢

on compare terme a terme.

86



- 11 - Rapport

Proposition 3.3, - Soient A un anneau commutatif, M un A-module projectif de

type fini et f wun endomorphisme de M . Pour toute série formelle inver-

. d -1 4
sible Q , on pose EEIOg Q=q ", aT Q . O0na
(3.3.1) Té% log det (1-f1) L = E: Te(£h) 7"
n>o

Soit M' un A-module tel que M @ M' soit libre de rang fini. Remplacer

(M,£) par (M@®M', £ ©@0) ne change pas les deux membres de 3.3, et nous raméne

au cas ot M est libre, Pour M = Ad , (3.3.1) est une identité algébrique por-

tant sur les coefficients fg de f . Par le principe de prolongement des iden-
tités algébriques, il suffit de la vérifier pour A un corps algébriquement clos
de caractéristique O . Les deux membres étant additifs en M dans une extension
0 M 5 M- M'» 0 , il suffit méme de ne traiter que le cas ot M est de rang

1 . 8i f est la multiplication par a, (3,3.1) se réduit alors & la formule

4

_]__
Tgp log ((1-aT) ™) = n ; oar

Corcllaire 3.4. - Soient n un entier, et f(n) 1 'endomorphisme

(xl,...,xn) —_— (f(xn),xl,...,x ) de M .ona

n-1

(n)

(3.4.1) det(1-f T = det (1-£'™ 1)

Procédant comme en 3.3, on se raméne & supposer que A est de caractéris-

tique 0 . Il suffit alors de vérifier que les dérivées logarithmiques —Té% log

des deux membres sont égales, On a

—Té% log det(l-f TV = -n Tnégi log det(1-£ T =n 5 Te(f 1™ ,
T
m >0
-Té% log det(1-£™1) = ¢ qp(e®my m ,

m> o
et on observe que

(n)m)

Tr (£ =0 si nTm

(n)nm

Tr (£ Y = n Tr(fM
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Remarque 3,5.- Pour A = QL , (3.4.1) est le cas particulier X, = Spec(E‘n) de
q
3.1. Utilisant cette identité, il est facile de vérifier directement que le second

membre de 3.1 est indépendant de ¢ , et du morphisme structural X, —> Spec(ﬁh).

Remarque 3.6,- Si j : Xo e ig est une compactification de Xo’ on a

L(X,3) = L("io,j,go) et Hz(X,BI) H'(X,§,3) . Ceci ramine 3.1 au cas propre, et

explique 1'usage de la cohomologie 2 supports propres. Pour X propre, 3.2 a la
forme d'une formule des traces de Lefschetz, On notera que les termes locaux

'8
Tr(Fn*,Sx) (x ¢ xF ) ne dépendent que de la fibre de F en x , et ne sont pas

affectés de multiplicité, Pour X et F lisses,cela correspond au fait que le graphe de

F est transverse 2 la diagonale (puisque dF =0 ).

Remarque 3.7.- Si on admet le formalisme des QL—faisceaux (ef., 2,11 ; il faut
disposer de la suite spectrale de Leray et du théoréme de changement de base pour
les images directes supérieures qu' ) , il est facile de ramener la preuve de
3.1, 3.2 au cas of Xo est une courbe lisse et oft 30 est lisse, Ceci est clai-

rement expliqué dans [ 27 §5 {pour 3.1 3 3.2 se traite de méme).

3.8.- On dispose de deux méthodes pour prouver 3,2..

A, Lefschetz-Verdier : Si Xo est propre (cf, 3.6), la formule des traces géné-

rale de Lefschetz-Verdier permet d'exprimer le second membre de 3.2 comme une
somme de termes locaux, un pour chaque point de XFn . Dans la version originale
de SGA 5, cette formule n'était prouvée que modulo la résolution des singularités,
Le lecteur trouvera une preuve inconditionnelle dans la version définitive, Dans

le cas des courbes, cas auquel on peut se réduire (3.7), les ingrédients de la

démonstration étaient d'ailleurs tous disponibles,

Pour déduire 3.2 de la formule de Lefschetz-Verdier, il faut pouvoir en cal-~
culer les termes locaux, Pour une courbe et 1'endomorphisme de Frobenius, cela
avait été fait par Artin et Verdier {(voir J.L. Verdier, the Lefschetz fixed point
theorem in etale cohomology, Proc, of a conf, on Local Fields, Driebergen (Springer

Verlag 1967) et la version définitive de SGA 5).
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B. Nielsen-Wecken : Une méthode inspirée des travaux de Nielsen et Wecken permet
de ramener 3.2, 3 un cas particulier prouvé par Weil ; c'est ce qui sera expliqué

dans les paragraphes suivants,
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4,- Réduction & des théorémes en Z/ &n-cohomologie.

Nous prouverons 3.2 par passage 2 la limite 3 partir d'un théoréme analogue
en Z/‘Ln-cohomologie. L'énoncer présente la difficulté suivante. Soient X un
schéma séparé de type fini sur Fq , et 30 un faisceau plat et constructible de
7Z/ *-modules. Ses fibres sont des Z/ £n~modules libres de type fini, et le membre
de gauche de 3.2 a donc un sens (c'est un élément de Z/ &n) . Par contre, les
Hi(X,&) ne seront en général pas libres, de sorte que le membre de droite n'est

pas défini, Obvier a cette difficulté est 1'un des usages essentiels faits par

Grothendieck de la théorie des catégories dérivées,

4.1.- Pour la définition de la catégorie dérivée D(G) d'unme catégorie abélienne
G , et celle des sous-catégorie » ) , v @ , Db(G) , je renvoie au texte de
Verdier dans ce volume., Pour A un anneau, on écrit D(A) au lieu de D{catégo-
rie des A-modules 2 gauche ) ; pour X un site, on écrit D{(X,A) au lieu de

D(catégorie des faisceaux de A-modules & gauche). De méme pour pt , etc,.,,

Le signe R (resp L , ou I.) indique un foncteur dérivé droit (resp.
gauche), Par exemple, ‘; indique le foncteur dérivé du produit tensoriel : pour
K dans D (A°) et L dans D (A) (A° anneau opposé & A) , K g I, se calcule
comme suit : on prend des quasi-isomorphismes K' —>K et L' ——3>1 , avec
K' et L' bornés supérieurement et 1'un d'eux 2 composantes plates, et le simple

complexe s(K' QA L') associé au complexe double X' ®A L',

4.2.- Meéme pour traiter le seul cas de la Z/ &n-cohomologie, nous aurons besoin de
la théorie des traces d'endomorphismes de modules sur des anneaux non nécessairement
commutatifs (des algébres de groupes finis Z/ Ln[G]) . Ces traces ont été intro-
duites par Stallings et Hattori ; cf., le récent article de H. Bass : Euler charac-

teristics and characters of discrete groups, Inv. Math, 35 (1976) p. 155-196.

Soit A un anneau (& unité, mais non nécessairement commutatif). On

désigne

80



- 15 - Rapport

par Ah\ le quotient du groupe additif de A par le sous-groupe engendré par les
commutateurs ab-ba , Si f est un endomorphisme du A-module & gauche libre An R

de matrice fg , on note Tr{(f) 1'image de Zf; dans A® .81 f et g sont

, n £ m e .
deux homomorphismes A —T A , on vérifie aussitdt que Tr(fg)= Tr(gf)
Soit £ un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini P . Ecri-

vons P comme facteur direct d'un module libre An : cela signifie choisir un mo-
dule P' , et un isomorphisme a: PP —N—> An , soit encore choisir un ho-
momorphisme a : P ——> An , et une rétraction b : An —=> P {prendre

P' = Rer(b)) . Soit f' = gff @O)a_l = afb , On pose Tr(f) = Tr(f') . Cet &lé-

ment de [\h‘ ne dépend que de £ : si un autre choix P cﬁ Am est fait, on a
d

a = a(dc)(ba) , d'ot
TR(afb) = Tr(adcbafb) = Tr(cbafbad) = Tr(cfd)

8i f est un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini Z/2 -gradus,

de composantes fji :pd —= 9t s on pose
Te(6) = Tr(£)) - Tr(f])

§'il y a risque d'ambiguité, on écrira plutdt Tr(f;P) . Si les homomorphismes

£ 5 y s . . :
P ——> Q sont homogénes, on vérifie aussitdt par réduction au cas libre que

g

(4.2.1) Tr(gg) = Tr((-1)de8f-dege 4

Si f est un endomorphisme d'un A-module Z/2 -gradué filtré (P,F) , de
filtration finie, compatible & la graduation, et que les Gr;,(P) sont projectifs de

type fini, alors P est projectif de type fini, et
(4.2.2.) Tr(£;P) = ¢ Tr(f ;Gr;(P))
(scinder la filtration pour se ramener au cas d'une somme directe).

4.3.- Un module Z- gradué sera considéré comme Z/2 -gradué par la parité du degré,
En particulier, si f est un endomorphisme d'un complexe borné de A-modules pro-

jectifs de type fini, on pose
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(4.3.1.) Te(f) = 5(-1" e (e
D'aprés 4.2.1.,, si f est homotope 2 zéro, Tr(f) =0
(4.3.2,) f=dH +Hd = Tr(f) = 0 .

Soit Kparf(A) la catégorie d'objets les complexes bornés de A-modules pro-

jectifs de type fini, et de fléches les morphismes de complexes pris & homotopie preés.

Le foncteur Kp (#) —= D(})) est pleinement fidéle. On note (p) son

arf Dparf

image essentielle, Les formules (4.2,1)(4.3,2.) permettent de définir Tr(f) pour

f un endomorphisme de K € 0b D (A) (et cette trace ne dépend que de la classe

parf
d'isomorphie de (K,f))

4.4.- Rappelons que la catégorie dérivée filtrée DF(G) d'une catégorie abé&lienne
G est la catégorie déduite de celle des complexes d'objets filtrés de filtration
finie de ( en inversant les quasi-isomorphismes filtrés (= morphismes de complexes
filtrés induisant un quasi-isomorphisme sur le gradué associé). On dispose de fonc-
teurs "complexe sous-jacent" : DF{(Q) —> D(Q) : (K,F) +—=>K et ”piéme compo-

sante du gradué" : DF{(G) —> D(G) : (K,F) +——> Grg(K)

Soit KF

parf(A) la catégorie d'objets les complexes bornés filtrés de fil-

tration finie (K,F) avec des Grg(Kq) projectifs de type fini, et de fléches les
morphismes de complexes respectant la filtration, pris 2 une homotopie respectant

la filtration prés. Le foncteur (p) ——> DF{()) est pleinement fiddle ; son

KFparf
image essentielle DFparf(A) est formée des (K,F) dans DF(A) , tels que les

p . oo
GrF(A) soient dans Dparf(A) et presque tous nuls ; si (X,F) est dans DFparf(A)’
alors K est dans Dparf(A) .
D'aprés 4.2.2,, si f est un endomorphisme de (K,F) € Ob DFparf(A) , on a
(4.4,1) Te(£,K) = % Tr(f,Gr?(K))
P

4,5.- Soient A wun anneau, et K € Ob D (A) . On dit que K est de

Tor-dimension < r si pour tout jA-module 2 droite N , les hypertors
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: jiR
BE'(N ®, K) sont nuls pour i < ~-r , Il est dit de Tor-dimension finie si cette

A

condition est vérifiée pour un r

On emploie la méme terminologie pour un complexe de faisceaux

K €0bD (X,N) .

Lemme 4.5.1.- Soient A un anneau noethérien 3 gauche, et K € 0b D" (A) . Pour

que K soit dans (A) , il faut et il suffit qu'il soit de

Dparf

Tor-dimension finie et que les H"(K) soient de type fini.

Quitte 2 remplacer K par un complexe isomorphe (dans D (A)) , on peut
supposer K borné supérieurement et & composantes libres de type fini (ef. 4.7, ci-
dessous). Si K est de Tor-dimension < r , les H(K) sont nuls pour i <~r

KT /Im(d) admet la résolution libre

.. KTl ) K/ Im(d)

53
et pour tout A-module 3 droite N , H L X(w ®,K) = e ®K) = Tork(N,Kr/Im a)

pour k >1
Par hypothé&se, ces groupes sont nuls ; le module Kr/Im d est donc plat de
présentation finie, i,e, projectif de type fini, Le quotient

0 — K /Lm(d) &t K

w .

de K est quasi-isomorphe 3 K , et ceci montre que K € 0b Dparf

Proposition-définition 4.6.- Soient X wun schéma noethérien, et A un anneau noe-

thérien & gauche, On note thf(X,A) la sous-catégorie de D (X,A) formée

des complexes K vérifiant les conditions équivalentes suivantes

i) K est isomorphe (dans D (X,A)) 2 un complexe borné de faisceaux de

A-modules plats et constructibles,

‘s . . ‘o - i ;
ii) K est de Tor-dimension finie et les faisceaux H (K) sont constructi-

bles,
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Méme argument qu'en 4.5., & partir du lemme suivant.

Lemme 4.7.- Si un complexe de faisceaux de j-modules est tel que les gl(K) soient

constructibles, et nuls pour i grand, il existe un quasi-isomorphisme

K' —> K, avec K' borné supérieurement 2 composantes constructibles et

plates.

On construit R' en se propageant de droite 2 gauche, Pour un m tel que
les ﬂl(K) (i >m) soient nuls, on prend K'' =0 pour i > m .Supposons ensuite

déja construits les k't pour i >n

el gt K" gL ...

T,n+l

K

—> ... s
[ i , n+l .
avec H(K') —=H (K) pour i >n+l , et Ker(d) —=>H (K) surjectif en
degré n + 1 . Définissons des faisceaux A et B par le diagramme cartésien
K — "
A—2—>3 Ker(d) .
Alors, B est constructible, u est surjectif, et pour avancer d'um pas,

v

il suffit de construire K- plat et constructible et v : K" ——> A tel que uv

/im{d) ————> Ker(d)

soit surjectif. Que ce soit possible est garanti par le lemme suivant,

Lemme 4.8.- Soit v : A ——> B un épimorphisme de faisceaux de A-modules, avec B

constructible, Il existe alors u : K——> A avec K plat et constructi-

ble et vu un épimorphisme.

Le faisceau A est quotient d'une somme de faisceaux de la forme ¢,A B
pour iU —>X étale, Puisque B est noethérien (SGA 4 IX 2.10), une somme

finie de ceux-ci s'envoie déja sur B , d'ol le lemme,
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Théoréme 4.9.- Soit F : X —> Y un morphisme séparé de type fini de schémas

. . b b
noethériens, Si K € Ob Dctf(X,A) , alors Rf K € Ob Dctf(Y,A)

Rappelons que si X ‘—J—> X —é——> Y est une compactification relative de
X/Y , on a par définition Rf, = Rf%oj, , ol Rf* est le foncteur dérivé du
foncteur f . Cette formule raméne la preuve de 4,9 au cas oh f est propre, Pour

*

f propre, f% est de dimension cohomologique finie ; ceci permet de définir Rf*

sur la catégorie dérivée tout entiére, et aussi comme un foncteur
RELD (X,A) —> D (Y,A)
Par composition, on définit de méme en général

RE, : D (X,A) —> D (Y,p)

Pour tout A-module 2 droite N , on a (preuve donnée ci-dessous)
L - L
(4.9.1) N ® RE K ——> Rf, (N® X)
Déduisons 4.9, de (4.9.1.),
a) La suite spectrale

- P pl® = P Rex

et le théor2me de finitude pour Rf, , montrent que Rf,K € Ob Db(X,A) et est 2

cohomologie constructible. Reste & prouver la Tor-dimension finie (4.6.).

b) Si K est de Tor-dimension < -r , il en est de méme pour Rf\K :

. L . L
on a ﬂl(N ® REfK) = ﬂl(Rf,(N ® K)) et, dans la suite spectrale ci-dessus pour
I ! !
N® K , les qu sont nuls pour g9 < r -a fortiori pour p+q <r -

Prouvons 4,9,1,, en restant au niveau des complexes,

a) Utilisant la formule de définition Rf, = Rf0 j,

, on se rameéne & supposer f

propre,
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b) Représentons K par un complexe borné supérieurement a2 composantes acycli-
ques pour £ : Rpf*Kq =0 pour p>0 , On aalors REK~fXK . Il n'est pos-
sible de travailler ainsi avec des complexes bornés supérieurement que parce que

£, est de dimension cohomologique finie.

q

c) Si L un A-module a droite libre, on a Rpf%(L ® Kq) =L ® Rpf*K : c'est tri-

vial pour A libre de type fini, et le cas général s'en dé&duit par passage & la
limite, Le faisceau L ® k% est acyclique pour £, , et f*(L R =1 ® f*Kq

L
d) Soit N, une résolution libre de N , Ona N® K mfg(N* ® K) (complexe

simple associé au complexe double N, ® K) . D'aprés c) ,

L

L
R (N ® K) ~ RE (S(N, ® K))~E, (8(N®K))> s(N® £, K)~ N® REK

soit la formule annoncée,

Lorsque Y est le spectre d'un corps séparablement clos, le foncteur RE,

s'identifie 2 un foncteur noté RT, = D:tf(X,A) —>D )

parf

Théoréme 4.10.- Avec les notations du §1, soient XO un_schéma séparé de type fini

sur Eq ; et A un anneau noethérien de torsion, tué par un entier premier

a2 p . Soit K, € 0b Dgtf(xo’A) . Avec la définition 4,3, des traces, on

a pour tout mn

(4.10) b3

4% 3t
o Te(F LR = e (FTLRT (XLK)
x e X X (o3

F

Dans la fin de ce §, nous allons déduire 3,2. de 4.10., et prouver 2,10,

4,11,- Preuve de 2,10.- Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps algé-

briquement clos k , et soit § un Q)—faisceau sur X , D'aprés 2.8, on peut

l'écrire sous la forme G = F® QL , avec F un Zi-faisceau sans torsion, Posons

n+1 n+1)

K = ch(x,:} R &y ) e D(Z/2

n+1

D'aprés 4.9., on a Kn € 0b Dparf(z/& ), et il résulte de 4.9.1 que la fléche na-

turelle
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L

21
(4.11.1) K, ®p il Z/AT—> K

n 1 ’

est un isomorphisme, Le probléme de la définition de cette fléche est discuté en

4,12

On peut maintenant invoquer SGA 5 XV 3.3 (p. 31, 1-2 2 la fin ; ce passage

est indépendant du reste de SGA 5) pour réaliser chaque Kn par un complexe borné de

Z/ {n+1—modu1es libres de type fini, et les fléches 4,11.1 par des isomorphismes de
complexes

n ~
R ®2Z/1 ——>K_

Soit K le complexe 4{im K. C'est un complexe borné de Z, -modules libres, et

£
K ~k& 2/ L ona
n — ZZ
2
H (K) = tim BT (K ) ,

(tout systéme projectif de groupes finis vérifie en effet la condition de Mittag-

Leffler), et H"(K) est un Z, -module de type fini., On a

£
B, = (uim BY k) 8 @
%G = n Z% 1

c'est un Qj—espace vectoriel de dimension finie

4.12.- 1a fléche (4,11,1) .- Pour définir 1a flache 4.,11.1, on ne peut pas procéder

comme en 4.9., i,e. résoudre z/" par un complexe de Z/ALn+l

-modules libres,
puisqu'on veut construire un isomorphisme dans Dparf(E/.Ln) . La flache voulue est
un cas particulier de la flache d'extension des scalaires suivante.

(%) Soit A —> A' un homomorphisme d'anneaux noe thériens de torsion, Pour X un

schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, et K € ()bC f(X,/\,) , on a un

t
isomorphisme

L I

RT (GK) @) A — RT (5K 8, A")

Des fléches plus générales sont construites dans SGA 4 XVII 4,2,12 . La mé-

thode est la suivante

97



Rapport - 22 -

a) La définition de RT, et la formule j,(K ®AAr) = (j,K)@AA' pour une immersion

ouverte nous raménent au cas od X est propre,

b) Pour X propre, il s'agit de remplacer K par un complexe borné 3 composantes
acycliques pour le foncteur T , et de fibre en tout point géométrique (ou seule-
ment en tout point fermé) homotope 2 un complexe de A-modules plats Pour un tel

L
complexe, on a T(X,K) ~ RT(X,K) et K ®AA' ~ K ®AA‘ ; la fléche (4.11.1) est dé-

finie comme la composition

1 L
RT(X,K) ®AA‘ 2> T(X,K) ®AA’ —> T(X,K @AA') &=— RT(X,K ®AA') .

¢} Il reste & montrer qu'il est possible de remplacer K par un complexe du type
voulu (SGA 4 XVII 4.2,10), On remplace d'abord K par un complexe borné a compo-
santes plates (4,6), puis on en prend une résolution flasque canonique tronquée

(ceci ne modifie pas le type d'homotopie des complexes fibres, et on tronque assez
loin pour que soit vérifiée la condition d'acyclicité pour T (i,e. au-dela de la

dimension cohomologique de T)),

4.13.- Preuve de 3.2.- Pour simplifier les notations, nous ne traiterons que le cas

n =1 de 3.2, Le cas général s'en déduit en remplacant Eﬁ par E‘n , et XO par
q
Xo QEF by a On 1'obtient aussi en remplagant ci-dessous F par FO
q 9q
Soient donc X0 séparé de type fini sur mq , et qo un QL-faisceau sur
Xo . On a Qo = 30 ® Q£ , pour Z{/—falsceau sans torsion convenable 30 ., Soit

Kn = RTE(X,S ] Z/.ﬁn) . Les morphismes de Frobenius induisent des morphismes

n+l

* .
F* ¢ K =——— (dans Dparf(z//a ) >

qui se déduisent les uns des autres via les isomorphismes 4,11.1,

Réalisons comme en 4,11 1les Kn et les isomorphismes 4,11.1 au niveau des
complexes. Le passage déj2 cité de SGA 5 XV 3.3 permet de réaliser les morphismes
F* par des endomorphismes de complexes, encore notés F* | qui se réduisent les
uns sur les autres. On note encore F# leur limite projective, et les endomorphis-

mes qui s'en déduisent., Puisque Hi(X,q) =K ® QL = H' (K ® QL) , on a (avec
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la convention de signe de ,1)

Tr (F¥, Hg(x,q) Tr(F¥*, K* & QL) = Tr(F*,K*) = Lim Tr(F*,K*n) =

n

tim Tr(F%,RT,(X,3 ® z/ )
n

Appliquons 4,10 2 3 ® Z/ {,IH-I (vu comme complexe réduit au degré 0), pour
A= Z/ Ln+1 . On trouve que
Te(F*,RT (X,3 ® 2/ 1) = ¢ _ 1,3 o z/1™h)
c F X
x € X
- * n+l
5 g Te(F ’C‘ix) mod 2, s

x €X

et 3.2, en résulte par passage 2 la limite.
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5.~ La méthode de Nielsen-~Wecken,

Dans ce chapitre, nous prouvons deux cas particuliermsde 4,10. Le cas géné-

ral sera considéré au chapitre suivant.

Lemme 5.1.- Le théoréme 4.10 est vrai pour Xo de dimension O

En dimension O , la formule (4.10.1) vaut pour toute correspondance, et
non seulement pour les itérés d'un Frobenius., Elle est un cas particulier de 1'énon-
cé suivant (appliqué & X(F), K et aux )

(#) Soit X wun ensemble fini, F : X —>X , K € 0b Dparf(X,A)d:F*:F*K —>K .

On a
T 5 Tr(F§,KX) = Tr{F*,T{X,K))
x €X
Oon a T(X,K) = % X Kx , et la formule résulte de ce que pour tout morphis-
. 8 : y = T X
me uw: @y K —> % g K, » de matrice u , ona Tr{u) x €% Tr(ux)

Lemme 5.2,- Soient A wun anneau noethérien de torsion, tué par une puissance du

nombre premier £ # p , X0 une courbe projective, lisse et connexe sur
Eq P Uo s XO un ouvert dense de XO et Go un faisceau locale-
ment constant de p-modules projectifs sur U, - Ona

P Tr(F*,Gx) = Tr(F*,RTC(U,G))
X €U

Plus précisément, nous déduirons 5.2 du

Théoréme 5.3.- Soient X une courbe projective non singuliére sur un corps algé-

briquement clos k,f un endomorphisme & points fixes isolés de X et

v(f) 1le nombre de points fixes de f , chacun étant compté avec sa multi-

plicité : v(f) est le nombre d'intersection du graphe de f avec la dia-

gonale de X x X . Alors, pour { premier a 1l'exposant caractéristique de

k , ona

v(e) = 7 (-t Tr(f*,Hi(X,QL))
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Ce théoréme est df & Weil ([47, n° 43,66 et 68) et la démonstration de Weil
est reproduite dans Lang [37] (VI §3 th.6 combiné avec VII §1 th.3). On peut aussi le

déduire du formalisme de la classe de cohomologie associées i un cycle ([Cyclel]3. D).

Corollaire 5.4.- Soit j : US———> X un ouvert demse de X , tel que

f_l(U) =U . 8i les points fixes de f dans X-U sont de multiplicité un,

alors le nombre VU(f) de points fixes de £ dans U (chacun compté

avec sa multiplicité) est

_ i i
vU(f) =5 (-1) Tr(f*,HC(U,DL))

Soit F 1'ensemble fini X-U . La suite exacte de cohomologie définie par

Q Q 0

la suite exacte courte 0 —> j, @ o F

4 L

2 Hi(U,QL) — Hi(X,QL) —— Hi(F,Q}L) — .

fournit, avec la convention de signe de 3.1,

Tr(f*,HgF(U,QL)) = Tr(f*,H%(X,QL)) - Tr(f*,H*(F,QI)) = v(f) - Tr(f*,ﬂ}i)

F
£

1'hypothése de multiplicité unassure donc que

La trace de f* sur [  est le nombre VF(f) de points fixes de f dans F ;

Tr(f*,Hg(U,QL)) = v(f) - vF(f) = vu(f) s
comme promis,

La preuve de 5.2. utilise quelques lemmes que nous allons développer mainte-

nant sur un cas particulier des traces non commutatives 4.2,- Pour abréger, nous

dirons projectif pour projectif de type fini,

5.5.- Soient A un anneau, et. H un groupe fini. L'application ¥ ah.h +——> classe
de as de 1'algébre de groupe A[H] dans 1\n , s'annule sur les commutateurs

ab-ba de A[H] . Elle se factorise donc par

e : A[H]Y —= A"
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8i F est un endomorphisme d'un A[HJ-module projectif P , on pose

" _ ~
TrA(F) =¢ TrA[H](F)

ot au second membre figure la trace 4.2, Pour éviter des ambiguités, on écrira par-

fois cette trace Trﬁ(F,P)

Proposition 5.6.- TrA(F) = |H| . Tri(F)

Les propriétés formelles des traces nous raménent a ne traiter que le cas
od P = A[H] . L'endomorphisme F est alors la multiplication % droite par un &lé-

il
ment Fay.h de A[H] , et Tr, (F) = [H|a, , Tr (F) = a

5.7- Soient A wun anneau commutatif et A une A-algébre, La multiplication par
un élément de A passe au quotient pour définir une structure de A-module sur I
Si H est un groupe fini, P un A[H]-module projectif et M un A[H)-module,
projectif en tant que A-module, on sait que le A-module P ®AM , muni de l'action

diagonale de H , est un A[HJ]-module projectif, En effet :
a) Il suffit de le vérifier par P = A[H]

b) Le A-module P ®AM , muni de 'action de H définie par son action sur le pre-

mier facteur, est clairement un A[H]-module projectif ; notons le (P ®AM)' .
¢) L'application h®m —>h ® b m induit un isomorphisme
(5.7.1) A[H] @M ——> (A[H] 2,1’

Proposition 5.8.- Avec les notations précédentes, si u est un endomorphisme de P

et v un endomorphisme de M , on a

Tri(u ®v) = Tri(u).TrA(V)

On se raméne 3 supposer que P = A[H] ; 1'endomorphisme u est alors la
multiplication 3 droite m  par un élément x = Zahh de A[H] . L'isomorphisme

(5,7.1) transforme u® v en Zahmh ® h_lv , de trace ae.T:A(V)
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5.9.- Soient G un groupe extension de Z par un groupe fini H

1 il e /4 1 ,

et @ 1'image inverse de W ., Soient A un anneau, et P un A[G+]-module, pro-
jectif en tant que A[H]-module, 8i g £ G+ , on note Z le centralisateur de g
dans H ; la multiplication par g est un endomorphisme de P , vu comme

A[Zg]—module . P é&tant A[Zg]—projectif, une trace Trig(g) est définie. D'aprés

5.6., on a
Zg
(5.9.1) TrA(g) = ]Zg].TrA (g)

Supposons que [ soit une algébre sur un anneau commutatif A , PourP un
A[G+]—module, projectif en tant que A[H]-module et M un A[G+]-modu1e, projectif
en tant que A-module, le A[G+]—modu1e P QM (action diagonale de ¢h  est pro-

jectif en tant que A[H]-module et d'aprés 5.8., .pour tout g € G+ , on a

Z Z
g - g
(5.9.2) TrA (g,P ®AM) = Tr, (g,P).’I‘rA(g,M)

5,10,- Soient P un [\[G+]—module, projectif en tant que A[H]-module, et PH les

coinvariants de H dans P , C'est un A-module projectif, L'action de g € G+

passe au quotient, et définit un endomorphisme de PH qui ne dépend que de 1l'image

de g dans N , Nous notons F 1l'action des &léments gé(}+ d'image 1

Z
.. _ = Tt 8 '
Proposition 5.11, TrA(F,PH) 51 TrA (g,P) , o g§1

aux classes de H-conjugaison d'éléments de ¢t d'image 1 dans W

désigne une somme é&tendue

Aprés multiplication par ‘H‘ , cette formule peut se vérifier comme suit:

z
- - - 1] - 8
\H1.TrA(F,PH) TrA(g§1 g,Py) TrA(g§1 g,P) = % X Tr (g, P) g§’1 |H|.TrA (g,P).

1
g3 1 |Z
Choisissons un élément g € ¢t d'image 1 dans I , et soit ¢ 1l'auto-
morphisme A[H] induit par 1'automorphisme adg de H . Il revient au méme de

se donner un A[G+]—modu1e, ou un A[H]-module muni d'un endomorphisme o -linéaire

Y : on fait agir gnh par Y h . Dans ce langage, la formule 5.11 prend la forme:
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pour P un A[H]-module projectif et pour v un endomorphisme O -linéaire de P ,

on a
Zhg
)P = ! 3 3 {
'I‘rA(y ) % Ir, (hy,P) ot

' est une somme sur les classesde adg ~conjugaison dans H (orbites de H a-

gissant sur lui-méme par les x> hxadg(h)_l)

Sous cette forme, les propriétés des traces nous raménent aussitdt au cas
ot P = A[H] . L'endomorphisme Y a alors la forme x +——> g(x) a , avec
a = }jahh dans A[H] . Il suffit de traiter le cas universel ol les ay sont des

indéterminées, Dans ce cas, A\ = Z< a (polyndmes non commutatifs) et [\h

>
h™"h € H
est sans torsion : on obtient 5,11 par 1l'argument du début et division par ‘H{ .

On peut aussi calculer directement,

Remarque 5.11.1,- Tout ce qui a été dit ci-dessus s'applique aussi bien aux modules

Z/2 -gradués, ou aux complexes de modules (cf. 4.2, 4.3)

5.12,~ Reprenons les notations de 5,2, et soit A = Z/ {,n , n étant assez grand
pour que A soit une A-algébre, Soit f : Vo _ Uo un revétement fini étale et
connexe de Uo , galoisien de groupe de Galois H , et tel que le faisceau

f"‘Go soit constant. On note M la valeur constante HO(Vo,f*GO) de Go , c'est

un  A[HJ-module, projectif en tant que p-module,

Le faisceau £,A sur 4, muni de l'action naturelle de H , est un
faisceau localement libre (de rang un) de A[H]-modules. Le complexe RT, (U, £,4)

est donc objet de Dparf(A[H]) . Il est muni d'un endomorphisme de Frobenius F¥* ,

*

Pour l'action naturelle de H sur f*f Go , le morphisme trace

*
£.f Go —_—> Go se factorise par un isomorphisme
(£,£76)
£,.£ G, T 6, .

%*
Par ailleurs, on a £,.f Go = f*M = f*A ®A M (avec action diagonale de H)
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L'isomorphisme

Gy &= (£, A 80, = (£,48,10 @)

se dérive (4.12) en un isomorphisme

RTL(0,0) = (R (U,£,4) @, @ ot

L'endomorphisme F¥* du membre de gauche se déduit de 1'endomorphisme F#*
de RTC(U,f*A) . Le complexe de A[H]-modules RTC(U,f*A) , muni de F¥ , peut
&tre vu comme un complexe de A[G+]—modu1es, pour ¢ =n x N . Les formules 5.10

et 5.9.2,, amplifiées par 5.11.1, fournissent donc
Zh
Tr(F#,RT_(U,6)) = §' Tr, (he¥*, RT (U,£.4)),Tr , (h,M)
c h A [ #* A
ol ¥’ est une somme sur les classes de conjugaison dans H ., De plus,
Zh(h i ( ) = ™ Rr (
|2, |.Tx, “(hE¥,RT (U,£,A)) = Tr,{Fh") ,RT (V,A))

Cette formule reste vraie pour A = Z/ Lm , avec m de plus en plus grand, Passant

Z
2 la limite, on trouve que TrAh(hF*,RIk(U,f*A)) vaut

1 i -1.% i
TZ_hT w(-1)" Te((FR" 7)), HC(V,Q&))
(un élément de Z%) , et

(5.12.1) Tr(F¥,RT,(U,6)) = &' T_lT T (E Y, 107, R,) .1, (5,10
h |2z )
h

5.13.- Il reste maintenant & appliquer 5.4 (noter que si V est la complétion pro-
jective non singuliére de V , les points fixes de Fh_1 sont tous de multiplicité

un), On peut le faire sans aucun calcul

A si UF =¢ Tr(F*,RTc(U,G)) =0

1

En effet, Fh =~ n'a pas de point fixe sur V , 5.4. montre que

(-1t Tr((Fh-l)* s Hi(V’QL)) =0 et on applique 5,12.1
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B. Dans le cas général, soit j : U' =U - UFC-—~—$ U . La filtration
j,j""Go ot Go de Go induit une filtration de RI‘C(U,G) de quotients successifs
RTC(U',G) et RTC(UF,G) . D'aprds 4.4.1 et 5.1, on a

Tr(F*,RTE(U,G)) = Tr(F*,ch(U',G)) + T . Tr(F*,GX) ,
X €U

et, puisque U'F =¢ , le premier terme au second membre est O .
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6.~ Fin de la preuve de 4.10.

Prouvons 4,10,, sous les hypotheses additionnelles que 1'anneau A est
annulé par une puissance d'un nombre premier £ #p , et que n =1 , Le cas gé-

néral en résultera : décomposer [ en ses composantes {-primaires (4 parcourant

les nombres premiers), et remplacer ]Fq par T a0’ X0 par Xo ®}F ]F(fl :
q q
s b
Pour Xo séparé de type fini sur E& , et Ko € 0b Dctf(xo’A) , posons
THX LK) = T 5 Te(F®K)
x € X

et

" =
T (XO,KO) Tr(F%,RTC(X,K))
I1 faut prouver 1l'identité
{1 ; X ,K) T'(X ,K ) =T"(X ,K)
0" O 0" 0o [e R o]

On commence par observer que T' et T" (notés génériquement T) obéissent & un

méme formalisme

A si j: U0 —> X, est un ouvert de X, de fermé complémentaire Y , on

o
a
T(X ,K ) =T ,K |U) + T(Y ,K |[y) .
0’0 o’ oo o’ olto
C'est clair pour T' , Pour T" , on observe que la filtration

0c j!j* K, S K, de K induit une filtration de RTC(X,K) , de quotients succes-
sifs RIk(U,K) et RIE(Y,K) , et on invoque 4&4.4,1 [plus exactement énoncé :
K, muni de la filtration dite, définit un objet de DF(X,)\) ; par application
de RT, , on en déduit un objet de DFparf(A) , auquel RFC(X,K) est sous=-jacent,

et de gradué comme dit 7.
(B) 81 K est un complexe borné 2 composantes constructibles et plates,

i i
T(XO,KO) = v(-1) T(XO,KO)
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C'est clair pour T' ; pour T" , on applique 1'argument ci-dessus 2 la filtration
béte de Ko , pour obtenir
TR LK) = TNELK-1] = o-DF ik kh)
o’ "o o' 0’0
(C) Pour £ : X, —>Y_  un morphisme, on a
14} = i
T"(X KD = T"(Y ,REK )

et la méme identité vaut pour T' si les fibres de £ aux points rationnels de Y,
vérifiant (1 ; f-l(y),Kolf‘l(y)) : on utilise que
) - vee~l -1
T'(X ,K) = 5§ _T'(E (y),K_|£ ()
o’ o F [¢]
y €y
et

RT (Y,RE K) = RT_(X,K)

Utilisant ce formalisme, et 4.,7., on raméne la preuve de 4,10 aux deux par-

ticuliers 5.1. et 5.2,
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FONCTIONS L MODULO &n ET MODULO p.

Dans cet exposé, je prouve une formule analogue au théoréme du rapport sur
la formule des traces (ce volume ; cité "Rapport" par la suite) pour un anneau de
coefficients A qui soit de torsion premier & p , ou un corps de caractéristique

p . Un usage essentiel sera fait de SGA 4 XVII 5.5 .
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4, Formule des traces mModulo P ......vitvenrevrrnenneennnneennennnns .o 16

110



-2 - Fonction L mod.s"

1.- Tenseurs symétriques.

1.1.- Soit A un anneau commutatif, Pour une liste des propriétés des foncteurs
T : (A-modules) — (A-Modules), je renvoie 2 SGA 4 XVII 5.5.1 et 2, Rappelons

seulement que pour M plat (en fait, seul le cas ot M est projectif de type fini

nous intéresse), on a

8
n
™=@w?" (tenseurs symétriques de degré m)
1.2.- Soient X un S-schéma, X /5 1la puissance fibrée n = de X et m la

projection de X/ sur (Xn/S)/Sn = Symg(x) (supposé exister), Si G est un
faisceau de A-modules sur X , le produit tensoriel externe de n copies de

G : éé G , est un faisceau Sh~équivariant sur x“/s . Nous aurons & faire usage du
foncteur Tp externe de SGA 4 XVII 5.5.7 a 9 . Rappelons seulement que pour G

un faisceau de A-modules plats (en fait, seul le cas constructible et plat nous in-

téresse), on a

n n Sn
Fext((}) = (my X o)
Lemme 1.3.- Pour S = Spec(k) , avec k algébriquement clos, X une somme finie

de copies de § , et G un faisceau plat de A-modules sur X , on a

T(syma (XD, To, (6)) = T'T(X,G)

En effet,
n n n o Sﬂ n o S‘ﬂ n gn
T(ym (X)), T (6)) = T(Sym (X), m, ® @)~ =T(X /s, ARG =~ = ®1(X,0) = =
= ¥ 1(x,6)
1.4.- Nous aurons 2 utiliser les dérivés des foncteurs non additifs In et Iﬁxt

La théorie de tels foncteurs dérivés est due 3 Dold et Puppe (Homologie
nicht additiver Funktoren, Anwendungen, Ann., Inst, Fourier XI 1961, p. 201-312).
Pour des rappels plus complets que ceux donnés ci-dessous, je renvoie 2 SGA 4 XVII

5.5.3.
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Soit @ wune catégorie abélienne (voire une catégorie additive ot tout en-
domorphisme idempotent soit la projection sur un facteur direct), Notons N 1le
foncteur de normalisation N : (complexes cosimpliciaux d'objets de () ——>
(complexes différentiels d'objets de ¢ , avec Ki =0 pour 1< 0) , C'est une
équivalence de catégories. Ainsi que son inverse, elle transforme morphismes homo-
topes en morphismes homotopes, S1 T est un foncteur G —>f , et si K est
un complexe d'objets de G , 2 degrés positifs (Ki =0 pour i < 0) , on pose

TR = NT N 'K

Exemple 1.5,- S8i K est réduit 2 M en degré O , TK est réduit 3 TM en de-

gré O

1.6.- 8i K est un complexe borné, a degrés positifs, de A-module projectifs de

type fini, le complexe de A-modules TnK a les mémes propriétés.

>0 .
Notons Dgarf(A)lasous—catégorle de Dparf(A) (Rapport 4.3.) formée des

complexes de Tor-dimension < O . On voit que Tn induit un foncteur

n , >0 >0
1T D;arf(A) E— D;arf(A) .

Pour la définition analogue mais plus compliquée, de erxt , je renvoie

a SGA 4 XVII 5.5.14.

1.7.- Soient K wun complexe borné de A-modules projectifs de type fini, et u un
endomorphisme de X . On note det{(l-ut,K) 1la série formelle de terme constant 1
. i
det(1-ut,K) =T['det(1-ut,1<1)('l) .
i

On laisse au lecteur la vérification des propriétés suivantes,

(1.7.1) Soit F wune filtration finie stable par u , telle que les Grg(Kq) soient

projectifs de type fini, Alors

det(1-ut,K) =T[ det(1-ut,6rb()
P
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(1.7.2) Si on translate K de q crans vers la gauche, on a
_ -4
det(1l-ut,K{q]) = det(i-ut,K)

Proposition 1.8.- Soit u un endomorphisme d'un complexe borné, 3 degrés positifs,

de A-modules projectifs de type fini, On a

(1.8.1) det(l-ut,K)"L = ¥ Tr(u, 77K "
n

Notons D{(u,K) le second membre de (1.8.1)

Lemme 1.9.~ Soit u un endomorphisme d'une suite exacte courte de complexes bornés

& degrés > 0 de A-modules projectifs de type fini

0 K’ K K" o

on a D(u,K) = D{u,K") . D(u,K")

Si © M' M M 0 est une suite exacte courte scin-
dable de A-modules, rnM a une filtration naturelle, de quotients successifs les
TiM‘ ® IJM" (i+j =n) . Dés lors, TnK admet une filtration naturelle, de quotients
successifs les complexes N(N—ITiK' ® N-lTjK“) (i + j = n) , canoniquement homotopes
aux complexes simples g(rix'g TiK") déduit des complexes doubles TiK' ® TiK" , et

Tr(u, ™0 = 5§ Trlu, PRI, R,
i+j=n

d'or le lemme, De 1.9., on tire par récurrence :

Lemme 1.10.- Soit F wune filtration finie stable par u de K , telle que les

Grg(Kq) soient projectifs de type fini. Alors,

D(u,K) =‘{Tn(u,a»;i<x))
P

Lemme 1.11,- Soient u un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini M ,

et M{-q7 le complexe réduit 3 M en degré q . On a

q
p(u,M[~q)]) = (% TrCu, T e D) (g > 0)
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D'aprés 1.5., c'est vrai pour ¢ = 0 ., Procédons par récurrence, il reste

a montrer que

D{u,M{-q1) . D(u,M ~(q+1)}])

#
oy

Cette formule résulte de 1.9, appliqué ou complexe K réduit & M en degrés ¢

et g+l {avec d = Id) , et & sa filtration bete :

(...0o—>M.,.) (..M M) (..M—>0...)

En effet, K est homotope 3 O ., Dans la catégorie dérivée, on a donc

™w =170 ; o pour n >0 et A pour n =0, et D(u,K) =1

1.12 - Prouvons 1.8. D'aprés 1.10 appliqué & la filtration "bete" de K par les

sous-complexes

q g4+l

on a

q
DG, 1) =TTDC,K-q]) =, |0 T[T (8 mrte, D) e P
q ’ q

I1 reste a prouver que pour u un endomorphisme d'un module projectif de type fini

M, on a
(1.12.1) det(l-ut, " = § Telu, 0"
Si u =0 , les deux membres valent 1 ., Ajoutant & M un module N sur lequel

u=0 , et appliquant 1,9 , on se raméne # supposer que M est libre, Prenons-en
une base. Il s'agit alors de prouver des identités algébriques entre les coordonmnées
de u ., Le principe de prolongement des identités algébriques nous raméne & supposser
que A est un corps algébriquement clos. Le module M admet alors une filtration
stable par u 2 quotients successifs de rang 1 , et 1,10 nous raméne au cas ol

M est de rang 1. La formule 1.12,1 se raméne alors a 1'identité
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Corollaire 1.13.- Soient u et u' des endomorphismes de complexes bornés K et

K' de A-modules projectifs de type fini. Si, dans la catégorie dérivée, K , muni

de u , est isomorphe 2 XK' , muni de u' , alors

det(l-ut,K) = det(l-u't,K') .

Appliquant 1.7.2, on se raméne a supposer que K et K' sont 3 degrés
positifs., On observe alors que le second membre de 1.8 poss&de la propriété d'in-

variance voulue,

1.14.- Ce corollaire permet de définir det(l-ut,K) pour u un endomorphisme de
K € 0b Dparf(A) . Cette construction est ad hoc ; en fait, pour v un automor-
phisme de L € Ob Dparf(A) , on peut définir det(v) € p* , et det(l-ut,K) s'ob-

tient pour v = l-ut , A = A[[t]] et L =K IV S
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2.- Le Théoréme.

2.1.- Reprenons les notations de Rapport, §1 . Pour A un anneau noethérien
commutatif de torsion, Xo un schéma séparé de type fini sur Eﬁ et

K € ob D, f(XO,A) , on pose

t

L(X_,K ) = 1T det(l-F;(wdeg(X),K)"l

x € [%,]

(1.7,113 et Rapport 1.5,1.6 ).

Théoréme 2.2.- Dans chacun des deux cas suivants

a) A est de torsion premidre 3 p

b) A est réduit et de caractéristique p

on a

£

_ * -1
(2.2.1) L(XO,KO) = det(l-F t, RTC(X,K))

Remarque 2.3.~ Dans le cas a), la méthode de Rapport §3 permet de déduire de la
formule des traces (Rapport 4,10) que les dérivées logarithmiques des deux membres
de 2,2.1 sont égales., L'anneau A é&tant de torsion, cela ne suffit pas pour prou-

ver 2.2,

Remarque 2.4.~ Si A est un corps, on a

. i
L(X_,K ) =—£rL(XO,§l(KO))(_1)

et la suite spectrale qu = HE(X,Eq(K)) = Ez+q(X,K) montre que

¢ £ - # £ n (-1)“_ 3¢ £ P q (_1)P+q
det(1-F*t",RT, (X,K)) —Udet(l-F e, B (X,K) -ﬂldet(l-p et mPx,pl ) .

Ceci ramdne 2.2 (pour A un corps) au cas particulier suivant.
(2.4,1) si G, est un faisceau constructible de A-espaces vectoriels, on a

n+l
L(,,6,) =Wdet(l-F*tf,Hz(X,G))(_1)
n
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Remarque 2.5.- Il est facile de réduire le cas b) & celui ol A est un corps (voire

méme un corps fini) de caractéristique p , cf 4,2 .

Remarque 2.6,~ Le cas particulier de b) ot A = Z/p , et od K est réduit au fais-
ceau constant Z/p en degré O

(_l)n+l

2,0 = J] e8NS aeea-r*ef WP, z/p) (mod p)
n

X € |XO|

avait été prouvé par N. Katz (SGA 7 XXII 3.1). Sa méthode, toute différente de celle

suivie ici, part de la théorie p-adique de Dwork de Z(X ,t)

Remarque 2,7.~- Contrairement 2 ce que j'avais imprudemment affirmé & des amis, on

ne peut pas dans b) omettre 1'hypothese "A réduit”. Pour un contre exemple, cf. 4.5.

2.8.~ Plan de la preuve de 2.2.- Une translation sur les degrés (1,7.2) nous raméne

4 supposer que Ko est un complexe borné, & degré positifs, de faisceaux de A-modules

constructibles et plats., On a alors RY&(X,K) € 0b D§;) (A) (Rapport, preuve 4,9,b)),

rf
Nous allons utiliser 1.8 pour développer les deux membres de (2.2.1.) en série de
puissances de T = tf . L'égalité des coefficients de T se déduira de SGA &
XVII 5.5,21 et d'une formule des traces sur Symn(X) : dans le cas a), la formule
(Rapport 4,10 ), et dans le cas b) une formule qui sera prouvée dans le chapitre
suivant, Il y a lieu de se ramener au préalable au cas oty les puissances symétriques
de Xo existent (par exemple au cas of XO est affine) & 1'aide des propriétés de
multiplicativité en XO des deux membres de 2,2.1 : pour Uo un ouvert de XO 3
de fermé complémentaire ¥, ,ona L(XO,KO) = L(UO,KO).L(YO,KO) et la formule

analogue pour le membre de droite résulte de (1,7.1) par la méthode de (Rapport §6

a)

2.9.- Le Cas ol Xo est fini.

La multiplicativité en XO des deux membres de 2.2.1 raméne ce cas 2
celui ot X = Spec(Eﬁk) . Revenant aux définitions, on voit que (2.2.1) équivaut

alors a Rapport 3.4,
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2,10.- Le premier membre,

D'aprés 1.8,, on a

- 0y ndeg(x)
L k) = [T st oe

X G‘Xol n

Le coefficient de ™ est donc la somme, étendue 2 celles des combinaisons liné-

<«
aires formelles L n.x (n >0 , les n_ presque tous nuls) d'éléments
x € ‘X
de |Xo{ telles que ° £ [kix) : ]Fq] =n , des produits
"y
(2.10.1) TI-Tr(F;:,T K)
X

Pour x € lXol , notons (x) le o-cycle des [k(x) : ]Fq'] points de X
au-dessus de x (une orbite de F). L'application ¥ n X >3 nx‘(x) identifie
les combinaisons linéaires formelles comme ci-dessus, avec § nx[k(x) H Fq] =n ,
aux o-cycles effectifs de degré n de X fixes sous F , soit encore aux points
fixes de F dans Symn(X) . Le coefficient de T dans L(XO,KO) apparaft ainsi

comme une somme de produits (2,10.1), indenée par Symn(}()F . Plus précisément,

on a
Lemme 2,11, - L{(X_,K ) = % T Te(F*, LT K) T
—_— 0’0 n, \F x’ext
n x € Sym (X)
Pour YO un sous-schéma fini de plus en plus grand de XO , on a
L(XO,KO) = fim L(YO,KO) s
i,e,, pour tout m , il existe un sous-schéma fini Zo c XO tel que si Yo o Zo N
L(XO,KO) et L(YO,KO|YO) soient congrismod T . Il suffit que Z, contienne
les points fermés de degré < m . Le méme fait valant pour le membre de droite,

il suffit de prouver 2,11 pour X fini. On a alors

- - -1 _ % no_
L{X_,K ) z‘gdet(l F#T,T(X,K)) 1.8 E(Tr(F T TE,RDT 1.3
3* n n
= 5 Te(F*, T(Syn™ (X), T _(R)T" = T 5 Te(F.,T0 (K)) T
n *lext nx € Symn(X)F X’ ext

(par la formule des traces dans le cas trivial d'un ensemble fini).
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2,12.- Le second membre.- D'aprés 1.8 et SGA 4 XVII 5.5.21, on a

det(l-—F*’I‘,RI‘C(X,K))_l =5 Tr(F*,LFnRI‘C(X,K))Tn =3 Tr(F*,RTC(Symn(X),I‘:XtK))Tn.
n n

2.13,- Le théoréme équivaut donc aux formules des traces

n n _ n
Tr(F*,RI‘c(Sym (X,I‘extK)) = ‘e gymn(X)F Tr(F;{f,I‘extK)

Dans le cas a), elles résultent de Rapport 4,10, La formule analogue dans le cas b)

sera prouvée au §4
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3.- Théorie d'Artin-Scheier.

3.1.- Dans ce qui suit, un faisceau cohérent sur un schéma S sera toujours re-
gardé comme un faisceau sur Sét . Soit 8 wun schéma de caractéristique p > 0O
Si G est un faisceau localement constant de Z/p -vectoriels de rang fini,

G =¢ ngp@ est un faisceau cohérent localement libre sur S ., On notera §
tant 1'endomorphisme f —> £ de © que son produit tenmsoriel avec 1'identité

de G : 8§ :G —=>G . La théorie d'Artin-Schéier (8GA 4 IX 3.5) affirme que la

suite

0 Z/p ()

est exacte, Par tensorisation avec G , on trouve une suite exacte

0 G G —2=1s ¢ 0

3.2.- Supposons que S soit un ouvert dans un schéma noethérien S . Soient
i S =35 1le morphisme d'inclusion, et I un faisceau d'idéaux qui définit
le fermé complémentaire 5-5 . Notons encore & le prolongement par fonctoria-

lité de & 2 j,G

Lemme 3.3.~ Il existe des prolongements cohérents -(jc: j*q de G tels que

(3.3.1) 3(gp) < 1.g

Si E est un tel prolongement, la suite

. - -1 =
(.3.2) 0 3,6 g —2 G 0
est exacte,

a)_Existence : Soit §' j*(} un prolongement cohérent de G 2 S . Pour tout n,

n
on a §(InQ') c 1P §(G') . soit n assez grand pour que IH(P-U_lé(Q') <S¢

In(p—l)—l

et posons G =1'G' . On a 8@ < 1°78(g") = 1.1, 3(¢') I.InQ' =1 6 .
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b)_Noyau de -1 : Sur S , l'assertion résulte de 3.1 ; il reste 2 vérifier qu'une
section de x de Ker(3-1) , sur U étale sur § , s'annule
dans un voisinage de 1'image réciproque de 5-s . Puisque x = §(x) , on a en

effet par (3.3.1) x € I§ ; de plus, x € I'G=>x = 3(x) € 8(1") c I'Tg , et

x est dans tous les Inﬁ, , donc nul au voisinage de §-§

c) Surjectivité de 4-1 : On peut supposer B affine, et écrire (3 comme quotient
de @? ; & se reléve alors en une application p-linéaire ’5 : @?———-€> G? , et il
suffit de vérifier la surjectivité de E -1

& 3 -1
L
G

. n . . n
Le faisceau &  est le faisceau des sections locales duschéma en groupes Ga , et

£ € @y

g - 1 est induit par un homomorphisme de GZ dans GZ . Cet homomorphisme est
étale, Pour vérifier qu'il est surjectif, il suffit de le voir aprés tout changement
de base Spec(k) —> S (k algébriquement clos) et sur k algébriquement clos,
tout homomorphisme étale entre groupes connexes de méme dimension est surjectif,
Enfin, un morphisme étale et surjectif de ‘S-schémas induit un épimorphisme entre

les faisceaux correspondant sur Set

3.4.- Frobenius et Frobenius.

Le morphisme de Frobenius absolu Fa § it & est 1'identité sur

bs
1'espace topologique sous-jacent 2 S , et f ——> fP  sur le faisceau structural.
Pour U/S étale, on a un isomorphisme canonique ngs U =1 : le diagramme
F
U abs U
I
s abs s

est cartésien. L'endomorphisme de site annelé (Séc,éo — (Set’®) défini par

F

abs  PEUT donc &tre décrit comme suit :
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a* est 1'id i L R
Fabs 1'identité sur set H

1"homomorphisme F:bs® =g —>0& est &

Avec cette description, pour tout faisceau étale G sur S , la correspondance de

Frobenius F; sG ——> G est 1l'identité.

b

Se donner un morphisme p-linéaire de faisceaux quasi-cohérents u : M —>h
sur S vrevient 3 se donner un morphisme linéaire u' : F:bs M~—>n . En parti-
culier, avec les notations de 3,5., 1'homomorphisme 3 : G—=¢ correspond a

8 : R, G —>G

Lemme 3,5.~ Avec les notations de 3.4,, le diagramme

3 S
Fabs 6

|

3
Fabs

est commutatif,

11 suffit de le vérifier localement, On peut donc supposer G constant,

auquel cas le lemme est évident,

La méme théorie vaut pour les puissances de Fabs

3.6.- Supposons maintenant que S soit un schéma sur Eﬁ (q = pf) et conformément

aux conventions de Rapport §1, écrivons so,§;,co,go,§o au lieu de §,... Le
lemme 3.5., pour szs =F : So e So , donne un diagramme commutatif
LY ——— k(4 —_——
F*G G, F (J!GO) 3,6,
l L , puis l L
f 1 f 1 B
we L8 L ¢ 20 AN
G, Go F Gy G ’
puis, par extension des scalaires de Eﬁ a T et passage a la cohomologie
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3¢ -
F#(§,0) =t j ¢ H*(3,1,6) —————> u#(3,§,0)
| |« ] |
P ——> 0 (5, () ———————> u%(8,®

ot la seconde ligne est obtenue par extension des scalaires de ]Fq a ¥ de
1'endomorphisme IFq -linéaire @f de H*(go’ﬁo)
La théorie d'Artin-Scheier fournit une suite exacte longue
1

—_ Hi(g,j’G) — =GP N G —

ot ¢ est l'extension p-linéaire 2 H*(-S_,Z‘;) = H*(_S_O,E‘,O) ®IF F de 1'endomorphisme

~1i ; *(8 .7
p-linéaire § de H (So,qb)

3.7.- 8i go est propre sur ]Fq , les H (5,-(3) sont de dimension finie et

-1 est surjectif (cf, 3.6 b)). On a donc
Hi(S,G) = Ker(s-1 : 0 (5,9 —> 1" G, Q) ,

et F¥ est induit par 1'extension TF- linéaire & § ®=8G g8, F de
0’0" TIF

. . ) £ is =
1'endomorphisme IFq linéaire & de H (SO,QO) .

Appliquant le lemme 3.8. ci-dessous, on en déduit 1'identité
(3.7.1) Tr(Fe, R (5,6)) = r(et, 0t G g )0
- b 3 c > 3 o)q—o

Lemme 3,.8.- Soit & un endomorphisme p-linéaire d'un espace vectoriel V sur

]Fq: 3(hx) = _\p@(x) . On pose F = §f (F est linéaire) et on note encore & et

F les extensions regpectivement p-linéaire et linéaire de & et F a vV ®]F F
q
Alors, F stabilise Ker(d - 1) c Vv @p F et
q

Tr(F,Ker($-1)) = Tr(F,V) = Tr(F, V ®1F F)
q

Sur V ®]F F ,ona F§=2%F : l'endomorphisme p-linéaire F& -4 F
q
s'annule sur V , donc partout, Ecrivons V = V'4+V" | avec F inversible sur V'

et nilpotent sur V" , La théorie des endomorphismes p-linéaires assure que
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Ker(3-1) ® F———> V' 8, F
q q

Puisque Tr(F,V") =0 , on a donc

Tr(F,Ker(&-1)) = Tr(F,Ker(8-1) ®p F) = Tr(F,V’@E F) = Tr(F,Vv ®r F)

P q q

[}

Tr(F, V)
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4,- Formule des traces modulo p .

Théoréme 4.1.- Soient X, uo schéma séparé de type fini sur qu , A un anneau

noethérien commutatif réduit et de caractéristique p , et

K, € ob Dctf(XO,A) . On a

(4.1.1.) > - Tr(F}‘f,Kx) = Tr(F*,RYC(X,K))
x € X

4,2.- Réduction au cas ot A est un corps fini, Un argument standard de passage

3 la limite nous raméne au cas oii A est de type fini sur Z/p . Pour chaque

idéal maximal m de A , l'image de chaque membre de (3.1.1.) dans A/m est don-
I

née par la méme formule, avec K remplacé par K ®AA/m € 0b D_ f(Xo,é/m) (pour

t
le second membre, cf Rapport 4.12)., Les A/m é&tant finis, et 1l'intersection des

idéaux maximaux de A étant réduite & O , on obtient la réduction annoncée.

4.3.- Réduction au cas ot A = Z/p . Supposons que A sgoit un corps fini, et no-

tons TA(KO) et TX(KO) les deux membres de (3.1.1.). Si, par restriction des

scalaires, on regarde Ko comme un complexe de faisceaux de Z/p-modules, on a

T8 Ks) = Tz p) TAKS)
et de méme pour T" ., Si (3.1.1,) vaut pour A = Z/p , on a donc
(4.3.1.) TrA/GZ/,p)T;\(KO) = TrA/(Z/p)TR(KO)
J'affirme que, pour tout 3} € A , on a méme
1 = 1
(4.3,2) TrA/(z/p)()\.TA(KO)) TrA/(z/p)()\.TA(KO)) s

et donc T;\(Ko) = TK(KO) . C'est clair pour % = 0 ., Pour ) inversible, notons
A(X) 1'image réciproque sur X du faisceau de A-modules libre de rang un sur
Spec(]Fq) pour lequel F# =) , La formule (4.3.2.) n'est autre que (4,3,1.) pour

AW 8K
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4,4,~ La méthode de Rapport §6, raméne maintenant 4.1. & 1'énoncé suivant,

Théoréme 4.1.his -Soient Eo une courbe projective et lisse, j : SOCL——ﬁ> EO

un ouvert dense de EO et GO un faisceau localement constant de Z/p -espaces

vectoriels de rang fini sur So ., On a
(4.4.1) L op T(FtG) = w(-1)"Tr (F¥,H2(8,6))
X X . C
X €8 i

Preuve : Appliquons 3.3, 2 (SO,SO,GO) . Le prolongement cohérent G = de G
dont 3,3. garantit l'existence est localement libre car il est sans torsion (on a
60 c jigo)* et que 55 est régulier de dimension un., L'endomorphisme g-linéaire

f -—
3 de G, peut s'interpréter comme un morphisme

u F“*@O _ do

I1 se factorise par Iﬁ , pour 1 définissant le fermé % -8 . Soit
v o _"|'G0 —560 1'unique prolongement de 1'application naturelle

G, %Qo = Go ®Z/P® . Le diagramme

F*j G __—F*—? i, G

‘170 1%
(4.4.2) J/ Fity }lv
¥ u hd
G G

est commutatif,
Enfin, notons uF%* 1'application composée
B(5,5) T w45,y —S—s 1xE,D
on a par (3,7.1.)
(4.4.3.) Tr(F*,Hi(S,G)) = Tr(uF*,Hi(E,E;;))

#* —
Pour chaque point fermé i ¢ x®—> 5 de S , posons qx = i, G . La
formule des traces de Lefschetz en cohomologie cohérente ("Woodshole fixed point

formulad), appliqué 3 F et u , dit que
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i i,== Tr(ux’qx)
(4.4.4.) (-1 Tr (s, (8,Q) = §_, ———
i X €8 det(l-dFX)

Au second membre

a) puisque dF = 0 , les dénominateurs valent 1 ;

F

b) pour x €§F-S , l'endomorphisme u, de Gx est nul, donc aussi Tr(ux,ﬁx) H

F
4.4,4 fournit une contribution

¢) pour x € §
Tr(ux,qx) = Tr(F;*,Gx)

L'identité (4.4.1.) résulte donc de (4.4.3.) (4.4.4.) .

4,5.- Un contre-exemple, On montre par un exemple qu'on ne peut pas, dans 4.1.,

omettre 1'hypoth&se que A soit réduit,

Soit YO la courbe elliptique sur ]Fz pour lagquelle les valeurs propres
de Frobenius sont i‘\f:T . Elle a 3 points rationnels, et est supersinguliére, L'in-
volution ¢ : x —> -x n'a donc qu'un seul point fixe, le point 0 . Le quotient
de Y0 par ¢ est une droite projective ; celui de YQ -~ 0 par ¢ est donc une

droite affine /AZ; , et Yo - 0 est un rev@tement double non ramifié de /A(lj H
1
1-r:YO'-C"-ﬁ/Ao , =IO

Le faisceau TT%Z/Z est un module libre de rang un sur 1'algeébre A du
groupe 2 deux &léments {1,0} sur Z/2 . Cette alg2bre est isomorphe 2 celle des

nombres duaux sur Z/2
Le faisceau de A-modules m,Z/2 est notre exemple :

a) On a H"C‘(/Al,rr* Z/ 2) = B¥(Y - 0, Z/2) . Puisque Y est supersingulizre, on a

H'(Y,Z/2)= 0 pour i >0 , et la suite exacte longue

—— B - 0,z2/2) —> 1 (v,2/2) —> 1 ({0},2/2) —>
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1
montre que H*C*(Y - 0,Z/2)=0 . On a donc H"c*(/A S TZ/2) = 0 et
Tr, (F*,RT (AL, 7.2/2)) = 0
AT 7T * Tl

b) Puisque YO - 0 a deux points rationnels, en 1l'un des points rationnels de

1
Ao , la substitution de Frobenius est 1'identité, et en 1'autre, c'est ¢ ., On a
donc
hX FTr(F*,W*Z/Z) =l+0c
x ¢ Al

et 1+ 0c#0

L'équation du rev@tement 11 est y2 -y = x3
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La classe de cohomologie associée 2 un cycle.

par A, Grothendieck, rédigé par P, Deligne.

Cet exposé est inspiré de notes de Grothendieck, qui formaient un état O
de SGA 5 IV, On y définit la classe de cohomologie d'un cycle X dans un schéma
séparé lisse de type fini sur un corps et on prouve que l'intersection correspond

au cup-produit,

Le Chapitre 1 contient quelques sorites généraux, Au Chapitre 2, on définit
la classe d'un cycle, dans plusieurs situations plus générales que celle dite plus
haut. La principale compatibilité non considérée est celle entre image directe d'un
cycle et morphisme trace en cohomologie. Au Chapitre 3, on déduit de ce formalisme
la formule des traces de Lefschetz pour un endomorphisme & points fixes isolés d'un

schéma propre et lisse sur k algébriquement clos - et pour un endomorphisme de

Frobenius d'une courbe,
Nous faisons les conventions suivantes:

1) "schéma" signifie schéma noethérien séparé (ceci est largement une hypothése de
commodité).

2) Dans le Chapitre 2, on fixe un entier n , et n est inversible sur tous les
schémas considérés,

3) Dans le Chapitre 3, on fixe un nombre premier f , et 4 est inversible sur
tous les schémas considérés. La cohomologie utilisée est toujours la cohomologie

f-adique
_ . * n
H#(X) = QJL ®ELQm H (X, Z/4) .

Classes de cohomologie de cycles, morphismes traces, ... sont définis par passage 2

la limite 3 partir du cas de coefficients finis #Z/4” (cf SGA 5 VI).
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1. Cohomologie & support et cup-produits.

Ce paragraphe contient des rappels de topologie générale, que le lecteur

est invité & ne consulter qu'au fur et & mesure des besoins,

1.1, Hl et torseurs.

1.1.1. - Soit F un faisceau abélien sur un site X . On sait que Hl(X,F) clas-
sifie les F-torseurs sur X . Nous normaliserons (= choisirons le signe) de 1'iso~-
morphisme (ensemble des classes d'isomorphie de F-torseurs) ——> Hl(X,F) de telle
sorte que pour toute suite exacte 0 —> F —%3> ¢ —§—5 H = 0 et tout

h € HO(X,H) , le F-torseur B_l(h) < G , sur lequel F agit par

(£,x) > q(f) + x , soit de classe dh .

1.1.2, - 8oit P wun F-torseur, 8i (Ui) est un recouvrement ouvert de X , et

v
p; une section de P sur Ui , on associe & P le cocycle de Cech

_ _ 0
P.. =P, - P (pij €H (Ui X Uj,F)) .

51, selon la regle usuelle, on définit 1'application ﬁ*(X,F) — H#¥(X,F) de
telle sorte que ce soit un morphisme de J-foncteurs, 1'image de
(pij) 4 él(X,F) dans HI(X,F) est la classe de P , telle que normalisée par

1.1.1.

! 1.1.3. - La défimtion de H#(X,F) est la suivanteipour F#* une résolution 2
composantes acycliques de F , Hi(X,F) = HiI(X,F*) . La structure de ofoncteur
s'obtient en associant & une suite exacte courte de faisceaux une suite exacte courte
de résolutions qui reste exacte aprds application du foncteur T . Si F¥* est une

résolution de F , 1'homomorphisme de connection 3 associé a

0o—>r— ¢ Rer(d) 0
induit 1'opposé de 1'isomorphisme de définition Hl(X,F) = g;%XKEr)d) .
3
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1.1.4. - Soit U wune partie ouverte de X (un sous-faisceau du faisceau final) et
soit D 1le "fermé complémentaire'. On sait que Hé(X,F) classifie les F~torseurs

sur X , trivialisés sur U ., Pour toute suite exacte courte

(0] F < G g H-—> 0 , et toute section & support dans D

-1

h € HS(X,H) , le torseur g "(h) , trivialisé sur U par la section O , a pour

classe 3h

La suite exacte longue de cohomologie & support

o= Ean —s e —s rlan 2

est définie a partir de la suite de foncteurs

0 T

D T , ) —>0

(exacte sur les faisceaux injectifs). Pour toute section f € HO(U,F) s
df € Hé(X,F) est la classe du torseur trivial F , trivialisé sur U par la sec-

tion f
' 1.1.5, - Soit j : US—>X ., 8i F s'injecte dans j3*F , la suite exacte
0 —=>F ——> j j¥%F —> j*j*F/F —3> 0

fournit 3 : Ho(j*j*F/F) = Hg(j%j*F/F) — H%(X,F) . L'application composée

1w, = HO(X,j%j*F) — 1, 3

I HF/F) - HII)(X,F)

est 1'opposée de 1'application considérée en 1.1.4,

1.1.6. - On rappelle que si £ est un faisceau inversible sur un schéma X , le
@m~torseur correspondant est le faisceau IsondG,£) , sur lequel Gm agit par

(OLE) V> f o ().) = f ., On rappelle aussi que si D est un diviseur de Cartier
sur X , et j : US—>X 1'inclusion de 1'ouvert complémentaire, le faisceau
inversible (D) est le sous-faisceau de 3,6, formé des sections locales s telles

#7y

que sf soit dans 6y » pour f une équation locale de D ,
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1.2 Cup-produits,

Dans ce numéro, nous développons quelques remarques sur les cup-produits
en cohomologie & support qui nous reservirons, dans [Dualité], pour relier

dualité de Poincaré des courbes et autodualité de la jacobienne.

1.2.1.- Soient X wun site, Y wune partie fermée de X , et F,G deux faisceaux
abéliens sur X . Par exemple : X un schéma, Y un sous-schéma fermé et F,G
des faisceaux sur Xet . Définissons un produit

(1.2.1.1) &P @ r(y,6) —> T,(X,F 8 6)

Le produit d'une section s , a support dans Y , de F par une section t de

G sur Y s'obtient comme suit : localement sur X,t est la restriction & Y
d'une section t' de G sur X , et on forme le produit s & t' ., Il est & sup-
port dans Y , et ne dépend pas du choix de t' , ce qui légitime et permet de glo-

baliser la définition,

Soit i : Y&—> X le morphisme d'inclusion. L'analogue local de (1.2.,1.1)

est le produit.
!
(1.2.1.2.) i're ing —>i'Foe
dont (1.2.1.1.) se déduit par application de TIX(Y, ).

1.2.2.- Dérivons ces fléches. Soient K,L. et M dans la catégorie dérivée, et
I
une application bilinéaire K® L —> M . Par dérivation de (1.2.1.1.), on en

déduit
L
(1.2.2.1.) RFY(X,K) ® R(Y,L) —> RrY(x,M)
induisant
(1.2.2.2.) H;(X,K) ® ml(v,1) —> }g((iﬁ)(x,M)

(le cup-produit). La flache locale (1.2.1.2.) fournit
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L
] !
(1.2.2.3.) Ri K® i¥, —> Ri M s

dont (1,2.2.1) se déduit par application de RT(Y, ).

1.2.3.~ Ci-dessus, j'ai passé sous silence les conflits qu'entraine 1l'usage dans

L
une méme foyrmule de dérivations 2 droite (RT) et & gauche (® ).

a) Au numéro suivant, les dérivés droits considérés seront tous de dimension coho=-

mologique finie, Ceci permet de travailler systématiquement dans les catégories dé-
rivées D, Pour disposer de complexes 2 la fois plats et flasques, on utilise les

résolutions flasques canoniques comme en SGA 4 XVII.

b) Pour une théorie plus générale, il cesse d'@tre tenable d'interpréter les appli-
cations bilinéaires de K et L dans M comme des morphismes de K ;J L dans

M , Par exemple, RIY(X,K) ;J RT(Y,L) n'est pas défini si les deux facteurs sont

dans D+ . Une solution est de travailler dans D , de définir
Bil{K,L;M) = tim Hom(K' ® L',M")

ol la limite est prise sur les quasi-isomorphismes K' SR, LS L, M
(K',L"',M" bornés inférieurement) et od Hom est pour "morphisme de complexes, 2
homotopie prés", et d'utiliser systématiquement de telles applications bilinéaires,

sans jamais mentionner de &

1.2.4, -~ Deuxiéme théme.

Soit U un ouvert de X et j : US—>X le morphisme d'inclusion,
Pour K dans la catégorie dérivée, sur U , on pose RP'(U,K) = RM(X,j,K) . Pour

1L
K,L et M sur U, et une application bilinéaire K ® L —> M , on veut définir
L
t2.4.1.) RT(U,K) @ RT,(U,L) ~—> RT" (U, M)

Au niveau des faisceaux, et de leurs sections globales, un tel produit se déduit de
1'isomorphisme J,F ® j,G <& 3,{F ® 6) , mais il faut prendre garde au fait que

RTy, n'est en général pas le dérivé du foncteur I(X,j, ).
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On commence par définir
L ~ I
Rj,K® j,L<— j,&® L) —> j M
Appliquant RI(X, ) , on trouve

L L
RT(U,K) ® R (U,L) = RT(X,Rj,K) ® RT(X,j L) —> Rr(X, 10

Ici encore, le conflit entre la gauche et la droite se résoudra au numé-

ro suivant en travaillant dans D~
1.2.5 Coda,

Soient j : US—> X une partie ouverte et iiY > U une partie fer-
mée de U . Soit Y un fermé de X tel que YANU=Y (par exemple, le complé-
ment de U-Y), Soit K sur U ., On pose RTY!(U,K) =RT!(Y,R1'_SK) ot RT, est
relatif 3 1'inclusion de Y dans Y . Pour tout ouvert V de U , contenant
Y , RTY!(U,K) s'envoie dans RF!(V,K) : si on note encore i 1'inclusion de Y
dans X , j celle de Y dans Y et k celle de V dans X , on a
Ri!K = j*Ri!k,(k*K) , d'olt un morphisme j!Ri{K — Ri‘k'(k*K) . Lui appliquant
RT(Y, ), on trouve RTy,(U,K) —> RTy(k k#K) —— RI(k,k*Kk) = RT, (V,K)

)i
Pour K,L,M sur U , et une application bilinfaire K® L. —> ¥, on

veut définir
(1.2.5.1.) Hy(U,K) ® Hy(Y,1) —> 1, ™(U, )
(ce dernier groupe lui-méme s'envoyant dans H2+m(V,M) ). Dans la catégorie dérivée,

il s'agit de définir
iin
(1.2.5.2.) RT,(U,K) ® Ry, (Y,L) ——> RTy, (U, M)

: e N . |
On identifie RFY(U,K) 2 RT(Y,Ri*K) . Le produit cherché est alors du type (1.2.4,1)
, L
relatif au produit local (1.2.2.3) sur Y : Ri‘'K® L —> Ri"M ,
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1.2.6, - Ci-dessus, on a déroulé le sorite absolu, On a un sorite relatif paralléle,

avec [ remplacé par fy pour f un morphisme X —>§

1.3. La ré&gle de Koszul,

Soient A un anneau commutatif, et (Vi)i €1 une famille finie de

A-modules gradués (ou Z/2 -gradués). Rappelons la définition du produit tensoriel

gradué ® Vi , au sens de la rédgle de Koszul (cf, SGA 4 XVII 1.1). Pour chaque
i€l
ordre total a sur I , on va définir un module V(a) . On va aussi définir un sys-

téme transitif d'isomorphismes g : ¥(b) —~=> v(a) et le produit tensoriel gra-
P Oab P

dué des v, sera la "valeur commune" &&mv(a) de ce systéme de modules. On prend

a) v(a) = @ IViI (produit-tensoriel ordinaire des modules non gradués sous-
i€1,
jacents aux Vi)

~

. N N
b) si les X; €V, sont homogénes, on prend “ﬁb(® Xi) = (-1)'® X, , o N est

la somme des deg(xi) deg(xj) étendue aux couples (i,j) tels que 1 <aj et

i >bj

Exemple 1 : Prenons I = {1,2 et solent a l'ordre ot 1 <2 , b 1'ordre ot
Lxemp.e .

1 >2 ., Soient vy € Vi , homogénes , et notons vy ®v (resp v, 2 vl) 1'image

2
dans le produit tensoriel gradué du produit des v, dans v(a) (xesp V(b)) . On

a

deg(vl)deg(vz)

v, ® v, = (~1) v, ® v

1 1

(régle de Koszul),

Exemple 2 : 8i les Vi sont tous de degré 1, on a, reliant le module sous-jacent
au produit tensoriel gradué, et le produit tensoriel ordinaire des modules !Vi!

sous-jacents aux Vi s un isomorphisme canonique

N .
lovi| =8lvle, A z

136



-9 - Cycle

Exemple 3 : Pour A un corps, et Xi une famille finie d'espaces, la formule de

Kunneth s'écrit H*(‘T\')’(i ,A) =@ H*(Xi,A) .

Soit Vv’ le dual gradué de V . L'application canonique

(1.3.1) vVev=vev —sa

est v' ® v ir—>v'(v)

On suppose maintenant que A est un corps, et on ne considére que des

espaces vectoriels de dimension finie, L'isomorphisme canonique
(1.3.2.) W&V — Hom(V,W)

est w®v' > (v+——>w.v'(v)). Via cet isomorphisme, la composition
Hom(Y,Z) ® Hom(X,Y) ——> Hom(X,Z) s'identifie au morphisme induit par (1.3.1)

29y 98v8x —>z8 %,

La trace de f : V——>7V (nulle pour f homogdne de degré # 0) est

1'image de f par

(1.3.4) Tr @ Hom(V,V) 5~ V@ vV =vev T A

On vérifie aisément que, pour f de degré O

3

(1.3.5) e, W) = 2(-D (e, vh

Si on exprime que les deux morphismes composés de morphismes 1.3.1
Weve wY ® W —> k commutent, on trouve que, pour f : V—3>W et

g : W —>YV homogénes, on a

(1.3.6) Tr(fg) = (-1)9¢8 fdeg g o ( gy
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2, La classe de cohomologie associée & un cycle.

2.1, - La classe d'un diviseur.

2.1.1. - Soit D wun diviseur de Cartier dans un schéma X ., Hors de D , le fais-
ceau inversible (D) est trivialisé par la section 1, La classe ci(D) de D ,
dans Hé(X,Bm) , est la classe du Gm~torseur trivialisé sur X-D correspondant

(1.1.6 et 1.1.4)

i+l

Soit 3 : Hl(X-D,Em) —>H)

(X,Gm) le morphisme 1.1.4. Si D admet
une équation globale £ , la multiplication par £ est un isomorphisme de &(D) ,

trivialisé par 1 sur X-D , avec & , trivialisé par f sur X-D , D'aprés

1.1.4 , on a donc
(2.1.1.1) ct (D) = 3f

Pour tout morphisme wu : X' ——> X tel que u¥*D soit encore un divi-
seur de Cartier (i.e., unlD disjoint de Ass(X')),on a ci(u*D) = u#ct(D) ., Si
on voulait une telle fonctorialité pour tout morphisme wu , il faudrait considérer
non pas des diviseurs de Cartier, mais plus généralement des faisceaux inversibles

munis d'une section,

Rappelons que 1'entier n est dorénavant supposé inversible sur les

schémas considérés, Soit 3 : H;(X,Gm) e H;+1<X’Un) le cobord pour la suite

exacte de Kummer O oy Em Gm [¢]

Définition 2.1.2. - La classe cf D de D dans Hé(x,un) est 3dct(D) .,

Quand il n'y aura pas de risque de confusion, on omettra la mention de

2.1.3. - Le diagramme

0 d 1

H (X~D,Em) HD(x,mm)
| |

BL(X-D, ) 2 > H(E,u)
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est anticommutatif, Si D admet une équation globale £ , an(D) est donc 1'op-
posé de l'image par  de la classe dans Hl(XoD,un) du un—torseur des racines

idmes
n

de f

Proposition 2.1.4. - Soit i l'inclusion de D dans X ., 8i D et X sont ré-

!
guliers, les faisceaux de cohomologie & support Rpi'un sont nuls pour p = 0,1 ,

'
et Rzi'un = Zfn , engendré par c&n(D)

I1 suffit de prouver que, pour X strictement local et D défini par
un paramétre régulier, on a Hg(X,uh) =0 pour p = 0,1 et H;(X,Un) = Z/n en-
gendré par ct(D) . Notant par un ~ la cohomologie réduite, on a
%p_l(X-D,pn) — Hg(X,un) . L'assertion pour p = 0,1 exprime que D mne dis-

connecte par X , et pour p = 2 résulte, via 2.1.3, du lemme d'Abhyankar.

Ceci est un analogue partiel du théordme relatif (Arcata, V 3.4)
1
Grothendieck conjecture que les Rpi‘un sont nuls pour p # 2 , du moins pour X
excellent (conjecture de pureté), mais ceci n'est connu qu'en caractéristique O

(SGA 4 XIX).

Compatibilité fondamentale 2.1.5. -Saient X une courbe lisse sur un corps algé-

briquement c¢los k, P un point fermé de X et Tr le composé

2 2 TIr
HP(x,uﬂ) —>H Ky)——>Z/n .Ona
Tr c4(P) = 1 ,

Soit X la courbe projective et lisse complétant X . La formule ex-

prime que le faisceau inversible @(P) sur X est de degré 1

2,2 .- Méthode cohomologique,

2,2.1.- Soit X wun schéma (noethérien)., Rappelons qu'un sous-schéma Y de X
est dit d'intersection compléte locale, de codimension c¢ , si, localement (sur
Y ), il est défini par une suite réguliére de ¢ équations dans X ., Pour X le

spectre d'un anneau local A d'idéal maximal m et Y d'idéal a , cela signifie

que Exti(A/a)A) =0 pour i < dim{a/ma) = c¢ , et toute suite d'éléments de a ,
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d'image dans a/ma une base de a/ma , est une suite réguliére d'équations pour

Y

2.2,2 - Soit i : YS—> X d'intersection complédte locale, de codimension c

On se propose de définir une classe fondamentale locale ¢4(Y) qui soit une sec-
!

tion globale du faisceau de cchomologie 2 support chi'ﬂ/n(c) (rappelons que

Z/n(c) = Uy )

Localement, Y est l'intersection d'une suite de ¢ diviseurs Di , et
on définit cf(Y) comme le cup-produit des c&(Di) . Chaque cL(Di) est a4 sup-
port dans Di ; leur produit est a support dans Y ., Que, localement, ce produit
ne dépende pas du choix des Di , résulte de 2.2.3 ci-dessous et des propriétés

d'invariance suivantes

a) compatibilité & la localisation ;

b) indépendance de 1'ordre des Di (les cL(Di) sont de degré 2 , pair,donc le

cup~produit est commutatif) ;

¢) le produit ne dépend que du "drapeau" D>D, ND,>...0¥

Pour prouver c¢), on note l'existence d'un produit (variante de 1.2.1)
# 3 # * .
HD1(X) ® HDl n D2(Dl) ®...8 H¥(D, N...N D _,) ——> H¥X) ;

le produit des c&(Di) est encore le produit des (cL(Di) restreint a

Dy N..ndy ) = (ea(d N...A D) dans D, N...AD, , ) .

Lemme 2.2,3. - Soient A un anneau local d'idéal maximal m et u = (ul...uc) s

v = (vl...vc) deux suites régulidres engendrant le m@me idéal a . Il existe alors

une suite w, {1 £1i<N) de telles suites, les reliant, telle que W, Se dé-

duise de W, Par une permutation, ou en ne changeant que le dernier élément,

Puisqu'on dispose des permutations, il reviendrait au méme de se permettre
de changer un seul é&lément, plutdt que le dernier. Par 2,2.1, on se ramdne alors 2

vérifier que, dans 1'espace vectoriel a/ma on peut passer d'une base 3 une
P B P P
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autre par une suite de permutations et de changements de base ne modifiant qu'un
seul vecteur. Le groupe linéaire est en effet engendré par les matrices diagonales,

élémentaires et de permutation.

2.2.4 - Les mémes méthodes permettent de définir une classe fondamentale locale pour
tout Y < X localement définissable par ¢ &quations (la ou moins d'équations

suffisent, la classe est nulle).

2.2.,5 - On peut passer d'une telle classe fondamentale locale, dans
0 2¢,! N 2¢
H (Y,R" i Z/n(c)) , & une classe fondamentale globale, dans HY (x,Z/n(c)) ,

lorsqu’on dispose de résultats de semi-pureté

H
Proposition 2,2.6 ~ (1) Si RPi'z/m =0 pour p < 2¢ , alors

Héc(x,z/nm) = 1%y,8%%1 z/m(e))

(i) Soit 2 une partie fermée de Y , de complément V dans Y , et k 1'inclu-

!
sion de Z dans X . Si RPk'Z/n = 0 pour p < 2c , alors
2¢ 2c
By (X, Z/n(e)) S——> 1" (X,Z/n(c))

!
si RPk'Z/n=0 pour p < 2c + 1 , cette fldche est un isomorphisme.

] ¥
L'hypothése RPi’'Z/n = 0 équivaut a3 RPi'Z/n(c) =0 . Ceci dit, (i) se
1
1it sur la suite spectrale HP(Y,R%1°) > H{}ﬂ(x, ) . si k, est 1'inclusion de

! 1t
Z dans Y , ona k = ik1 , d'ott Rk 'Z/n = RkiRi" , et la suite exacte longue

de cohomologie pour Z cC Y fournit une suite exacte longue
. ' . .
—> H'(Z,Rk Z/n(e)) —> H (X, Z/n(c)) —> H (X, Z/n(c)) —>
dont (ii) résulte,

Amplification 2.2,7 - La proposition 2.2,6 reste valable pour i un quelconque

morphisme séparé de type fini, et 2c un entier (positif ou négatif) quelconque,
1]
pour autant qu'on y remplace Hic(x,z/n(c)) par HZC(Y,Ri'Z/n(c)) , et de méme

pour HV

141



Cycle - 14 -

Les résultats de semi-pureté suivants résultent de SGA 2 XIV 1.8, 1.10,

1.15. Nous rappellerons leur preuve,

Rappel 2.2.8 - Soit un morphisme de S-schémas séparés de type fini

On_suppose X lisse, purement de dimension relative N et que Y est fibre par

fibre de dimension < d ., Soit ¢ = N-d

1
(i) on a RPi'Z/n =0 pour < 2¢ ; de méme pour Z/n remplacé par un faisceau
=08 pour p P p

g¥F

(i) 8i, au dessus d'un ouvert demse U de S , Y est fibre par fibre de dimension

1
<d ,ona RPi'Z/n =0 pour p < 2c . Si de plus le complément Z de U ne

1
disconnecte pas localement S , on a Rpi‘z/n =0 pour p<2c+1

! v 1
Puisque Rg F = g*F(N)[2N] , la formule de transitivité Ri Rg = Rf’

R\2<:+q

1 - !
montre que i (g¥F) = 0 < R 2d+qf'(F) . Ceci nous raméne a étudier £ , i.e.

4 supposer que X =S8 , L'assertion (i) est alors SGA 4 XVIIT 3.17.

Soit Y' 1'image inverse de Z dans Y

Y
fl
S

1
D'aprés (i), les RPf'Z/n sont & support dans Y' pour p < -2d+l ; et la suite
b

Ne—

a ! ! b !
spectrale R R'E = R*¥P(fv)’ rmontre qu'ils cofncident avec les

! 1
RP(£v) Z/n = RP(uf) z/n . Appliquant (i) 2 Y'/Z et a la suite spectrale
a.! b ! +b ! . !
Rt Ru = rR¥(uf) , on trouve que (ii) résulte de la nullité de Rbu‘Z/n

pour b =0 , ou b=0¢et 1l selon le cas
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2.2.9 ~ Grothendieck conjecture 1'analogue absolu suivant de 2.2.8 (conjecture de
semi-pureté - une conséquence de la conjecture de pureté) : pour Y de codimension
>c¢ dans X régulier, on a H;(X,Z/n)= 0 pour i < 2¢ , tout au moins si X

est excellent,

2.2,10 ~ On est maintenant & pied d'oeuvre pour définir la classe d'un cycle Y de

codimension ¢ dans X lisse sur un corps k , On écrit Y = ZdiYi , o1 les
Yi sont réduits irréductibles, Un ouvert Ui de Yi , de complémentaire de co-
dimension > c , est alors d'intersection compléte locale dans X . Ceci permet

de définir la classe fondamentale locale de Ui . D'aprés 2.2.6 et 2,2,8, celle-ci

provient d'une unique classe fondamentale c&(Yi) € ch(x,z/n(c)) , et on pose
i

e (y) = Zdi%(yi) €H

TC (X,Z/n(c)) .

Y
2.2.11 - En géométrie analytique compllxe, une construction de Baum, Fulton et

Mac Pherson (Riemann-Roch for singular varieties, Publ, Math. IHES 45 (1975) p. 10l-
146 - IV 4) permet de définir sans restriction la classe de cochomologie d'une inter-
section compléte locale Y < X, Supposons Y purement de codimension c, et soit 1 le
fibré vectoriel sur Y fibré normal de Y dans X . Ses sections locales sont celles de
(J/&ZY , d'ott § est le faisceau d'idéaux de Y . Rappelons que le faisceau des fonc-
tions € sur X est défini localement, en terme de plongements locaux de X dans " s
comme la restriction 2 X du quotient du faisceau des fonctions ¢® sur ¢" par 1'idéal
engendré par les parties réelles et imaginaires des équations qui définissent X . Le
fibré pn se prolonge en un fibré vectoriel complexe C© N sur un voisinage U de Y dans
X , et pour U assez petit, il existe des sections f de N , de lieu des zéros Y , et
telles que, sur Y , df : pn —=> N soit 1'identité. Deux choix de N et f sont homoto-
pes sur U assez petit,

La classe de cohomologie ¢4(U) de la section 0 de N (notée
z : U—>N) est définie : U est d'intersection compléte locale dans N , et
Riz'z = o pour i # 2c, 2z =z . On dispose de f¥ : H¥(N,Z) ‘%PL%"(X,Z)

et on pose

et (¥) = £ (V)
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La méme construction marche dés qu'on a sur un sous-espace analytique Y
de X 1la structure normale suivante : un faisceau localement libre C de rang c¢

sur Y , et un épimorphisme C —> J/J.Jred

red

2.3, Méthode homologique.

2.3.1. - Soit £ : Y —> S un morphisme plat de type fini, & fibres de dimension

<d ., Dans SGA & XVIII 2.9, nous avons défini un morphisme trace

(2.3.1.1.) T, : R, Z2/0(0) —> z2/n

. .
ona R£Z/m(d)=0 pour i>2d , et REZ/n=0 pour i< -2d4 . Ceci, et

1
l'adjonction entre Rf, et Rf  , fournissent des isomorphismes
(2.3.1.2) Hon(R2f, Z/n(4),Z/n) = Hom(RE, Z/n(d), Z/n [-247)

d

= Hom(Z/n, Rf’z/n(-d) [-2d]) = HO(Y,R_z f!z{/n)

Au moins pour S un point, 1'image de Tr. dans les deux derniers groupes mérite le nom
de classe fondamentale de Y (en homologie),

On note encore Tr_ 1l'image de Tr

£ dans le second groupe, et les morphismes

£

qui s'en déduisent par fonctorialité, Par exemple, pour Y/§ propre, le morphisme

(2.3.1.3) (%, Z/n() = B (s,RE,Z2/n0(0)) — 1125, z2/m)

Supposons Y contenu dans X lisse sur § , purement de dimension rela-

tive N , et posons c¢ = N-d

¥ [

s =

' ot '
Ona Rf =RiRg , et Rg Z/n = Z/n(-N) [-28] . La classe fondamentale de Y
t 2
s'identifie a un &lément de HO(Y,Ri'Z/n(c)[2c])= HYC(X,Z/n(C)) , la classe

ct{(Y) de Y dans X . Nous verrons plus loin qu'elle ne dépend que de Y X ,

non de la projection de X sur S .et que pour Y d'intersection compléte locale,

elle induit la classe locale du numéro précédent,
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Explicitons 1'isomorphisme
2¢ ~ 2d
H, (X,2/0(e)) ———> Hom(R“"f,Z/n(d),Z/n)

qui transforme c4(Y) en Trf : via les isomorphismes

]

HiC(X,Z/n(C)) P@C(Ri!z/n(c)) = HomY(Z/n(d)[Zd] s Ri!Z/n(N)[ZN])

HomX(Z/n(d)Dd]Y SZ/n(N)[2N])

c'est la ligne supérieure de

#2¢ ——> Hom(Rf,Z/n(a)247,R¢ Rt Z/n(wy2N)) s Hom(RE, Z/n(d) [2d7,Z/n)
(3 Tr, (2) "
* Tr

Hom(Rg,Z/n(dY2d],,Rg, Z/n(NY2N]) —E—> Hom(Rg, Z/n(d)2d],,Z/n) ,
! Y ! ! Y

!
ot (1) est la flache d'adjonction Rf R’ ——> Id . La commutativité (2) exprime
! [
que l'isomorphisme Rf = Ri'Rg est défini par adjonction, Enfin, la fliéche dé-

duite de (3)

ZNg' Z/n(N)

HoC(X,Z/n(c)) @ R*%g,z2/n(0) —> R

s'interpréte comme un cup-produit (cf., 1.2)

Définition 2,3.2 - La classe c4(Y) € Hic(x,z/n(c)) a pour propriété caractéris-

tique que, pour toute section locale u de deflz/n(d) , on a

Trf(u) = Trg(c/L(Y) U u)

Du fait que c£(Y) ait déja une image Tr_ dans Hom(Rf Z/n(d)2d],Z/n),

£

la formule 2.3.2 vaut pour les fléches déduites de Trp par fonctorialité, Par
exemple, pour X sur S propre et u € H¥(Y,Z/n) , la formule vaut dans

H*(S,Z/n(-d)). Pour v € H¥(X,Z/n) , elle donne
Trf(i*v) = Trg(cL(Y) uv) o,

ot le cup-produit peut se calculer dans H¥(X,Z/n)
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2.3.3 ~ Nous allons définir le morphisme trace, et donc la classe cf(Y) , sous

des hypotheses plus générales. Soit donc un diagramme

avec g lisse, purement de dimension relative N et Y fermé dans X , fibre

par fibre de dimension < d . On munit de plus Y d'un "poids" 4 du type sui-

b

parf,X est un complexe borné de faisceaux de G-modules sur X , de
3

vant : y €D
Tor-dimension finie sur S (ou sur X ,cela revient au méme) et dont les fais-
ceaux de cohomologie soient cohérents et 2 support dans Y . On se propose de dé-
finir un morphisme Trf’% : Rde!Z/n(d) ——> Z/n . Pour Y plat sur § et

% =<§Y » ce sera le morphisme trace précédent, En général, il ne dépend que des

longueurs de x aux points génériques y des composantes irréductibles de

Y (Lgy(u) = 2(-1)1Lg§1(%)y) . Enfin, on notera cf£(Y,x) 1la classe & support dans

Y telle que

(2.3.3.1) Tr (cg(¥,n) o u) = Tr (u)
3 fom

2.3.4 - La construction de Tr x est paralléle a celle de SGA 4 XVIII § 2 ; nous
3

n'en indiquerons que les grandes lignes.

A.d =0 (f quasi-fini) . Soit x wun point géométrique de Y , s son image dans
s, n(x) l’i;?ge réciproque de y sur le localisé strict de X en x |,

Kisds = H(x) ®®h k(s) son image réciproque sur la fibre géométrique en s , et
n{x) = Z(-l)idim;<s)ﬁi(x(x>s) . La fonction x k=3 n(x) est une pondération de

f , et on prend le morphisme trace correspondant (SGA 4 XVII 6.2.5). La pondération

n{x) , et Trf % sont de formation compatible & tout changement de base.
s

B. Cas général . 8i u : 2 —> éd est tel que ui soit quasi-fini, on pose

S
Trf’% = TrAg o Trui’% . Ce morphisme trace est clairement compatible a tout chan-
gement de base §'/S . Pour prouver qu'il ne depend pas de u , on‘peut donc sup-
poser que § est le spectre d'un corps algébriquement clos k . Soient dans ce
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cas Yi les composantes irréductibles de Y , et Lgi la longueur de x au
. . . Vs .
point générique de Yi . Si a; est 1'inclusion de (Yi)red dans Y , on a
(2.3.4.1) Tr =3 18, Tr ¥
£om * Yired/S l

(cette formule résulte de la formule analogue et facile pour Trui)

Ceci définit Try " localement sur Y ; on procéde ensuite comme en
3

SGA 4 XVIII 2.9 .

" 1
Lemme 2.3.5 - 8i g=g'g" : X —E&s g1 —E5 5 , avec g' et g" lisse et pu-

rement de dimension relative N' t N' , et que Y est encore, sur S' , fibre

par fibre de codimension > c¢ , alors la classe cA(Y,u) est la méme, calculée

en terme de g ou de g"

Soient f' = g"i et d' = d-N' . La formule Trg = Trg, Trg" (SGA 4

XVIII 2.9 Var 3) assure la commutativité de
HAZ,Z/n(c))

Homg , (R Z/n(d"')2d"],RgyZ/n(N"2N"]) —> Homg, (de'f"z/n ,Z/n)
! ! . !

1
LRg;(N') lTrg,o R2N g;

Homg (RE,Z/n(d) 247, Rg) Z/n(N[2N])) ————> HomS(Rde,z/n \Z/1)

tandis que la formule analogue et facile a vérifier Tr = Tr ,Tr_,
f,u g'f,u

que 1'image de Trf, " est Trf W L'assertion en résulte.
s s

assure

Lemme 2.3.6 - S1 Y est un diviseur dans X , la classe 2.3.2 coincide avec la

clagse 2.1.2

Par semi-pureté (2,2,.6{i) et 2,2.8(i)), le probléme est local sur Y ;
utilisant 2.3.5 pour remplacer S par 8' convenable, ceci nous permet de suppo-
ser que N =1 . Utilisant 2 nouveau la semi-pureté (2,2.6() et 2,2.8 (i1)) il

suffit de prouver 2.3.6 au-dessus des points génériques de S , Une localisation

étale nous raméne alors & supposer S spectre d'un corps algébriquement clos k .
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les classes 2.3.2 et 2.1.2 étant chacune additive en Y , ceci nous ramdéne au cas
od Y est un point fermé sur une courbe lisse sur k . Que la propriété carac-

téristique 2.3.2 soit vérifide est alors la compatibilité fondamentale 2.1.5 .

Lemme 2.3.7 - La formation de c¢&(Y,%) est compatible 3 tout changement de base

s'/s
Résulte de la m@me assertion pour les morphismes trace.

Théoreme 2.3.8 - (1) c£(Y,x) npe dépend que de Y c X et des longueurs de x

aux points génériquesde Y , Cette classe est additive en % . Pour u = @Y et

Y _d'intersection compléte locale, elle induit la classe locale 2.2.2.

(#) Soit un diagramme commutatif

|

' U
—_—

]

avec X' lisse sur S' . Si u"H(¥) est encore fibre par fibre de codimen-
sion >c¢ , alors

c&(u—l(Y),Lu*x) = uct (Y,n)

(iii) Soit Y' < X fibre par fibre de codimension > c¢' , %' un poids sur Y'

et supposomns que Y N Y' soit fibre par fibre de codimension > c+c' . Alors

il
Y NY', w®u') = (¥, n) v ey, 1"

(2.3.8.1) - Etant donné Y < X/S comme dit, il résulte de la semi-pureté (2.2.6)
(2.2.8) que pour vérifier que deux classes dans Héc(X,z/n(c)) cofncident,

il suffit de le vérifier localement aux points génériques de Y , voire

méme aprés tout changement de base s —> S (s point géométrique générique

de 8 ), aux points génériques de Y
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(2.3.8.2) Preuve de (i) pour § = §8' et u un plongement fermé,

Par localisation (2.3.8.1) on peut supposer que X' est 1'image réci-

1
proque de la section O par un morphisme lisse v : X —> Ag

t

On applique 2.3.5 3 g = v et 2.3.7 au changement de base § —> Ag

I
(2.3.8.3) Dans une situation produit : X = X‘xsx”,Y = Y'xSY”,m =yu' ®g ®x' , on a

e (Y,m) = c(Y',n') U (¥, %") (cup-produit extérieur, i.e.

prTC&(Y',nf) u pr§C£(Y",m") ) .
Des propriétés fonctorielles de Trg (SGA 4 XVIII 2.12) résulte la com-
mutativité de

2c! 2"

i fax,, — Hong (RE;Z/n(d' 24" ,Rg} Z/n(N' ) 2N' D & ...—> Hom (R £)2/n,Z/0)8. .

H;C _—> HomS(Rf,z/n(d)[2d],Rg,7Z/n(N)[2N]) —_— HomS(Rde!Z/n,Z/n)

et on vérifie que Tr_ est l'image de Tr_, ® Tr,,, d'ol l'assertion.
£ 8 £ £

Preuve de (i) : (2.3.7) et un changement de base préliminaire nous raménent 3 sup-

poser que § = §' | Factorisons u par son graphe :

E pr
0 ddwd vy 2 oy
Ceci nous améne 2 traiter séparément pr, , justiciable de (2.3.8.3) pour X' = X',

w o= @X. (avec cg{y') =1 ¢ HO(X,Z/n)) , et (Id,u) , justiciable de (2.3.8.2).

Preuve de (i} : Soit § : X =—3> X xg¥ 1'inclusion diagonale. On utilise la for-

mule 6*(Y1 Xg YZ) =Y, NY, pour se ramener 2 (2.3.8.2) et (2.3.8.3).
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Preuve de (i) : Le changement de base S.eq —> 8 remplace X par X ceci

red ’
nous raméne & supposer X et S réduits. UIne localisation au voisinage des points

génériques de Y nour raméne ensuite au cas ol Yr est irréductible et 1'in-

ed

tersection compléte de ¢ diviseurs Di . La méme localisation, et la définition

de Tr dans le cas quasi-fini, montre ensuite que cf(¥,n) = {g.cL(Yred,@Y Yy o,
red

ot g est la longueur de x au point générique de Y . D'apréds (iv), on a donc

ct(Y,n) = 2g.qr ci(D, .6, )
& }? i Dl

et on conclut par 2.3.6.

Remarque 2.3.9 : Pour § le spectre d'un corps, et la classe d'un cycle étant dé-
finie comme en 2.2.10, 1l'assertion (iii) dit que, si deux cycles Y' et Y" se

coupent avec la bonne dimension, alors
(Y NY") = cg(y') Uty

pourvu que les multiplicités des composantes de Y' N Y" soient calculés comme

sommes alternées de Tor.

Remarque 2,3.10 : Soit X/Spec(k) , k algébriquement clos, Si deux cycles de co-
dimension c¢ dans X sont algébriquement équivalents, il résulte de 1l'existence
de la théorie relative ci-dessus que les images dans HZC(X,E/n(c)) de leurs
classes sont les fibres, en deux points de S connexe convenable, d'une section
sur S du faisceau constant HZC(X,Z/n(C)) (le faisceau chf*z/n(c) pour

f=pr, : X% x8—=>35): deux cycles algébriquement équivalents ont méme classe

2
dans HZC(X,Z/H(C)) .
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3. Application : la formule des traces de Lefschetz dans le cas propre et lisse.

3.1, - Soient X et Y des variétés algébriques propres et lisses sur un corps
algébriquement clos k , purement de dimensions N et M , Via 1'isomorphisme
de Kunneth H*¥(X x Y) = H¥(X) @ H¥(Y) , le morphisme trace

H¥(X x Y)(M) —> H#(X) n'est autre que H¥#¥(X) ® (le morphisme trace

() (M) —> Q{/) . Le morphisme &tant homogdne de degré pair, il n'y a pas de

probléme de signe. On le note IY .

3.2, - Une classe n¢€ H2q(X x Y)(q) définit un morphisme de degré 2(q-N)

gy H*(Y)(N-q) —> H*(X) , par la formule

B ’—%L 'q.pr"Z*B

Proposition 3.3 - Soient p et q deux entiers, avec p+9q =N+ M, et

€ ¢ H¥(X) —> H¥*(X)

2
e e BP@ x VG L e BIUX x (@) . La trace de my. e,

étant entendue au sens 1.3, on a alors

= #*
TrXXY(n.e) Tr(nXYeYX SH*(X))

Pour exorciser les signes, il y a intér&t 2 ne retenir de la graduation
de H¥ que la Z/2 -graduation sous-jacente. Pour éviter de trainer avec soi les

twist & la Tate, on fixe de plus un isomorphisme 02&(1) = Q{, . Soit %y 1'homo-

morphisme H#(Y) ——> H*(y) (un isomorphisme) rendant commutatif le diagramme

Tr

H3#(Y) @ H*(Y) - H#(Y) Q
QY®1
wr(r) @ Hx(y) L-3.1 v,

t . . '
L'application Nxy est 1'image de m par

%y

H#(X x ¥) = H¥(X) ® H*(Y) ——> H*(X) ® H*(Y)V === Hom(H*(Y),H*(X)) s

et de méme pour ¢ . La définition 13.4 de la trace raméne alors 3.3 a la formule

TI‘X <Y = Trx ® TrY
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Remarque 3.4 - La preuve de 3.4 n'utilise pas que og et oy soient des isomor-
phismes, Elle vaut sans supposer X et Y lisses, Toutefois, en dehors du cas
lisse, il est difficile de trouver des classes de cohomologie auxquelles on veuille

appliquer 3.3 .

Remarque 3.5 - S1i ¢,1 sont les classes de cohomologie de cycles algébriques A
et B sur X xY , de codimension p et q , et que AN B est de dimension O ,
alors TrX ¥ Y(ﬂe) est la multiplicité d'intersection A.B , calculée par une

somme alternée de Tor (2.3.9).

Proposition 3.6. - Pour q =M et = c&(B) la classe d'un sous-schéma

BcX xY, fini sur X , 1l'application % v est la composée

pr%ﬁ-

Tr
s H*(Y) 2 H#(B) B/X

Nxy H¥*(X)

D'aprés 3.2 et (2,3.3.1) pour u = 6, , on a en effet

Mgy (8) = Try « Y[X@L(B).prgs) = TrB/X(prgs)

Le cas le plus important est celui ot B est le graphe d'une applica-

tion f : X —> Y , Dans ce cas, 3,6 montre que &y = £#

Corollaire 3.7 - Soit f wun endomorphisme de X propre et lisse sur un corps al-~

gébriquement clos k ., On suppose que les points fixes de f sont isolés, Alors,

la trace S(-1)"Tr(f%,H (X)) est le nombre de points fixes de f , chacun compté

avec sa multiplicité,

Dans 3.5, on prend A = graphe de 1l'identité, B = graphe de f et on

applique 3.3, 3.6 .

Corollaire 3.8 -Spient X une courbe sur k algébriquement clos, déduite par ex-

tension des scalaires de XO sur Fq , et f le morphisme de Frobenius, Alors,

F(—l)lTr(f*,Hz(X)) est le nombre de points fixes de f

On peut remplacer X par Xied °* donc supposer X réduite, Soit U

l'ouvert de X oft X est lisse de dimension 1, et U 1la complétion projective
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et lisse de U ., Les suites exactes longues de cohomologie pour (X,U) et

(U,U0) donnent

Tr(f*,Hé%(X)) = Tr(f-K-,H%C?(U)) + Tr(f*,ug(x-u))
et

Tr(fee,Hg(E)) = Tr(Ex, ) + Tr(f*,Hecs(ﬁlu))

Les mémes formules valent pour les nombres de points fixes, La formule 3.8 étant
claire pour un schéma de dimension O , ceci raméne 2 prouver 3.8 pour T . Ce
cas est justiciable de 3,7, Le fait que df = 0 garantit que les points fixes

sont tous de multiplicité un,

Remarque 3.9 - Pour X de dimension <1 sur k algébriquement clos, et
f:X——2>X tel que df =0 , il n'est pas difficile de vérifier que 3,8 est

encore valable,
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DUALITE

On trouvera dans cet exposé quelques théorémes et compatibilités, tous
relatifs & la dualité de Poincaré. Au paragraphe 1, le théoréme de bidualité locale
en dimension 1 (SGA 5 I 5.1) et quelques calculs de duaux.

Au paragraphe 2, une démonstration trés économique de la dualité de Poincaré sur
les courbes, que m'a apprise M. Artin. Au paragraphe 3, une compatibilité qui fait
le lien entre deux définitions de 1'accouplement qui donne lieu & la dualité de
Poincaré pour les courbes : par cup-produit, ou par autodualité de la jacobienne,

Au paragraphe 4, enfin, la preuve de la compatibilité du titre.

Dans tout l'exposé, les schémas seront noethériens et séparés, et n est

un entier inversible sur tous les schémas considérés,

SOMMATRE
1. Bidualité locale, en dimension L......vuevreinnurcnoronnnernesonnnssnaes 1
2. La dualité de Poincaré pour les courbes, d'aprés M, Artin.............. . 5
3. Dualité de Poincaré et jacobienne.........v.ieiiieinieirnnneennncnennnnns 8
4. Compatibilité SGA 4 XVIIL 3.1.10.3. ¢ cniinnrnnnenonenrnrnneenanenns el 12
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1. Bidualité locale, en dimension 1.

1.1 - Soit S un schéma régulier purement de dimension 1, Nous nous proposons

de montrer que le complexe réduit & Z/n en degré O est dualisant, i.e. que pour
b . .

X € Och(S,an) (c pour comstructible), si on pose DR=R Hom(K,Z/n) , alors

DK est encore constructible & cohomologie bornée, et que le morphisme canonique

a de K dans DDK est un isomorphisme,
Pour K dans D~ , et L quelconque, on a
n
Hom(K ® L,Z/n) = Hom(L,Hom(XK,Z/n))

Le morphisme de K dans DDK est défini en supposant DK dans D ; si
I
B : DK® K—> Z/n est 1l'accouplement canonique, il est défini par 1'accouplement
I

L
K® DK = DK ® K —2-> %z /n

1.2 - Soit f : X ——> S un morphisme séparé de type fini, Posons
' -
K = Rf'Z/n . Pour K € ObD (X,Z/n), on pose DK =R Hom(K,KX) . L'adjonction

[
entre Rf, et Rf assure que
!
RE DK = RE_ R Hom(K,Rf Z/n) = R HGm(Rf'K,Z/n) = DRf K
L'accouplement correspondant entre RE K et REf DK est le composé
L

L
i
Rf,K ® Rf, DK ——> Rf, (K ® DK) ——> Rf,Rf Z/n —> Z/n

La symétrie de cette description montre que, pour £ propre, le diagramme

Rf*K DDRf*K
(1.2.1) §
RE *DDK DRE *DK

est commutatif,
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Si f est 1'inclusion d'un point fermé, on sait que Rf!z/naz/n(—l)[-Z] -
soit, 2 torsion et décalage prés, Z/n . Sur le spectre d'un corps, ce complexe
est dualisant (dualité de Pontrjagin pour les Z/n-modules). D'aprés 1.2.1, on a
donc K ———> DDK pour K de la forme Rf,L - et donc lorsque le support de

H*K est fini.

Théordme 1,3 - Soient j : US—=3> S un ouvert dense de 8 et F un faisceau lo-

calement constant constructible de Z/n-modules sur U . Ona DjF = 3,0F

ie. Hom(j,F,Z/n)= jHom(F,Z/n) et Ext(j,EZ/n)=0 pour i3>0

Sur U , ﬁi(j%l‘;z/n)= 0 pour i >0 , car F estlocalement constant (et
Z/n un Z/n-module injectif), tandis que pour i = O c'est le dual Fv de F
On vérifie que Hom(j*F,Z/n) = j%Fv , et il reste & vérifier la nullité des
E_xt_i(i > 0) en les points de S - U , Le probléme est local en ces points. Ceci
nous raméne 3 supposer que S est un trait strictement local et, que U est ré-
duit & son point générique 7 ., Soit I = Gal(a/ﬂ) . Le faisceau F s'identifie

au module galoisien Fﬁ , et la fibre spéciale de JF a F;‘I

Soit i 1'inclusion du point fermé s,et appliquons D aux suites exactes

0 3,F > JyF i-u-FﬁI 0
T I TI . T
0 ] 'F'F] F'a 1’“'F:l:} > 0 .

On obtient un morphisme de triangles

i*(FﬁI)v (-1)[-2) D F Ry,
e LY J’
1,721 (-D[-2] <F;11)" RJ*FﬁI

La suite exacte longue déduite de la premidre ligne fournit la nullité des

i,
Ext (i > 2) et, prenant la fibre en ¢ , on trouve
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0 — (i, B —> Hl(I,FaV) — (Fﬁly (-1) — @3, F) —> 0
o —> w @ E D)2 @ (D) —> o

v

. IV \ . . P
Puisque (F;1 )y = (F'Fl )I , posant M = Fa , i1 faut finalement vérifier que

ul(r,m) —%Hl(I,MI)

81 p est l'exposant caractéristique résiduel, I est extension d'un groupe iso-
morphe 2 Z 1 = 4im Z/m par un p-groupe P . Puisque P est premier a l'or-
(m,p)=1 P
dre de M, ona H (P,M) =0 (i >0) et (MI) = (MP)I . Ceci permet de remplacer
MP . . . . 1. o
M par et I par I/P . On a enfin un isomorphisme fonctoriel H (Zp,,M) ~

(coinvariants de ﬁp, dans M), d'of le th&orzme.

Théoréme 1.4 - Pour K € Ob DE(S,Z/H) , on a K——>DDK

Par dévissage, on se ram@ne & supposer que K est réduit 2 un faisceau
constructible F en degré O , et que F est soit & support fini (1.2), soit
de la forme j*F1 comme en 1,3 . Dans ce second cas, 1.3 nous raméne & la bi-

dualité locale pour F 1localement constant sur U
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2., La dualité de Poincaré pour les courbes, d'aprés M, Artin.

2.1 - Soit X wune courbe projective et lisse sur k algébriquement clos. On
pose K, = Z/n(1)2] et, pour K € Ob Dz(X,E/n) s DK:REEE(KsKX) . Pour M

un Z/n-module, on pose aussi DM = Hom({M,Z/n) ; de mlme pour les complexes de
modules., Le morphisme trace HD(X,KX) ——> Z/n , ou RT(X,KX) — Z/n , dé-
finit un accouplement RI(X,K) ;J RT(X,DK) ——> Z/n , La dualité de Poincaré
entre cohomologie et cohomologie a supports propres d'un ouvert j : US—>X de
X dit que, pour K = j,Z/n , cet accouplement identifie chaque facteur au dual de

1'autre,

J'expose ci-dessous une démonstration, qui m'a été communiquée par
M. Artin, de ce que pour K € 0b D:(X,Z/n) , cet accouplement est toujours par-

fait, i,e, dé&finit un isomorphisme
(2.1.1) RT(X,K) ————> DRT(X,DK)
Pour tout faisceau constructible F , posons
'Hi(X,F) = Z/n -dual de H_i(X,DF)
Que (2.1,1) soit un isomorphisme équivaut au

Théoréme 2.2 - Pour F un faisceau constructible de Z/n -modules, on a

(2.2.1) B, ) ——> whx,m

Lemme 2.3 -~ Soit f : X —> Y un morphisme génériquement &tale entre courbes

!
lisses sur k , On a KX = f*KY = Rf'KY , avec Trf pour fléche d'adjonction

RERE Ky —> &,

On se raméne & vérifier que pour £ fini, on a
!
f*Rf'KY =RHOm(f%Z/n,Y\{) est £ Z/n , avec Tr. pour fléche d'adjonction,

La nullité des Ext (i > 0) résulte de 1.3, et 1'assertion en résulte.
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!
On peut dire, plus explicitement, que Rf  est le foncteur dérivé du
! ! i
foncteur f° : £ F(U) = Hom(f'ZU,F) et que 1.3 implique la nullité des R Z/n

pour i >0

Corollaire 2.4 - Soit f : X' —> X un morphisme génériquement étale de courbes

projectives et lisses sur k ., On a 'Hl(X,f%F) = 7 (x',P) ; cet isomorphisme

est fonctoriel et le diagramme

i i
B (X, £,F) HO(X, £,F)

H (X',F) XL, F)
est commutatif.
L'isomorphisme est donné par 1.2 : Df*F = f*DF

2.5 - Prouvons 2.2, Si F est réduit & Z/n en un point, prolongé par O , on
a W*(DF) = Ext*(F,KX) = Z/n en degré 0 , et dans 1'accouplement
H*(F) ® H#(DF) —> Z/n , ona 1® 1 —> 1 (Cycle, 2.1.5) : la dualité est par-

faite., Le cas oi F est 2 support fini se traite de méme.

Pour F constructible quelconque, A le sous-faisceau de ses sections

a support fini, et G = F/A , la suite exacte

(2.5.1) 0 A F G 0

fournit un diagramme

(2.5.2) 0 —> 1%(x,4) —> HO(X,F) —1%x,0) —> 0

! L

0 —> 'H'l(x,F) —_ 'H_I(X,G) —_— ’HO(X,A) —_—> 'HO(X,F) _ 'HOX,G) —>0

et des isomorphismes compatibles H (X,F) ——> H (X,6) , 'H (X,F) —> 'H'(X,q)
(i #0,-1) ., 8i j:U—>X est un ouvert sur lequel F est localement cons-

tant, on a une suite exacte
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(2.5.3) 0 —> G ——> j j*F —>B —>0

, . v
avec B 2 support fini, Puisque 'Hl(X,j%j*F) = pr? 1(X,j*(j*F) (1)) d'apres 1.3,
cet 'H' =0 pour i <0 et (2.5.2) et la suite exacte longue définie par (2.5,3)

i .
montrent que 'H est toujours nul pour i <O

8i F = Z/n , le théor2me est vrai pour 1 = 0 et 2 , Ceci exprime que,
pour X connexe, le morphisme trace : HZ(X,%) —=> #Z/n est un isomorphisme,

D'aprés 2.4, le th&ordme reste vrai pour i =0 et F = f%Z/n

Pour F & nouveau quelconque et G comme plus haut, il existe

f: X' —>X comme en 2.4 tel que G se plonge dans f*ZZ/n

0 G £,2/n Q 0

Changeant X' en un X"/X' , on peut supposer que 1 (x,6) *-‘é'Hl(X,f%Z/n) =

HI(X‘,Z/n) est nul pour i > 0 ., Considérons alors

0 = 1%x,0 - %@, z/m) = 10%,Q = 1t x,0 2> ut@,z/m > itx, > ...
| /

o > ’HO(X,G) > ‘HO(X',z/n)> ’HO(X,Q)$ ‘Hl(X,G) — ’Hl(x',zz/n)av ’Hl(x,q) > ...

L'isomorphisme en HO(X’) fournit HO(X,G) <> ’HO(X,G) , et la méme
injectivité pour F (2,5.2)., On applique cela a Q pour trouver que
HO(X,G) - 'HO(X,G) . De méme pour F (2.5.2). Appliqué &3 Q , cela donne
Hl(X,G) — ‘HI(X,G) . On applique cela a Hl(X',Z/n) . Ce groupe ayant méme ordre
que 'Hl(X',Z/n) = D(Hl(X',Z/n)(l)) , on trouve un isomorphisme, et
Hl(X,G) —=> ’Hl(X,G) . De méme pour F , Pour i =2 , on sait déja que
H2(X',Z/n)i'> 'HZ(X',Z/n) , et on procédde de m@me, puis on s'arrdte, faute de

combattants,
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3. Dualité de Poincaré pour les courbes,

Dans ce paragraphe, nous prouvons la compatibilité (Arcata VI 2.3.3)

3.1 - Les notations sont celles de (Arcata VI 2,3) : X est une courbe projec-
tive, lisse et connexe sur un corps algébriquement clos k , D est un diviseur

réduit sur ¥ , O un point de X =X - D

Xc—l—>)_{<-——l———D s

1z . . . 5
H (X,DGm) ofl DEm est le faisceau des sections de Em congrues a

1 mod D ., On rappelle que Hé(x,un) = Picg(i)n , et que x —> @(x) définit

et Pch(X)
une application canonique f : X —> PicD(z) . On pose fo(x) = £f(x) - £(0)
X —> Picg(}_() .

Notons encore j 1'inclusion de X x X dans X x X . la diagonale A
de X x X est fermée dans X x X ; elle définit une classe dans

Hi(x X X,un) = Hi(x X i,j!un) . On note ¢ son image dans Hz(x X i,j!un)
La formule de Kunneth assure que
HH(X xf(,j!un) = BX,Z/n) ® H"‘(}Z,j!pn) = H¥(X,Z/n) ® H¥ (X, )
Nous nous proposons de calculer la (1,1)-composante de ¢ |,
1,1 1 1 o1 1
c € H (X,Z/n)® Hc(x,un) = HX,H (X,0))
-l . Oz
= H (X, Pic (X))
La suite exacte
113
N - - X -
0 —> Pic)(0)  —> PicJ(R) ———2"— Pic)(X) —> 0

fait de Picg(i) un Picg(i)n ~torseur sur Picg(i) . Notons, u la classe, dans

HI(X,Hi(X,uh)) = HI(X,Picg(i)n) , de son image réciproque par £, -
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1,1
Proposition 3.2 - Avec les notations précédentes, ¢’ = - u

Soit e 1la différence des images dans HZ(X X i,j,uh) des classes de
cohomologie de A et X x {0} . La classe de X x {0} é&tant de type de Kunneth

1,1 1,1
=e

(0,2) , ona c¢ . Boit la suite spectrale de Leray pour

pry : X x X —=X et le faisceau Jyuy,
Pq _ P q 5 P q p+q T s
Byt = BEGGRTpry L gyn) = BOLEI(K, ) == 8770 (X x X dym,)

Elle dégéndre : c'est le produit tensoriel de H#(X) par la suite spectrale de

Leray (triviale)pour X ——> Spec(k) et le faisceau j'“n . Le diviseur

A - Xx{o} est fibre par fibre de degré O , de sorte que 1'image de e dans
02 - 1,1

E est nulle. On peut donc parler de son image e dans E , et il nous faut

montrer que e = - u

Soit G sur X x X 1le sous-faisceau de Gm formé des sections locales

dont la restriction au sous-schéma X x D est 1 . On a encore une suite exacte
(3.2.1) 0 —> i, G G 0
et e est l'imagepar 3 de la classe e € Hl(X x X,G) du faisceau inversible

6(A - X x {0}) trivialisé par 1 sur X x D

L'image directe par Rpr du triangle distingué défini par (2.2.1) est

1%

un triangle distingué

3 s 3
(3.2.2) — > Rpr Jyw Rpr, .G Rpr, .G ——>
et le diagramme

1 s -

B (X x X,0 2 B2 x R,3,0)
116} |
el

1 2 .
H (X, Rprl*G) B (X, R‘prl*jgpn)

est commutatif : notre probléme devient celui d'identifier 1'image dans

gll = Hl(X,Hi(X,pn)) (1'image dans £92  gtant nulle) de 1l'image par
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1 2 .
3(3.2.2) H X ,Rprl%G) — H" (X, Rprl*J!“n) de 1a classe, encore notée e; ,

qui correspond 2 e, par (1)

1
Le faisceau R Prl*G est défini par le schéma en groupe sur X image
réciproque du groupe algébrique PicD(i) sur Spec(k) , et 1l'image de e, dans

0., o1 e (%
H(X,R7pr,6) = Hom(X,Pic (X)) est f

Représentons le triangle (3.2.2) comme défini par une suite exacte courte

de complexes de faisceaux.

Soit B' 1le sous-faisceau de

Te 1B BO——>Ker(d) —3>0 ,,.

obtenu en remplagant B'1 = Ker(d) par l'image réciproque, par
Ker(d) —> El(B) = PicD(i) sur X , de Picg(i) sur X . Soient A' = AN B'
et C' 1l'image de B' , Ona A' = < 1(A) , et C' se déduit de C comme

B' de B , d'olt un diagramme commutatif de suites exactes courtes

o] A > B > C 0
o —> ﬁSlA i‘ c' ¢}
(3.2.2) 0 —> H.(X,y JH] —> Pic)(D)FL] —> picp(DFL] —> 0

olt 1a derniére ligne doit &tre vue comme une suite exactes de complexes de fais-

ceaux réduits au degré 1 sur X . On a

0

2 ~
a) e € H (X,A) provient de e € EZ(X ) {(car son image dans E 2 est nulle),

> e 1A
- = o~ 2 1 L 1
On cherche 1'image e de e dans M (GLH (X,p )[-1D=H XH (K, )
1 . ~ H ' .
b) e, € H(X,C) provient de e, € HX,C ) , car son image f, dans

HO(X,PiCD(K)) est dans HO(X,Picg(i)) . On peut prendre € = e,
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c) On a donc e = 3f, , o 3 est défini par (3.2.2), et oh on utilise les iso-
morphismes usuels ]Hz( X F[-1] = HI(X,F) . Ces isomorphismes anticommutent &

d , de sorte que e = -afo , pour © défini par la suite exacte
1 . O,z . O,z
0 —> HC(X,pn) _— Pch(X) —> Pch(X) ——3 0
On conclut par (Cycles, 1.1.1).

3.3 - Pour tout homomorphisme ¢ : H(];(X,p,n) —> Z/n , soit ¢lu) € Hl(X,ZZ/n)
1 . 1
l'image de u par o : HI(X,Hi(X,un)) —> H (X,Z/n) . 81 x € Hc(X’“n) , le

cup-produit ¢fu) ¢ x est dans Hi(x,pn) . On se propose de prouver que
Proposition 3.4 - Tr(plu) y x) = plx)
Cette identité se déduit, par application de ¢ ,de
(3.4.1) Tr(u U x) = x
ot Tr est cette fois l'application
Tr : ﬂi(x,Hi(x,un) ® ) —> H}:(X,p_n) s
de sorte que x+t—> Tr{u U x) est 1'application composée
(3.4.2) L,y )85 Hl(X,H}:(X,pn)) ® Hi(X,un) <~ @, z/me H(lz(X,pn)®H(1:(X,%)
(1—}> Hi(X,un) ® Hi(X,p.n) e, Hi(X,un)
ot (1) est donné par a @b @ c+——> (a , ¢c) ® b

Exprimons ce morphisme en terme du morphisme trace
Tr : H3(X % X ®2) —_— 1l (x ) relatif 2 la seconde projection, Pour
" e M by proj .
x € Hi , Tr{x) se calcule ainsi : de ses composantes de Kunneth, on ne garde que

celle de type (2,1) , et on applique Tr : H‘Z:(X,un) —> Z/n
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Notons u' 1'image de u par l'application

1 1 ~ 1 1 1 1, .
H (X,HC(X,ph)) <« H (X,Z /n)® HC(X,pn) =H (X,Z/n) ® H (X,J!]J.n)
—_— HZ(X « X,Z/n ® j'uh) . Vu la relation entre Kunneth et cup-produit, on a

Tr(u u x) = -Tr(u' u erX)

Le second cup-produit est celui de [Cycle] 1.2.4 :
2 z . 1,z 3. 3, 3 . :
H(X x X,Z/n® j,u ) ® B (X x X,j,u, & Z/n) —>H X x X, dyp, ® J'un)

Le signe - provient de la permutation de deux symboles de degré 1 dans (1). Puisque

1,1 Lo 1,1
c =C

c o pr¥¥x et

¥ o prfx ont méme (2,1)-composante de Kunneth, et que u

>

on a
Tr(u U x) = Tr(c Y pr+fx)

Le cup-produit a droite peut cette fois s'interpréter comme le cup-produit (Cycle
2 1
1.2.5) de c4(p) € HA(X X X’“n) par prix € Hc(A’“n) .Sur A , on a

pPry = Pr, d'oit

Tr(cy prTX) = Tr(cg(A) U pr¥X) = Tr(ct(p) U pr¥X) = Tr(cg(p)) U x = x.
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4. - Compatibilité SGA 4 XVIIT 3.1.10.3.

Dans SGA 4 XVIII, en proie au découragement, je n'ai pas vérifié la
compatibilité du titre, Bien qu'elle s'avére n'@tre que fumée, je me crois tenu de
réparer ici cette lacune, Pour f : X —> S séparé de type fini, il s'agissait
de vérifier que le morphisme d'adjonction : Rf!Rf!L —> 1L est compatible & toute
localisation étale k : V—> 8§ , Désignant par k et f plusieurs fleches,

comme ci-dessous, il s'agit de vérifier une commutativité

Xy —k o R*Rf!Rf!L k#(adj) KL
lf lf
v—E 5§ RE,RE' k¥, ad] K¥L
Au niveau des complexes, la commutativité voulue s'écrit {loc.cit.)
]
k*f;f'L k#L,
L '
f;f!k*L kL

On la vérifie composante par composante, ce qui raméne & une compatibilité analogue,
pour L un faisceau et pour chacune des paires de foncteurs adjoints (f]{,f];') s
notés simplement f! et f! . La flache (1) est définie 2 partir de 1'isomorphisme
(2) : k*f! = f!k* , et d'un morphisme (3) : k*f! _— f"k* qui s'en déduit. Dans
loc.cit, on introduit d'abord un morphisme (4) : k £, —> f k, déduit de (2) par
adjonction de k¥* = k! et de k! : k!f, R k!f!k*k' = k'k%f'k! —> £k, , et

on déduit (3) de (4) par adjonction, Il revient au méme de déduire (3) de (2) par

! ! 1 1 !
adjonction de f' et f° : k¥f —> f'f'k%f' = f!k*f'f! — kW

Ecrivant k pour k¥ et omettant L , la commutativité est alors celle
du bord extérieur de

! i !
kf £ —> £ kf —> f'f'f'kf! — f’f!kf'f!

!
kfl! £
¥
k

L
£,EKE,E

H
£,Ek
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t f 1
En premidre ligne, on trouve un homomorphisme kf, £ —> £ £'kf £’ , défini
! 1
parce que kf f' est de la forme f£X (X = kf'}) ; il admet pour rétraction le

morphisme d'adjonction en seconde ligne, et la commutativité du carré inférieur est

la fonctorialité de ce morphisme d'adjonction,
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Applications de la formule des traces aux sommes trigonométriques,

Dans cet exposé, j'explique comment la formule des traces permet de cal-

culer ou d'étudier diverses sommes trigonométriques et comment, jointe & la conjec-

ture de Weil, elle peut permettre de les majorer,

Les deux premiers paragraphes donnent un "mode d'emploi' de ces outils.
Le paragraphe 3 est un exposé, dans un langage cohomologique, des résultats de
Weil sur les sommes & 1 variable. Les paragraphes 4 2 6 forment une étude détaillée
des sommes de Gauss et de Jacobi - y inclus les résultats anciens et récents de
Weil sur les caractéres de Hecke définis par des sommes de Jacobi, Au paragraphe 7,
nous étudions une généralisation & plusieurs variables des sommes de Kloosterman.
Enfin, au paragraphe 8, on trouvera quelques indications sur d'autres usages qui

ont &été faits ou peuvent &tre faits de ces méthodes,

1. Principes......... Y e e e e . 2
2. Dictionnaire......... DN R e e PR £
3. Sommes 3 une variable,......................... N eeeea. 22
4, Sommes de Gauss et sommes de Jacobi.......... et e e, cee. 29
5. Caractéres de Hecke,........oiivn i innenenn. e, 41
6. Les caractéres de Hecke définis par les sommes de Jacobi............. . 46
7. Sommes de Kloosterman généralisée ........... T . 52
8. Autres applications. . ...t int ittt et e 63
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Notations.

0.1 - On utilise les notations de Rapport , paragraphe 1. On aura souvent 2

considérer une extension finie TF < F de Eq . On notera par un indice 0O wun
q

objet sur Fq , et par un indice 1 un objet sur T n - Remplacer un indice O

par un indice 1 (resp. supprimer 1'indice) signifie qu'on étend les scalaires &

F . (resp, 2 F )
q

0.2 - On désigne par £ un nombre premier # p . Nous utilisons librement le

langage des QL—faisceaux, aingi que celui des E,-faisceaux, pour EX une exten-

A
sion finie de Q& (cf. Rapport, paragraphe 2 et spécialement 2,11).

0.3 - Soit H¥ un espace vectoriel gradué, Si T est un endomorphisme de H¥

on pose (cf, Cycle, 1.3.5)
Tr(T,E) = $(-DF (1,55

1, - Principes.

1.1 - Soient XO un schéma séparé de type fini sur Eﬁ , ER une extension
finie de Q& et Eb un Ex—faisceau sur XO . La formule des traces dit que
(1.1.1) T oL Tr(EE® = 5D Tr(FEEL (X, D)

x € XF [

Avec la notation 0.3, le membre de droite s'écrit simplement Tr(F*,Hg(X,E))

Cette formule des traces pour les Ex-faisceaux peut soit &tre déduite de
Rapport 4,10 par passage & la limite {(cf. Rapport 4.11 & 4.13) , soit &tre déduite
de la formule des traces pour les QL—faisceaux (Rapport 3.2) par la méthode de

(Fonctions L mod.t” , 4.3).

Nous allons interpréter diverses sommes trigonométriques comme le membre

de gauche de (1.1.1), pour X, et F convenables.
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1.2 - Soit A wun groupe fini. Un A-torseur sur un schéma X est un faisceau
T sur X , muni d'une action 2 droite de A , qui, localement (pour la topologie

étale) sur X , est isomorphe au faisceau constant A sur lequel A agit par trans-

lation 2 droite.

Si T : A-—>3B est un homomorphisme, et T un A-torseur, il existe 2a
isomorphisme unique prés un et un seul B-torseur T{T) , muni d'un morphisme de

faisceaux T : T —> 7(T) tel que
(1,2.1) T(ta) = ¢(t)r(a) .

81 T est un A-torseur sur X , et p une représentation linéaire de
A:p: A—>¢GL(V) (V espace vectoriel de dimension finie sur E} ) , il exis~
te 2 isomorphisme unique prés un seul Ex—faisceau % , lisse de rang dim(V) ,

muni d'un morphisme de faisceaux
(1.2.2) p: T —>Isom(V,3)

tel que p(ta) = p(t) pla) . On le note p(T) . Pour 7 : A—>B et p une
représentation de B , on a un isomorphisme canonique p(7(T)) = (p7)(T) .
Dans ce paragraphe (sauf 1'appendice), on ne considire que le cas o A

A

El~faisceau lisse de rang un. Le morphisme 1.2.2 s'interpréte comme un morphisme

est commutatif et o V = E, : p est un caractdre A —> E? , et o(T) un

partout non nul

(1.2.3) p: T—=> (D)
tel que p(ta) = p(a).p(t) .
1.3 - Soient S unschéma, G un schéma en groupe commutatif sur S , et G' une

extension de schémas en groupes commutatifs sur §

o} > A IG‘ T > G —>0 .

Le faisceau T des sections locales de 1 est alors un A-torseur sur G .
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Si X est un schéma sur $§ , et f,g deux S-morphismes de X dans G,
du fait que T est défini par une extension, on a un isomorphisme canonique
(1.3.1) (f+g)#T = £¥#T 4 g¥T

A gauche, f + g est la somme de f et g , au sens de la loi de groupe G ; 2

droite, + désigne une somme de torseurs,

Si f : X —> ¢ se factorise par G' , f*T est trivial (et une fac-
torisation donne une trivialisation):& isomorphisme (non unique) prés, le A-torseur
f#T ne dépend que de 1'image de f dans HomS(X,G)/n HomS(X,G') : il est donné

par le morphisme 3 dans la suite exacte
Hom(X,G') ——> Hom(X,G) _a_} Hl(X,A)

Nous appliquerons ces constructions aux suites exactes de Kummer

0 My Gm Em 0 , et aux torseurs de Lang.

1.4 - Le torseur de Lang, Soit GO un groupe algébrique commutatif connexe sur

Fq (pour le cas non commutatif, voir 1'appendice). La loi de groupe est notée

multiplicativement . L'isogénie de Lang

£ GO —— GO P X — Fx,x_1

est étale ; son image, un sous-groupe ouvert de G0 , ne peut &tre que GO lui-

méme ; son noyau est le groupe fini GO(EA) . Le torseur de Lang 1L est le

GO(EA)—torseur sur Gy défini par la suite exacte

£ G 0 .

(1.4.1) 0o —> GO(IFq) G, o

Notation : On note encore L et § (ou L(q) et S(q) ) les objects déduits de
L et £ par extension du corps de base. En cas de besoin, on précisera par un in-

dice 0 ou 1

171



Sommes trig. -5 -

Exemples : Pour G, =& ou & , les suites (1.4.1) s'écrivent

0 a m
q
X =X
(1.4.2) 0 > wq > G, €, 0
Xq—l
(1.4.3) 0 Hq-1 €, E_ 0
1.5 - Calculons 1'endomorphisme F#* de la fibre du torseur de Lang en
- -1 5
yEGF=GO(]Fq) . 8i g ESI(Y)C:G ,ona Fg=Fg.g .g=vg . Dés lors
(Rapport, 1.2)
-1 -1
(1.5.1) sur LO(GO)\/ ~ £ (y) , F¥ est g+——> gy
1.6 - Sur T a ° 1'identité F a = F(:) entre endomorphismes de Gl im-
q n-1 (g .
1
plique que £ =g o TF . Sur G (F ),F agit comme 1'élément
i (g™ (@) 120 (q) 0" n (iq)
x >33  de Gal(w n/]Fq) . Sur GO(]F n) s WF(q) est donc le composé de
la norme GO(]Fqn)——'% Go(]Fq) et de 1'inclusion GO(]Fq)C GO(]Fqn) : le diagramme
£(qn)
0o —> GO(IF o) G, 6y 0
d n-1 :
(1.6.1) N i20F (q)
0 ——=3 ¢ (F ) G f@) G 0
0" 7q 1 1

est commutatif, Dans le langage des torseurs, ceci fournit un isomorphisme canonique

entre GO(]Fq) -torseurs sur G,

(1.6.2) NL(qn) = L(q)

e . : . i : #*

Définition 1.7 : Soient fO 9N -—-——>Go un morphisme et ¥ : GO(]Fq) -—-éEX
5 - -1 - -1

un_caractdre, On pose 3(x,f0) =y <f2’§(LO(GO)) = £ (LO(GO))

On a les propriétés de fonctorialité suivantes :

a) 3(X,fo) est bimultiplicatif en y et fO

(1.7.1) 5(x,f(‘].f8) = 3(x,f6) ® X, £5)
(1.7.2) Fx'x",£y) = X', ® HX',Ey)
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Cela résulte de la définition de ¥(T), pour T un torseur, joint & (1.3.1) pour

(1.7.1).
b) Pour 8y ¢ Yo —>X, un morphisme, on a
(1.7.3) F(xs £q08,) = g¥3(x, )

En particulier, 3(x,f0) = fg?f(x) , o JF(yx) désigne 3(X,Idc p
(8]

: i : 3*
c) Pour u, GO --—-éHO un morphisme, et ¥ HO(]Fq)ﬁE)\ , on a

(1.7.4) Fxupfy) = By ug, £y

d) Pour G, = T el , X de coordonnées % (i € I) et f_ de coordonnées £t s
(0] i€1 0 0 [¢]

il résulte de (1.7.1)a(1.7.4) que

i
(1.7.5) E(X,fo) = ® E(Xi,fo)
i€l
Noter le X_l dans la définition 1.7 . I1 assure que, pour X € XF N

on ait sur F(x, fO)x
(1.7.6) F¥ = Xfo(X)
(utiliser que la fibre en x dumorphisme 1.2.2, pourp=x.1,commute a F¥ , et 1.5.1).
si F(x, fo)1 est le faisceau déduit de J(¥, fo) par extension du corps
de base 3 F - on déduit de 1.6.2 que
q

(1.7.7) 3(X,f0)1 = 3(x o N, £))

1.8 - Abus de notations (i) : Si = est une notation pour 1'application composée

A

(1.7.1) a (1.7.5), on ne risque gudre d'ambiguité. Par exemple

xfqy XO(]Fq)M-—-—a-E* , on écrira parfois F(E) au lieu de E(X,fo) . Gréce a

a) on écrit Fy) pour Iﬁ(X,IdG ) (notation déja utilisée en 1.7 b)) ;
o]

b) on écrit 3(Xf0) pour 3(x,f0) H

c) avec les notations de 1.7 d), on écrit 3(1rxi fé) pour F(y, )
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Avec cette notation, (1.7.4) exprime que 1'écriture JF(y uofo) n'est

pas ambigué, (1.7.1) (1.7.2) (1.7.5) expriment une multiplicativité de JFE) en

E , et (1,7.6) se récrit P =% (x) sur E(E)X
Gi) Si X est un schéma sur une extension k de ]Fq , et que f est un

morphisme de X dans Gy ®]F k , on notera encore F(y,f) , HxH) , ou Ty

(pour f wune inclusion) 1'image réciproque par £ du E)\—faisceau déduit de

X-l(LO(GO)) par extension des scalaires de ]Fq a k . Si fo est le composé

X—%GO ®IE‘ kﬁrGO , c'est encore le {F(X,fo) de 1.7 ., Pour k est une
q

extension finie de ]Fq , ona JF(xf) = F(yN )

f
k/TF
q

Appliquant 1.1.1 2 1.7.6 et 1,7.7, on trouve

Scholie 1.9 : Soient S0 un schéma séparé de type fini sur ]Fq s GO un_groupe

algébrique commutatif connexe sur qu ,fo : SO _—> GO un morphisme et

X : GO(IFq)ﬁE;f . On a
(1.9.1) Z ¥E (s) = Tr(F*,Hg(s,g(x,fo)))
SESO(IFq) °

et, pour tout entier =n >1

(1.9.2) £ (s) = Tr(F*n,H')c"(S,E(x,fo))) .

x°Ng ¥ fo
SESO(]Fqn) L
Remarque 1.9.3 : Prenons pour GO un produit. Avec les notations de 1.7 d) et 1.8 ¢),
la formule 1.9.2 devient
i - ! i
;0 Np E (£,(s)) = Te(F*",BX(s, Hy % £
s€s (F ) i n Tq i
0] qn q

Remarque 1.9.4 : Prenons G, = fel . La formule (1.9.1) devient

)

Iso(F )| = 2 1= 1e(reEGS,0,))
: q c L
sESO(]Fq

Il est rare qu'on puisse explicitement calculer le membre de droite de

(1.9.1). Voici un exemple amusant, avec Gy = {e}
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Exemple 1.10 : Une quadrique projective non singuliére de dimension impaire sur

Fq ale méme nombre de points rationnels que 1'espace projectif sur Eﬁ de la

méme dimension.

Si, sur £, X est une hypersurface quadrique non singuliére dans 1l'es-
pace projectif 'EZN , et Y un hyperplan, on sait que pour i < 2dim(X)=2dim(Y) ,

N

les inclusions X &> P?Y <>y induisent des isomorphismes (en cohomologie

ordinaire)
B, «—— (e = wiy,p

Par spécialisation, il en résulte que si Xé est une hypersurface qua-

2N

drique non singuliére dans 1'espace projectif P, sur Fq , et Yé un hyper-
plan, les inclusions Xé‘" 'ESN 7Y6 induisent des isomorphismes

Hl(x',%) <« gt R,) —_ Hl(Y',nz&)
Ces isomorphismes commutent & F#* , et on applique la formule des traces,

1.11 - On peut aussi utiliser la formule des traces pour comprendre les formules
classiques donnant le nombre de points rationnels des groupes linéaires sur les

corps finis, et ceux de certains espaces homogénes (voir le paragraphe 8).

1.12 - On dispose d'un dictionnaire permettant de traduire en termes cohomologi-
ques divers types de manipulations classiques sur les sommes trigonométriques, Ce
dictionnaire sera donné au paragraphe 2. L'énoncé cohomologique étant plus "géomé-
trique", il pourra parfois s'appliquer 2 des situations ott 1'argument classique ne
s'applique qu'aprds une extension du corps fini de base. Voiciun exemple (un cas

particulier d'un théoréme de Kazhdan).

Théoréme 1,13 (Kazhdan) : Soit XO un_schéma sur Eﬁ . Supposons qu'il existe une

action p de E, sur X , et un morphisme f:X—>Y de schémas sur TF ,

faisant de X un ma—torseur sur Y , Alors, le nombre de points rationnels de

XO est divisible par q .
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Supposons d'abord que p , Y et f soient définis sur Fq

Argument classique : Les fibres de £ : XO(Fq)-——~§ YO(FQ) ont toutes q &1é-

ments : }XO(Fqﬂ = q‘iYO(Fq)[ , d'od la divisibilité.

Traduction cohomologique : Les faisceaux images directes supérieures le,Q& sont

pour i # 2

"
Hh
&
]
[rer]

-1
Q&( )
La suite spectrale de Leray de f dégénére donc en un isomorphisme
ut(x Q,) = w2y Q,)(-1)
c Y c 7L

Pour comprendre l'effet d'un twist & la Tate sur les valeurs propres de Frobenius,
le plus commode est d'utiliser le point de vue galoisien (Rapport 1.8), et de noter
que la substitution de Frobenius ¢ agit sur QL(I) par multiplication par ¢

Les valeurs propres de F¥* sur HE(X,Q&) sont donc les produits par q des va-
leurs propres de F¥* agissant sur Hi_z(Y,Qé) ., On sait que celles-ci sont des

entiers algébriques (SGA 7 XXI 5.2.2) ; dés lors

(#) les valeurs propres de F¥* agissant sur Hi(X’QL) sont des entiers algébriques

divisibles par g

Descente : Revenons aux hypoth&ses du théoréme. Pour n convenable, on peut supposer

que p ,Y et £ sont définis sur F o - Le morphisme de Frobenius relatif & F,n

. q q
étant la puissance 0 "™ de celui relatif 2 Eﬁ , 1'énoncé (%) pour le schéma

sur T a déduit de XO par extension des scalaires nous fournit :
q

(%) les puissances n'“"° des valeurs propres de F# agissant sur Hz(X’QL) sont

des entiers algébriques divisibles par qn

Cette assertion implique (%), Le nombre de points rationnels de Xo , soit
Z(—l)lTr(F*,Hl(X,QL)) , est donc un entier algébrique divisible par gq . Ceci impli-

que qu'il soit divisible par q en tant qu'entier rationnel.
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1.14 - La formule 1.9.3 contrdle la dépendance en n de la somme trigonométrique
au membre de gauche, Elle implique des identités entre une somme trigonométrique

et celles qui s'en déduisent par "extension des scalaires", La plus célébre de ces
identités est celle de Hasse-Davenport : soient ¥ ::Eg -3 ¥ et

Y : ¥, ~—> L% des caractdres, ¥ non trivial, et définissons la somme de

q
Gauss T(X,¥) par

(1.14.1) ¥ == 2 ¥GIx Tk
x € Fg

Théoréme 1.15 (Hasse-Davenport): On a

n
(1.15.1) TNy s ¥OTrp g ) = TGY)
CR SR

Soient E C T un corps de nombres contenant les valeurs de yx et Yy .,

et EA le complété de E en une place de caractéristique ¢ # p . L'identité
(1.15.1) est une identité dans E , Il revient au méme de la prouver dans LT ,
ou dans EX . Nous 1la prouverons dans EX , en regardant y et ¥ comme a va-

leurs dans E§

On applique 1.9.3 pour XO = mm sur Eﬁ et GO =& X Ea . Les

HZ(Em,g(Xﬁlw)) sont nuls pour i # 1 , et le Hi est de dimension 1 (4.2).

) est 1l'unique valeur propre de

Vo
D'aprés 1.9.3, 7t(x o N /T’ ¥ o Tr .

) . 2/ Fq T n/F
(F#)" sur H, o, et (1.15.1) en résultel

Des exemples analogues sont donnés dans Weil [77] (app V, 3€ éd.) .

0 est dit ponctuellement de poids n si

1.16 - Un E)—faisceau 30 sur X
pour tout point fermé x € IXOI , les valeurs propres de F; (Rapport 1.2) sont

des nombres algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue

n/2

% , oft qx est le nombre d'éléments de k(x) . Le théor&me suivant sera démon-

tré dans (P, Deligne - La conjecture de Weil II - en préparation).
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Théoréme 1.17 : Si 30 est ponctuellement de poids n , pour toute valeur propre

o de ]1'endomorphisme F¥* de Hi(X,}) ,_il existe un entier m < n+i tel que

les conjugués complexes de (¢ soient tous de valeur absoclue qm/Z

Les faisceaux considérés en 1.9 sont de poids O . Le théoréme fournit
donc pour la somme 1.9.1 (ou plutdt, pour tous ses conjugués complexes) la majora-

tion

1.17.1) 2 g x| < 3 aim uls,ngr x £
1

s € SO(Fq) i

Remarques 1.18 : a) Si dim § = n , pour tout Ex—faisceau ¥ sur S , on a

Hé(S,G) =0 pour i ¢ {0,2n]

b) Le groupe HS(S,K) est le groupe des sections globales de F sur S dont le
support est propre. Si § est connexe, non complet, et F lisse, ou bien si §

est connexe, & lisse de rang un, et non constant, ce groupe est nul,

¢) S8i S est lisse purement de dimension n , et 3 lisse, la dualité de

Hzn—l(X,B?)(Zn) sont duaux

Poincaré dit que les espaces vectoriels Hz(X,E) et
1'un de 1'autre (pour l'effet d'un twist 4 la Tate sur les valeurs propres de

Frobenius, cf. la 2éme partie de la preuve de 1.13) .

d) Si dim § = n , la dualité de Poincaré permet de calculer comme suit

2
ch(S,E) : on prend un ouvert U de § , dont le complémentaire est de dimen-

red
sion < n , lisse purement de dimemsion n , et sur lequel & est lisse, On a

alors Hin(U,30 e Hin(S,J) , car dans la suite exacte longue de cohomologie,

Hi(S—U,&) = 0 pour i = 2n,2n-1 . Par Poincaré, on a donc
2
28,3 ~ (80,3 (2 T

Supposons U connexe, et soit u un point géométrique de U . Le "sys-

téme local" JF correspond & une représentation de ﬂl(U,u) sur JF ., et
m, (U,u)
0 1
H(U,3) est (F) = ((3) Y (dual des coinvariants). On a donc
u u nl(U,u)

178



- 12 - Sommes trig.

2n
HO(8,3) ~ (gu}ﬂl(u)u)(-zn)
e) Ces remarques permettent souvent le calcul de bo et b2n . Calculer les autres
b, peut &tre difficile. S b, =0 et que b, . #0 , la majoration (1.17.1)

est une majoration A la Lang-Weil, avec, pour q grand, un gain en \|q par rapport
a la majoration triviale en O(qn) . On prendra toutefois garde que la majoration
(1.17.1) n'implique pas formellement la majoration triviale

2 oy E| < s w |
s €5,(F) 1 * 0 g

dont il peut &tre utile de tenir compte (cf. la preuve de 3.8).

J'explique ci-dessous une méthode pour prouver que bi =0 pour 1i#n

n/2)

Quand elle s'applique, elle fournit une estimation en 0(q . La constante im-

plicite dans 0O est bn = (—l)nxﬁs,génxifl)) et peut &8tre difficile & calculer,

Proposition 1.19 : Soient X un schéma propre sur un corps algébriquement clos k ,

i X X un ouvert de X et F un E)wfaisceau sur ¥ . On suppose que
a) (j%E)x =0 pour x € X -X, i.e. j,§ — g s
b) RS =0 pour i >0

Alors, les applications

(X, 3) —> 1 (%,

sont des isomorphismes.

Les hypothéses a) b) signifient que j & — Rj, & , d'ol
i i,z . ~ i . i
HC(X,ZF) =H (X, —> H K,Rj,H =0 &P
Autrement dit, la suite spectrale de Leray pour j
)% = WP RrY, 3 = w0

dégénére, par b) en des isomorphismes
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B(K, 5, —>axn
tandis que, par a)

HOOL® = 81K, 5,3 — > 1 (X, 1,8

Exemple 1.19.1 : 8i X est une courbe, ou si X est lisse, X le complément d'un
diviseur a croisements normaux et JF modérément ramifié, 1'hypothése a) de 1.19

(pas d'invariants sous la monodromie locale) implique 1'hypothése b)

Proposition 1.20 : Soient XO un schéma affine lisse purement de dimension n sur
Eq et 30 un Ek—faisceau lisse ponctuellement de poids m sur XO . On suppose

que les applications Hi(x,&) —=> H'(X,® sont des isomorphismes (cf, 1.17)

Alors, Hz(X,E) =0 our i #n , et les conjugués complexes des valeurs propres

q(m+n)/2

de F# sur HZ(X,E) sont de valeur absolue

La dualité de Poincaré met en dualité H;(X,E) (resp. Hz(X,ﬁy)) avec

2n-1

Hzn—l(x,ﬁy(n)) (resp. H (X,3(n))) . D'aprés SGA & XIV 3.2, les H" sans sup-

port sont nuls pour i >mn ., Par dualité, les Hz sont nuls pour i < n ; puisque
Hz(x,s) —> 5K, 3, ces groupes sont nuls pour i # n . Appliquons 1.15 a

30 et a 3% (n) (de poids -m-2n) . On trouve que les conjugués complexes ¢ des

valeurs propres de F¥* sur H:(X,E) HZ(X,3y(n)y vérifient

q(m+n)/2

Ia] < et

-1 ((-m-2n)+n)/2 _ -(mtn)/2
™" <a =q

d'ott 1'assertion,
Remarque 1.21 : Le dernier argument montre que si X est un schéma séparé lisse

¢}

sur Fq , que 30

et que Hi(X,E) €3> B (X, ¥, alors les conjugués complexes des valeurs propres

est un EA—faisceau lisse ponctuellement de poids m sur XO

de F¥* sur Hi(x,g) sont de valeur absolue q(m+1)/2
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Appendice - L'isogénie de Lang dans le cas non commutatif,

1.22 - Soient GO un groupe algébrique connexe sur IFq et £ le morphisme
X > Fx.x'1 de GO dans lui-méme. C'est un morphisme de Go—espaces homogeénes,
si a la source on fait agir G0 par translation & gauche x> (y > xy) , au
but par x> (y —> Fx.y.x—l) . 0na £xy) = &x) pour vy € GO(Fq) , et £

induit un isomorphisme GO/GO(IFq) —> G,

Comme dans le cas commutatif, §£ fait donc de GO un GO(]Fq)-torseur

sur Gy le torseur de Lang L . 8i p : GO(]Fq)—e GL(n,E)\) est une repré-

sentation linéaire de GO(]Fq) , nous noterons &p) le E)\-faisceau oLy (1.2).

1.23 - Soit vy € ¢ = G()(qu) , et calculons 1'endomorphisme F¥* de EF(Q)Y .
Soit g € G tel que £(g) =vy , d'ot un repere p(g) eIsom(E;,{;(p)Y) . Pour

n
eEEX , on a

Flplg)(e)) = p(Fg)(e) = plyg)(e) = p(g.g_lyg)(e)

-1
On verra que 8 vg € GO(IFq) , d'ot

F(p(g)(e)) = p(g)p(galyg)(e) et

(1.23.1) p(g)_l(F$)_1p(g) = og”ye)

p(g) identifie 1'inverse de F* en Y 2a 1'automorphisme p(g_lyg) de EI\;
Reste & comprendre ce qu'est g_lyg !
L ) s -1 ( -1 -1, -1 (

emme 1,24 : (i) Si Fg.g =~ € G, ]Fq) ,ona g (Fg.g Jg=g Fg€ GO ]Fq)

s . -1

(i) Soient vy € GO(]Fq) , et g tel que Fg.g ~ =y . La classe de conjugai-
son de y' = g_ng dans GO(IFq) ne dépend que de celle de vy

(i1i) L'application 'induite par yi—-—> y' , de 1'ensemble GO(E‘q)“ des classes
de conjugaison de GO(]FQ) dans lui-m8me, est bijective, Son inverse est

1'application' pour le groupe opposé.
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i) Si y = Fg.g—l € GO(EA) , les identités Fg = yg et Fy = y donnent
- -1 1 - 1 - -

F(g ng) = (Fg) "FFg = g 1Y 1F(yg) =g 1Y leFg =g ng , de sorte que

-1
g Fg € GO(]Fq)
(i1) Pour q,y € GO(EA) , les g tels que Fg.g—1 = v forment une classe a
droite sous GO(EA) , et si Fg,gﬂl =y ,ona F(agq_l)(agaml)—l = qu_l . Pour
vy parcourant une classe de conjugaison dans GO<E€) , les g tels que Fg.g—l=Y
parcourent donc une double classe sous GO(EH) , et y' = g_ng parcourt une

classe de conjugaison,

(iii) Enfin, 1l'inverse de Fg.g—l —_— g_ng est g-ng — Fg.g-l

1.25 - La formule 1.23.1 peut se lire, bridvement : F¥ en vy est p(y')-l
Si vy appartient 4 la composante neutre de son centralisateur, on peut prendre g
dans Z(y) . On a alors y=1v' . Si cette condition n'est pas remplie, vy et

t

v' peuvent ne pas &tre conjugués,

1.26 Un_exemple - Pour Gy = sL(2) , q dimpair, o € Fg - Egz et v la classe
de conjugaison de ~1(14N) , avec N2 =0 , ?' est la classe de conjugaison de

-1.(1+oN) , de sorte que ' #y si N# 0
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2, Dictionnaire,

Une manipulation élémentaire sur les sommes trigonométriques peut sou-
vent &tre vue comme le reflet, via la formule des traces, d'un énoncé cohomologigque.
Dans ce paragraphe, j'énumére de tels énoncés, et leur reflet ; il portent le méme

numéro, augmenté d'une ¥ pour 1'énoncé cohomologique,

2.1 - "Une somme d'entiers algébriques est un entier algébrique" admet pour
analogue cohomologique le théoréme suivant, prouvé dans SGA 7 XXI 5.2.2 (ef, l'u-

sage de 2.1%¥ en 1,13).

Théoréme 2.1%* : Soient X_  un schéma séparé de type fini sur Fq et 3, un

(¢] . —
Ek~faisceau sur X0 . Si, pour tout x € ‘XO‘ , les valeurs propres de F§ sur
30 sont des entiers algébriques, alors les valeurs propres de F#¥ sur Hi(X,g)

sont des entiers algébriques.

2.2 - D'autres résultats d'intégralités sont prouvés dans SGA 7 XXI (5.2.2 et
5.4) : si dim(XO) <n , et que ¢ est une valeur propre de F¥* sur Hi(x,g) s
on a

a) sous les hypoth&ses de 2.,1% , et si i >mn , alors ql*n divise q

b) si les inverses des valeurs propres des F§ sont des entiers algébriques, alors

inf(n,i) - .
m (n’l)q 1 est un entier al-

-1 . .
a est entier, sauf en p ., Plus précisement, q

gébrique.

Pour les faisceaux considérés en 1,9, les valeurs propres des F§ sont
des racines de 1'unité, de sorte que les hypoth2ses du théor2me et celle de b)

ci-dessus sont vérifiées.

2.3 - Soient f : A —> B une application d'un ensemble fini dans un autre,
et ¢ une fonction sur A , On a
(2.3.1) Y@= 2 2 e

a €A b eB f(a)=b
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2.,3% - Soient f : X —> Y un morphisme de schémas séparés de type fini sur
k algébriquement clos, et F un Ex-faisceau sur X . La suite spectrale de Leray

de f en cohomologie & support propre s'écrit

(2.3.1)% BP? = wPiv,r% ) = wPMx,m .
Soient fO : XO —_— YO un morphisme de schémas séparés de type fini
sur Fq et 50 un Ex-faisceau sur XO . On a entre (2,3.1) et (2.3.1)% la

compatibilité suivante.

a) Le faisceau qu'S se déduit par extension des scalaires de Fq aF du
faisceau quo,go sur YO . En tant que tel, il est muni d'une correspondance de
Frobenius F¥ : F*qu,g h— qu,E . Elle se déduit par fonctorialité de Rf,

de la correspondance de Frobenius de F : c'est le composé
rrlf 3 —> > g Py —= > r% 3

b) La formule des traces pour Sb s'écrit

. Tr(F;{‘r,SO) = Tr(F,H*(X,3))

D) >
€ xo(qu)

celle pour qu‘g s'écrit
(2) > Tr(F"y*,qu,&) = Tr(p*, Bx(Y,RIE B)
yEYb(Fq)
On a, pour y € Y(¥), (qu'ﬁ)y = Hz(f_l(y),E) ,ecsi vy € YO(Fq) s

Tr(F;;,qu,:f) = el )3y

d'ol par la formule des traces sur la fibre

(g

- o« q q
. Tr(F§§,30) = $(~1) Tr(F;é,R f!3<)
)=y

X (F )
q

XM

X
£(
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Prenant la somme alternée des identités (Zq) , on trouve donc

(2) Z }: Tr(F#,3,) = Tr(F¥,B*(Y,R*f, 7))
y € YO(]Fq) X € XO(]Fq)
f(x)=y

L'égalité des membres de gauche de (1) et (2) résulte de (2.3.1), celle
des membres de droite de (2.3.1)% (compte tenu du fait que F¥* est un endomorphis-

me de toute la suite spectrale).

2.4 - Soient (Ai) une famille finie d'ensembles finis, A = Tf- Ay gy

i€l i€l

une fonction sur A, , et ¢ la fonction ab—>Te,(a;) sur A ., Ona

(2.4.1) Doe@ =1 F e

a € A i€l aieAi
2.4% - Soient (Xi)iEI une famille finie de schémas séparés de type fini sur
k algébriquement clos, X = _ﬂ- X, 31 un E)—faisceau sur Xi et ¥ le pro-

i€l
duit tensoriel externe [Z' ;;i = @ pr}"(&i) des 31'. . On a la formule de
i€l i€l
Kunneth
(2.4.1)% (X, 3 = O ur(x.,3,)
c tep ¢

Si on veut un isomorphisme (2.4.1)% canonique, et indépendant du choix
d'un ordre total sur I , il faut prendre au membre de droite le produit tensoriel

gradué au sens de la régle de Koszul (Cycle, 1.3).

2.5 - Soient A un ensemble fini, B wune partie de A et ¢ une fonction

sur A . On a

(2.5.1) 2 e = Y @+ 3 s@ .

a €A a€A-B a€B

2,5% ~ Soient X un schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, Y
un sous-schéma fermé et F un E)\~faisceau sur X ., On a une suite exacte longue

de cohomologie

(2.5.1)% 2 i, — ) ——>a,n —2s
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Plus généralement, si on part d'une filtration finie de X par des par-

ties fermées X_ ( Z ; on suppose que X DX , que X =X pour
, (PE ; ppose g L S . P »

assez petit, et que Xp = ¢ pour p assez grand), on a une suite spectrale

P4 p+q p+q
#* = -
(2.5.2) E; H (xp XPH,K)%HC Xx,3
2.6 - Soient A un ensemble fini, (Ai)i €1 un recouvrement fini de A et
¢ une fonction sur A . Pour Jc I , soit AJ 1'intersection des Aj(j [<3N))
On a
(2.6.1) Y ol Y c@ =0

Jc1l a€A

J

2.6% - Soient X un schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos,
(Xi)ie p un recouvrement fermé (resp. ouvert) fini de X par des sous-schémas, et
F un El—faisceau sur X , Pour Jc I , soit XJ 1'intersection des

Xj(j € J) . On a des suites spectrales respectives (de Leray)

(2.6.1)% £Pd - | ‘@ HIGK,B) 8, X127 = P,
J|=p+l >0
(2.6.2)% gPd = ) HIK, D) 8, 1127 =Px,m .

{J|=1-p>0

Si J =¢ n'était pas exclus, on aurait de m@me des suites spectrales convergeant
f)UJ R . .
vers O . Les facteurs Z~ sont 13 pour nous dispenser de choisir un ordre

total sur I

2,7 - Soient A un groupe commutatif fini, et y : A —> ET un caractere

non trivial, On a
(2.7.1) > xa =o
a €A

On prouvera l'analogue cohomologique de (2,7.1) en en transposant la

preuve suivante : si x € A , abr—> xa est une permutation de A , et
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z: x(a) =
A

Y xxa) = xx) ) y(a) , d'od
a € A

a € a €A

xx)-1) ) x@ =0
a €A

et il existe par hypothése x tel que y(x)-1 # 0

Théoréme 2.7% - Soient G0 un groupe algébrique commutatif connexe sur Eﬁ et

X ¢ GO(Eq)-———> E% un caractére non trivial. On a
(2,7.1)% Hg(c,z(x)) =0

Pour x wun point rationnel de G , notons tX la translation

tx(g) =xg de G . La formule Lt = t&(x
£

tomorphisme du diagrame G —=—> G (G muni du torseur de Lang). Soit p(g)

. N _
)£ exprime que (tx’ £(x)) est un au

1'automorphisme de (G,3(y)) qui s'en déduit. Pour g € GO(EA) , i.e. pour

£(g) = e , c'est 1'identité sur G , et la multiplication par xﬁg)-l sur  Fy) .

Notons pH(g) 1'automorphisme de H¥(G,3(y)) déduit de p(g) . Un ar-
gument d'homotopie (lemme 2.8 ci-dessous) montre que pH(g) = pH(e) , donc est
1'identité. D'autre part, pour g € GO(EE) , pH(g) est la multiplication par

-1 -
(x "(g) = sur B*(G,Hy)), la multiplication par (¥ 1(g)—l) est nulle. Prenant g
tel que (g) # 1 , on obtient 2,7#

Lemme 2,8 - Soient X et Y deux schémas sur k algébriquement clos, avec X

séparé de type fini et Y connexe, Soient 3 un faisceau sur X et (p,e) une

famille d'endomorphismes de (X,3) paramétrée par Y :

p Y Xk X—>Y Xge X , €st un Y-morphisme, et

c : P*Prfg —_— prgg un morphisme de faisceaux

On suppose que p est propre. Pour y € Y(k) , soit pH(y)* 1'endomorphisme de

Hg(x,g) induit par Py t X —>X et €y : p?& —> % . Alors, pH(y)* est

indépendant de y

En effet, Rppr ’pr§3 est le faisceau constant sur Y de valeur

1
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P53 , et pH(y)* est la fibre en y de 1'endomorphisme
RPpr prid& -—E——-——a% Rppr *pr#dF ﬁe Rppr prid&
11P%3 11PPES 1tP%2
de ce faisceau.

Remarque 2.9 - Soient GO un groupe algébrique connexe sur T et

G (F_)
p: GO(]Fq)'—> GL{V) wune représentation linéaire telle que V 0a

On a encore H¥(G,p(L)) =0
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3. Sommes a une variable,

3.1 - Weil est le premier 3 avoir appliqué des méthodes "cohomologiques' a
1'étude des sommes trigonométriques & une variable ; puisqu'il avait prouvé 1'analo-
gue de 1'hypothése de Riemann pour les fonctions L d'Artin sur les corps de fonc-
tions, ces méthodes lui fournissaient d'excellentes estimations (en O(racine car-

rée du nombre de termes)), et le comportement de ces sommes par "extension du corps

de base",

L'essentiel de ce paragraphe est un exposé, dans un langage cohomologique,

de ses résultats,

3.2 - Les méthodes cohomologiques aménent ici & calculer des groupes

HZ(X,E) , pour 30 un Ex—faisceau sur une courbe XO sur Eﬁ . Ces groupes

sont nuls pour i # 0,1,2 et pour i = 0,2 , ils ont une interprétation simple
(1.18 a)b)c)), De plus, la caractéristique d'Euler-Poincaré

%(® = 2(-D'dim B.(X,® (par ailleurs €gale 2 x(® = (-1 dim B (X, ) peut

etre calculée en terme de X , de rang de F aux points génériques de X , et

des propriétés de ramification de F . Le résultat essentiel est le suivant.

Soient X une courbe projective lisse et connexe, de genre g , sur um
corps algébriquement clos k , X un ouvert dense de X , le complément d'un en~
semble fini § de points et F un Ex—faisceau lisse sur X ., Soient
x(X) = 2-2g- #S la caractéristique d'Euler-Poincaré de X , et rg(3) 1le rang

de ¥ . Pour chaque point s € § , on définit un entier Sws(ﬁ) , le conducteur

de Swan, mesurant la ramification sauvage de F , et
(3.2.1) XC(E) = rg(®.xX) - = SwS(S)
s €8
(Séminaire Bourbaki 286, Février 1965).
3.3 - Soient X , j : X —>F% et ¥ comme en 3.2. Le théordme de dualité

de Poincaré admet la forme trés maniable : Hl(i,j*E) et Hz_i(i,j*(3v(1)) sont

duaux l'un de 1'autre (Dualité 1,3).
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3.4 - Faisons k = , et supposons que X,X et

XO’XO et 30 sur Fq . Si 30

Weil a prouvé que les conjugués complexes des valeurs propres de

Hl(i,j*g) sont de valeur absolue c;{lf2 . De tels faisceaux 3

fonctions I d'Artin sur le corps de fonctions de iO
3.5 - Sous les mémes hypothéses, ou plus généralement si Ek
en une place ) d'un corps de nombres E et que 30 appartient

compatible infini de représentations v-adiques {v place de E), on

. i
m det(—F*,Hl(X,g))(~l)

1

a partir d'informations locales sur &

0 - Ceci est expliqué dans

trivial sur un rev@tement fini de X

o c’'est l'expression de la

1'équation fonctionnelle d'une fonction 1L d'Artin comme produit

locales,

Exemple 3.5 - Soit v le caractére exp(&;—}‘ Te(F /F D) de T,

¥(aP-a) = © . Soient X, une courbe projective lisse absolument
genre g sur Fq , et f wune fonction rationnelle sur XO ,
£ Xo — Pl , non identiquement &gal 3 « ., On s'intéresse
sp= 2 Y(EG)
xEXO(Fq)
f(x)#e
Cette somme est nulle pour f de la forme gp—g

somme S% comme suit :

de X

a) pour tout point fermé s o

¥ proviennent de

devient trivial sur un rev@tement fini de XO s

F¥# sur

correspondent aux

est le complété
a4 un systéme

peut calculer

[2]. Pour

o]

constante de

de constantes

; on a

irréductible de

i.e. un morphisme

a la somme

. Ceci suggére de modifier la

, on pose vx(f) = ordre du pole de f en x

si f(x) = o , Vx(f) = 0 sinom, et vi(f) = inf vx(f+gp-g) (borne inférieure sur

g )

P

b) si vﬁ(f) =0 , que X € XO(Fq) , et que f + g -g

pose ¥(£(x)) = v((f+gP-g)(x)) . On pose enfin

190
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Zj’ v(£(x)) s

x exo(n-‘q)

(3.5.1) s

~ 1

ol indique que la somme est &tendue aux x tels que vg(f) =0

On a Sf = Sf+gp—g . On se propose de vérifier que si f n'est pas de la
forme gp-g+cte , alors
(3.5.2) [sgl < (2g-2 + Z [k(x):]Fq] (1+v§<f))>q”2

v )40

On commence par passer du complexe au {-adique, en remplagant V¥ par un

& Y. ¢ E¥* .
caractére de la forme YOOTI}Fq/1FP , avec fo ch———> ¥ Pour
j : U, ©—>X_  1'inclusion de l'ouvert ot f # » , on prouve alors que
I+ % 0
(3.5.3) S, = T-1)"Te(F*,H (X, 5, 3(¥ )
f 3¢

La formule des traces raméne cet énoncé aux suivants (pour x € XO(Fq))
a) Si vg(f) =0 , alors F§ sur j%g(wf) est Y(£f(x)) ;
b) 81 v*(£) #0 , alors j,F(Yf) se ramifie en x : (§,3(¥)_ =0

La formule a) résulte de 1,7.6 si vx(f) =0 , et on se raméne a ce cas
en remplacant f par f+g¥-g! 4 isomorphisme prés, ceci ne change pas S(Yf)o

sur l'ouvert ot f et g sont réguliers (1.3).
La formule b) résulte de
(3.5.4) Sw F(£,¥) = v#(f)
x X

Aprés réduction au cas ol Vx(f) = vx(f) (d'od »p Ve vx(f)) et extension des scalai-

res a2 T, cette formule est dans (J,P Serre, Sur les corps locaux 2 corps résiduel
algébriquement clos, Bull. SMF 89 (1961) p. 105-154, n°4.4).

Enfin, on vérifie que le faisceau JYf) sur U est non comstant si f

n'est pas de la forme tgp'g-f-c‘:e : puisque VY est injectif, la trivialité de

4]
3(y¥f) = 3(Yof) (1.8(ii)) équivaut a celle du F, -torseur d'équation

Tp—T-f =0 sur U ., 8'il était trivial, le torseur sur UO de méme équation
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serait 1'image réciproque d'un IFq -torseur sur Spec(]Fq) , d'équation

Po1-) =0 , 1le IFP -torseur d'équation TPoT-(£-\) = 0 sur U0 serait trivial
et f serait donc de la forme g -g+), . Les Hl(X,j*E(*iff}) sont donc nuls pour

i #1 , la formule (3.5.3) se réduit 2

(3.5.5) Sp = ~Tr(pnl(%,3,3(¢6))

et, d'aprés 3,2.1 et 3.5.4, ce u! est de dimension (2g-2+ Z [k(x):Fq] (1+v§§(f)))

v#{£) >0

X
et -85 est somme de ce nombre de valeurs propres de F¥* , chacune de valeurs ab-
solues complexes ql/2
3.6 - Supposons que, pour un automorphisme ¢ de X , on ait

0

fox) = -f(x) .,

La somme Sf est alors réelle, Si o est involutif, la dualité de Poincaré permet

de dire un peu plus : si on pose 3J, = j*&’v(‘yf),qoﬁ*g(‘#(—f)) , on a
a) 3, et QO sont en dualité,

b) c*:}o %QO et G*QO —zy 30 , pour des isomorphismes naturels tels que le

composé 30 = (02)*30 = 0"“@0 = ;}O soit 1'identité,

¢) L'accouplement 30 ® QO e E)\ vérifie o¥*(f.g) = o*(£).o%(g)

1
Passant A la cohomologie, on trouve que Hl(X,B) et H (X,G) sont en
dualité parfaite 2 valeur dans E)\(l) , et que la forme bilinéaire ¢.0%8 sur

HI(X,K) est alternée : ¢o¥ agit trivialement sur E}\(l) , et
a.0%8 = O%(q.o%B) = O%q.B = -B.o*Q

On en conclut que Hl (X,3) est de dimension paire (on vérifie d'ailleurs facilement
que chaque v;-(f) non nul est impair) et que les valeurs propres de F¥* sur

Hl(X,S) sont groupées en paires o et 4q/a
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Exemple 3.7 - Ceci s'applique aux sommes de Kloosterman Z ’i‘(x-f-z) (faire
X € T

X = ]Pl,f = x+'2 ,O0x=-Xx ; les pdles de f sont 0 et w ’q

0 X

v;’g(f)=1 ; le H' est de dimension -242+2=2 ), On a donc (pour a # 0)

et en chacun d'eux

Z exp(ﬁ Tr / 4y)) = -+, @ =g
xy=a P T, ]Fp
X,y E]Fqn 4

Ce résultat est dft & L, Carlitz (Kloosterman sums and finite field extension, Acta

Arith. 16 (1969/70) p. 179-193, MR 40 4213)
Voici maintenant une application d'une méthode de Lang-Weil.

Proposition 3.8 ~ §oit P ¢ }Fq [Xl,.. .,Xn] un polynBme &2 n variable, de degré d,

dont on suppose qu'il n'est pas de la forme QP—Q+Cte . Posant encore
_ 271
y(x) = exp(——p Tr]Fq/IFp(X)) on a

‘ 1
1)z
Z ¥P(x ,...,x )| < (d-1)q

.xie ]Fq
On a pour le membre de gauche 1'estimation triviale qn . Il suffit donc
de prouver 3.8 lorsque d-1 < ql/2 ; supposons seulement que d < q+l , et soit

Py la partie homogéne de degré d de P . Rappelons le

Lemme 3.9 - Une hypersurface de degré d dans B (r > 1) ne peut passer par tout

les points rationnels sur ]Fq gue si d > q+l

On procéde par récurrence : s'il existe un hyperplan rationnel non en-
tidrement contenu dans 1'hypersurface (tel n'est pas le cas pour r = 1) , on
applique 1'hypoth&se de récurrence a la trace de 1'hypersurface sur cet hyperplan,

Sinon, le degré d est > le nombre d'hyperplans ratiomnel, > q+1 .
Distinguons maintenant deux cas.

Cas 1 p,{d - Appliquant le lemme 2 Pd , on voit que, quitte a faire un changement

linéaire de variables, on peut supposer que Pd(l,O,...,O)%O ; 1.e. que le coeffi-
cient de Xil dans P est non nul , Un polyndme & 1 variable
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d
S(X) = 0 aix1 ,
i=0
avec a, # 0 (pfd) n'est jamais de la forme QP—Q—f—Cte , et l'estimation 3,5.2 se

réduit &

2 w(sGx) 1/2

< (d-1)q

Appliquant cette estimation aux sommes partielles obtenues en ne faisant varier que

X , on trouve

1

!E: YP(xl,...,xn) E E; YP(xl,...,xn < q(n'l)(d-l)ql/2
n 1

KysenesX

comme promis.

Cas 2 p|d (d>0) - si Pd est une puissance pleme , remplacer P par

P—(Pd-Pé/p) ne change pas la somme considérée, et abaisse le degré : on se déba-
rasse de ce cas en procédant par récurrence sur d . Sinon, la différentielle de

P n'est pas identiquement nulle ; appliquant 3.9, on peut supposer, quitte 2 faire

d
un changement linéaire de variables, qu'elle n'est pas nulle au point (1,0,...,0)

Si on écrit

d .
=0 2
cela signifie que la forme linéaire S1 n'est pas identiquement nulle,
d 1/p,d/p
La forme SO est une constante, et remplagant P par P—(SOX1—SO Xl ),
on peut supposer qu'elle est nulle. Soit enfin -) le coefficient de Xi_l dans P.
Pour XQ""’xn fixes, on a

- a-1
P(Xl,xz,...,xn) (Sl(xz,...,xn)-—x)x1 +termes de plus bas degré en X,

et si Sl(x .,xn) # ) , on a donc

900>
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/2

1
lglw(xl seee ,xn) < (d-2)q

Au total,

ZYP(X seeesX )
1 n

uma
+ ) . YP(x ... ,% )
s(xz?...,xn)#x’ gl 1 "

< Y ¥R(x,,.x)
5=

n-1

<gq +(qn—l_qn-2

)(d-z)q”2 < (d-z)qn‘l’/erqn'l

< (a-1)¢" /2

Un autre résultat de cette nature est donné par R,A. Smith (Mathematika

17 (1970) p. 328-332).

195



Sommes trig. _ 29 -

4, - Sommes de Gauss et sommes de Jacobi.

4,1 - Soient k wun corps fini de caractéristique p , y un caractére de k¥ ,
et Y un caractére non trivial du groupe additif de k . Nous prendrons pour dé-
finition des sommes de Gauss
(4.1.1) T(y,¥) = —Z Y(X)X_l(x)

XE ki
(noter le signe), Classiquement, x et ¥ sont & valeurs complexes. Nous les
prendrons 2 valeurs dans E;\‘ (cf. la preuve de 1.15). Regardons -7(y,¥) comme
une somme sur les points rationnels du schéma Gm sur k , D'aprés le paragraphe

1, on a -7(y,¥) = Tr(F*,H?(Gm,?f(‘&’X_l)) . De plus

Proposition 4.2 - La cohomologie de mm a coefficient dans Z}(‘{fx_l) vérifie

(i)Hz=0 pour i #1 , et dimH =1

(ii) F* , agissant sur Hi , est la multiplication par T(y,¥)

(iii) Si + est non trivial, on a Hg«——f——> H#*

Preuve : Pour tout n premier & p , notons I(n le p,-torseur sur n;m défini
n
par la suite exacte de Kummer 0 —> Wy — Gm e Gm —>0 .81 k a ¢q

éléments, on a sur k : = k¥ , et le torseur de Lang sur (l;m/k est

Hg-1 Kq-1

5 ~1

Des lors, &(y ) = X(Kq_l) . L'assertion 4.2 (ii) résulte de (i)(iii), eux-mémes
contenus dans 1'énoncé géométrique suivant, ot V¥) désigne le faisceau sur

t[;m/]F déduit par extension des scalaires de k a F de 3F(¥) sur Gm/k (1.8

(ii))

Proposition 4.3 - Soit 1y : oy —_> E;* . La_cohomologie de (Em a coefficient dans

3¥) ® x(K ) vérifie
() H =0 pour 1#1,et dim H =1

(ii) 8i x est non trivial, on a B —> u*
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Preuve : Le faisceau H(¥) est la restriction & u;m d'un faisceau localement cons-
tant sur {i;a , sauvagement ramifié 3 1'infini, de conducteur de Swan 1. Le fais-
ceau X(Kn) est constant si x =13 si y#1 , il est ramifié en 0 et o ,

modérément.,

Le faisceau JV) ® X(Kn) est donc ramifié 4 1'eo ; appliquant 1.18 b)c),
on trouve que Hi(Gm,Z}(‘Y) ® X(Kn)) =0 pour i #1 .81 y#1 , il est ramifié

en 0O et o et (ii) résulte de 1.19.1.

Les conducteurs de Swan sont O en O et 1 en o , D'aprés 3.2.1, la

caractéristique d'Euler-Poincaré est donc -1 et ceci achéve la démonstration.

Remarque 4.4 - 8i y est non trivial, 4.2 (iii) et la dualité de Poincaré montrent

que Hi(zsm,z(\yx"l)) et Hi(mm,g(w”lx),) sont en dualité (dualité & valeurs dans

1

E)\(ﬂl)) . On a donc T(X;‘i’).’r(x_l,‘i’— J=q¢ , i.e. |r(x,¥)|=q

4.5 - Si k est une extension de degré N de ]Fq , on peut aussi regarder
(4.1.1) comme une somme 2 N variables sur nvq . Soit plus généralement k une

algébre étale sur IFq , de degré N sur ]Fq . C'est un produits de corps ki R

de degré N, sur ]Fq , et on pose

- T(N;+1)
(4.5.1) e(k) dfn(-1) 1

C'est la signature de la permutation de § = Hmn]F (k,F) induite par la substitu-

q
tion de Frobenius ¢ € Gal (IF/]Fq) .

Soient ¥ : IFq-——} E;% un caractdre non trivial, et y : k¥ —> Ei

On pose

(4.5.2) T]F (X’—\P) = (-]_)Nz YTr (x) .x._l(x)

q x € k¥ k/]Fq

8i x a pour coordonnées les ¥y G k;f'—>E;f , on a 1'identité triviale

F

(4.5.3) T (¥) = e(k)TT'r(Xi,\foTrk /F )
q i"7q
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Apres quelques préliminaires, nous donnerons en 4.10 une interprétation
cohomologique des sommes (4.5.2). En 4.12, nous interpreterons 1‘identité de Hasse-

Davenport comme une forme tordue (cf,1,12) du cas particulier suivant de (4.5.3)

= 5 N
pour k = Fq , ety un caractére de Eg »oma o (y o Nk/E‘ L =1y, .
q q
4.6 - Rappelons que pour M un module projectif de type fini sur un anneau A ,

le foncteur Spec(B) —>NM ®B , des schémas affines sur Spec(a) dans (Ens)

est représenté par le schéma affine v(M') (notations des EGA) , le spectre de

Sme(MV). Si M=A" , c'est 1'espace affine type de dimension n
Supposons que M soit une A-algébre a unité, et posons V = v(MY) . Par
définition, pour toute extension B de A , l'ensemble V(B) des points de V

a coordonnées dans B est M ®AB . Le foncteur B+—> M ng étant a valeurs
dans les anpeaux & unité, V est un schéma en anneaux 2 unités sur Spec(A) . Les
morphismes norme et trace : M @AB —> B sont fonctoriels en B ; ils correspon-

dent donc a des morphismes de schéma N et T de V dans & . Nous aurons a

considérer les schémas déduits de V suivant :
a) V¥ est l'ouvert des éléments inversibles de V (un schéma en groupes pour .) ;
b) W est l'hyperplan d'équation T =0 et W¥ =W N V¥ ;

c) P est l'hyperplan a 1'infini V-{O}/Em de 1'espace affine V sur Spec(A)
Si Q est l'hyperplan & 1'infini de W , W*/a;m et V*@m sont des ouverts des

espaces projectifs Q P sur Spec(A)

R e W-{0} ——————> v-{0}
(4.6.1) ™ m c 1T ™
% — .
W /n;m v*/c;m Q P
si m=4a" |1 ini ! !
s un ensemble fini, alors V ~E , VExE V#/&  est
- h m

I .
le tore Eml(ﬁm diagonal) , N et T s'écrivant ]T;i et:E:xi , et Q est donc

1'hyperplan projectif d'équatiOHZL-xi =0 de P
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Le cas qui nous intéresse est celui ot M est fini étale sur A ., La
description précédente vaut alors localement sur Spec(A) (pour la topologie &tale)
et on peut écrire V¥ = GrIn , pour I un faisceau localement constant d'ensembles
finis sur Spec(A) , Si par exemple A est un corps, de cldture algébrique A,
et que M est une A-algébre séparable, on pose I = Hom (M,:&) , et, sur A R

on a VNGa . Via cet isomorphisme, N et T s'écrivent X, et .

4,7 - Torseur de Kummer. Soient S un schéma, n un entier inversible sur § et

G un schéma en groupes commutatifsd fibres connexes (noté multiplicativement) sur

S . La suite

O‘ﬁGn G G 0o

est exacte. Elle définit un G -torseur Kn(G) (ou simplement Kn) sur G . Pour
Xt Gn —> E# un homomorphisme du S-faisceau étale G, dans le faisceau cons-

X

X -1
tant E;\F , on note }Cn(x) le Ex—falsceau N (Kn) .

Les torseurs Kn forment un systéme projectif de torseurs sous le sys-
5 . : : . d
téme projectif de groupes Gm (morphismes de transition X iI——> x LN — Gn) .

Ceci exprime la commutativité des diagrammes

Xnd
0 nd G G o
d d
b3 X
<P
0 G G 0 .
n

d
On a donc ¥ () = Kalxox) .

4.8 - Appliquons la construction 4.6 pour A = qu , et M=k une algébre
&tale sur Fq . Conformément aux conventions générales, on notera avec un indice
0 les ]Fq -schémas notés V,V¥,... en 4.6, Les mémes lettres sans indice dési-

gnent les schémas sur T qui s'en déduisent par extension des scalaires.

I T
On pose I = Hom(k,F) , d'on Ve~ &, et T s'écrit (xi) i—ézaxi

Dés lors,
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(4.8.1) 3’(\¥OTrk/ ) = T*F(Y) = @ priJy)
7 P

F
q

Puisque V*NGI un caractére de V# ~ L a valeurs dans E¥*
m X n Mo y

s'écrit comme une famille de caractéres de Uy indénée par I , Elle

ier
est définie sur J.Fq si, pour tout ¢ € Gal(]F/in) soma g o =Yoo 0_1 . Elle
i
PR s 4% i i
définit alors un E)\ faisceau Mn((xi)iél) sur VO . Si le produit des ¥ est
. . s ~ 3% 3 f'_
trivial, ¥ se factorise par un caractdre de (Vé/@m)n et hn((xi)iEI) est 1'1

mage réciproque d'un faisceau, noté de méme, sur Vg/l{}m . Cette construction se

compare comme suit au torseur de Lang.

Lemme 4.9 (i) : Pour n assez divisible, on a un diagramme commutatif

1
X

4# i3 b

0 (VO)ln v v > 0
T T
£

¥* 3¢ % M

0 k v vE 0 ;

si y est un caractire y : k¥ —> E¥ , ona F = ¥, (xo1)

(ii) Pour n assez divisible, r identifie k¥ aux coinvariants de Gal(F/F)

I
: *
agissant sur Vn ~

(iii) Pour k wun corps, N = [k:]Fq] , w €I un plongement de k dans TF , et

N -
n=4q -1 , la composante d'indice w de Y% o T est X ow

(iv) 8i yx est non trivial sur chaque facteur de k , les (xo 'r)i sont tous

non triviaux,

I1 suffit de prouver le lemme lorsque k est un corps, de degré N sur

]Fq . Dans ce cas, n est "assez divisible" si qN-lIn . Choisissons un plonge-

ment ¢y de k dans IE’q ; I s'identifie alors & Z/N : a i ¢ Z/N corres-
i

pond w = wq . Via 1'isomorphisme V"O“(}F) = ]F*I , on a

a2) x € k¥ correspond i (wi(x)) € IF*I ;

b) F{(x,), (

_ (.4
PViez/w T ®i 1 emn
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Un caractére y = (Xi) de V¥~ M[]; sera défini sur Fy si

i

X = xo(xq ) (1ez) . si qN-1|n , il y a qN—l tels caractéres : ¥, se

factorise par N , et détermine les LI Pour prouver (ii), il suffit donc
q -1

de vérifier (i) et (iii) (ou son corollaire (iv)) qui assure que yFH—> y 0o 7

est injectif,

Prouvons (i) et (iii), pour =n = qN—l . Notons additivement le groupe

des endomorphismes de V# ~ E:I‘; ; en particulier, notons =n 1'opérateur

n ) p . . .
x—>x , 8i @ est l'opérateur de permutation circulaire (xi) — (xi—1> s

on a qN'l = (Q(X)N—l = (qa,—l)((qog)N_1+...+1) . Ceci détermine T : on a
. qj . . . ) . .
T((Xi)) = ( Tr %, .) , et l'application induite de (V(-k;)n dans k¥ s'écrit

o<j<n 7 o
[a) ci-dessus) (Xi) l—é—ﬂ-x_i ; de 1a résulte (iii).

Proposition 4.10 - La cohomologie de V#* 2 coefficient dans X(X_l.ﬁyTrk/E )
q

vérifie

(i)H:‘:=0 pour i # N , et dimHI;]‘l

(ii) Sur Hf , F# est la multiplication par T (¥ .
q

(iii) 8i x est non trivial sur chaque facteur de k , on a H¥ —> g

Appliquons 4.9 (i) : sur F , si yo 7= (Xi)iEI on a

Hy) = ‘Kn((xi)iél) . Les points (i) et (iii) résultent donc de 1'énoncé plus géo-
métrique suivant (pour (iii), appliquer 4.9 (iv)) et (ii) en résulte par la for-

mule des traces

Proposition 4.11 - Soit (Xi)iEI une famille de caractdre de Un(]F) . La coho-

mologie de V¥~ E. A coefficient dans ¥ ((x;); o ) ® 5y Tr, . ) vérifie
q

ot
o
o
g
=~
]
-

(i)Hi=0 pour i # N , et .

(ii) 8i les %4 sont tous non triviaux, on a Hg% H*
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I =
ona Ve~ oo, ¥ ((x)) = ? priy; (K (B )) et

F(Y o Tr )= T*3(Y) =@ pr?E(Y) . Ceci permet d'appliquer la formule de Kunneth,
i

F /k
q
et 4,11 résulte de 4.3,
4,12 - De 2.4% et (Cycle, 1.3 exemple 2), on tire aussi que le groupe des permu-
. _ . . N s
tations ¢ de I telles que ¥ = Xoi(l € 1) agit sur He par multiplication
par la signature ¢(g) . Nous allons en déduire une seconde preuve de 1'identité

de Hasse-Davenport,

8i x est un caractére de Fg , le fait que, sur T , N s'écrit
(xi) F——>]Txi fournit : F(y o N) = N#J(y) = ® pr?&(w) et la formule de Kunneth
i

fournit :

Hg(v*,g(x'loN.\yoTr) )~ Hg(mm,g(x_l‘y))®1

oli, au membre de droite, le produit tensoriel est pris au sens 2,4% , Puisque
1 -1 . . X . ®1
HC(Gm,S(Yx )) est de dimension 1 , sa puissance tensorielle , au sens or-

dinaire, ne dépend que du cardinal n de I . Appliquant (Cycle 1.3 Ex.2) , on

obtient un isomorphisme canonique
(6.12.1) BNV, 35 Ton) A (¥ ~ e L3y ® }\I z!
e e X ¢ m’ X Z

Pour calculer l'action de F+# , le plus commode est d'adopter le point de vue
galoisien et de dire que 1'isomorphisme 4.12.,1 étant canonique, il est compatible
a2 l'action par transport de structure de Gal(F/E&) . 8i ¢(k) est la signature

de la permutation @ de I , on trouve que

-1 N -1
T]Fq(x o Nk/]Fq » ¥) = Trlp “LH (VE,N¥3(X ) @ T*3(Y))

= s(k)Tr(m—l,Hi(Em,S(X_lY)))N = e(k)T(X,Y)N s soit
(4.12.2)

T (X0 Mg ¥ = et
q q

Si k est un corps, (@ est une permutation circulaire de I ,

c(k) = (-1¥ , et on retrouve 1'identité de Hasse-Davenport :
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_ N+1 _ N
Ty o Ny of o Tr g )= (-1) T (X0 N oY) = Tlx,¥)
q q q
Lemme 4.13 : Pour x o = (Xi)iEI comme en 4.9(i), les conditions suivantes sont
équivalentes
(i) XI]F'*qr est trivial (ii) Le produit des ¥; est trivial

A _ , , , . .
(1ii) 3y = }(n((xi)) est image réciproque d’un (unique) faisceau sur V‘*/E}m

(iv) L'image réciproque de 3(y) sur E, (envoyé dans V# 2a partir du morphisme

structural Fq —> k ) est triviale.

(1) = (iii) On regarde vy comme un caractdre de V*/Em(]Fq) = k%/]F"q" , et on

prend 3F(y) sur V*/il:m

(i1) =3 (iii) De m@me, on regarde (Xi) comme un caractdre de (V*/t{;m)n

L'unicité dans (iii) résulte de ce que V* est un fibré a fibres connexes sur

V*/Em , et (iii) == (iv) est trivial.
(iv) == (i),(ii) : Cette image réciproque est 3(X|]F"q‘) et }cn(ﬂ’xi)

4,14 - Soient k wune algébre &tale sur ]Fq , de dimension N+l et vy un ca-

ractére non trivial de k% trivial sur ng La somme de Jacobi J(y) est défink par

N-1 ) 1
(4.14.1) 30 = DY G e X

Tr(x)=0?

Le cas le plus souvent considéré est celui ot k est la somme de N+l

copes de ]Fq 5 X correspond alors a N+1) caracteres XO"""XN non tous tri-
viaux de ]Fa* , de produit &gal &2 1 . Dans ce cas, une section du quotient
k*/]F;* de k¥ est l'ensemble des (xo,...,xN) € L avec x =1 ; pour un
n
tel x , la condition Tr(x)=0 s'écrit 2 xi=-l, La somme de Jacobi s'écrit donc
1
(4.14.2) iy = ¥ D ¥ ey )
% €T 1 71 n
1*°°°°°N q
Z><i=-1

On a entre sommes de Gauss et sommes de Jacobi l'identité suivante.
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Proposition 4.15 - Pour X comme ci-dessus et ¥ un caractere additif non trivial

de T , on a
L] q on a

qJ{y) T O0Y)

q
Dans le cas particulier ot k = FZ , cette formule se récrit par 4.5.3
(4.15.1) Wi = ] ryo0

plus souvent écrit sous la forme

N N
: - -1 -1 -1
yo(—l)J(x) = (—l)N E §:::: ) TTyi (Xi) = T(XO S¥) ITT(xi,Y)

Xpe XN€ I 1
¥, =1
N
LT
Y T1%

Preuve de 4,15 :

(o= Y ol me=D™ L oY

x € k¥ xek*/Fg XEF*Y(ATrx)

qu
q

La somme }: ¥()» Trx) vaut q-1 si Tr(x) =0 , et -1 si Tr(x) # 0 . D&s
xé'Fg

lors,

T (¥ = (—1)N+1(q E::: X(X)_l - § X(x)_l)
q x € k*/m:{ x € k*/]Fj;

Le second terme au second membre est nul, car somme des valeurs d'un caractére, et

4.15 en résulte.
La proposition 4.15 se transpose ainsi en cohomologie :

Proposition 4.16 - La cohomologie de w*/mm (4.6,4.8) a coefficient dans E(X_l)

vérifie

(i)Hi=O pour i ¥ N-1 , et dimH§_1=1

(ii) Sur Hg_l , F# est la multiplication par J(x)

(iii) Hf_l est canoniquement isomorphe 2 H§+1(V*,3(X_1.Y0Trk/m, ) (1)
q
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L'assertion (ii) résulte de (i) et de la formule des traces ; (i) et (iii)

résultent de 4.11 et de 1'énoncé plus géométrique suivant ,

Proposition 4.17 - Soit (Xi)i6 1 une famille de caractéres non tous triviaux de

)) est c¢anoniquement iso-

u (F) , de produit 1 . Alors, Hi—l(w%/@m,}gm((xi)

morphe 2 Hi+1(V*,Hm((Xi)ieI)® 3y Trk/]Fq))(l)

i€l

La premidre ligne de 4,15 devient (i comme en 4.6.1)

T

i _ i
(4.17.1) R n!(Hn((Xi)iEI) ® Hy Trk/]Fq)) = Mn(Xi)iEI) ® R WYB’«(‘F Trk/ q)

(sur V*/Gm) . Calculons les faisceéaux Rln,30¥Ir ) = Riw'T*ﬁ(Y) . Soit

k/Eﬁ
vyt %6 —>V, 1l'éclaté de v, en {0} . Dans le diagramme

~ VO
<
v,-10} v, v

(4.17.2) ’
ki T
%y

7 est une fibration de fibre des droites épointées, Vb est le fibré en droites

0

correspondant, et Zg = val(o) sa section O . Le faisceau T#*J(Y) sur VO—[O}

se prolonge en (TVO)*E(Y) sur V

o et la restriction de ce faisceau & 2

¢}

est le faisceau constant EX , car TOVO est nul sur Z_  , La suite exacte longue

de cohomologie & support propre s'édcrit donc
(4.17.3) — R, T#3(¥) —> R'7, (Tv)#3(y) —> (E, pour i=0 , 0 sinon) —>

L'image réciproque %-1(Q0) est 1'6éclaté W_ de W_ en 0 ; TV,

[¢] 1]
s'annule sur ﬁb ; on a donc (Tv)#3(y) = EX sur w_l(QO) et, 1 étant un
fibré en droites
(4.17.4) RO, (Tv)#3(y) [Q = 0 pour i #2

EX(‘I) pour i =2

Si x €P , x ¢ Q , la droite D = n_l(x) est envoyé isomorphiquement

sur B, par Tv ; on a donc (2.7%)

205



Sommes trig. -39 -

H#(D, Tv) *F(¥)) = ¥ (B, 3¥)) =0 et

(4.17.5) RUF, (Tv)*3(¢) = (0 pour i # 2

Ek(nl)Q pour i = 2
Conjuguant 4,17.3 et 4.17.5, on trouve enfin

(4.17.6) Rlﬂ'T*3(Y) = 0 pour i # 1,2
E i =1
, pour i

EX(—l)Q pour i = 2

4,18 - Calculons la cohomologie & support propre du faisceau Kn((xi))®T*3(Y)
sur V¥ 2 l'aide de la suite spectrale de Leray de 1 : V¥ —> V*/Gm . Appli-
quant (4.17.1) et (4.17.6), on trouve comme termes initiaux les

ps1 _ P : - Ps2 _ P _
By = HC(V*/Em,Rn(Xi)) 0 (car (Xi) #1 ) et les E, HC(W*/Em,Mn(Xi))( 1))
La suite spectrale se réduit a un isomorphisme, et 4,17 en résulte.

4.19 - Les faisceaux Mn((xi)i EI) ont un sens sur n'importe quel corps, voire
sur n'importe quel schéma de base. Ceci va nous permettre de généraliser 4.16(i).
Avec les notations de 4.6, supposons M fini étale partout de rang N sur A ,

et soit n wun entier inversible dans A . On note a la projection de W*/Gm sur
Spec(A) . Soit aussi yx un caractdre (morphisme de faisceaux) y : (V*/Bm)n—>E; s
et Rn(x) le faisceau correspondant. Localement pour la topologie étale, on peut

regarder ¥y comme une famille de caractdres (Xi)i €1 de My o de produit trivial.

Proposition 4,20 : (i) Si y est (en tout point) non trivial, on a

Rla!(Mn(X)) =0 pour i # N-1 , et RN_la!(Hn(x)) est lisse, de rang 1

(ii) Un automorphisme ¢ de M qui respecte x agit sur ce RN—la, par multipli-

cation par la signature e(o) de o , vu comme permutation de I

(iii) 8i les X; sont tous mon triviaux, on a Ra, — Ra,

Preuve : le schéma w*/mm est le complément d'un diviseur 3 croisements normaux
relatif dans le schéma Q , propre et lisse sur Spec(A) , et Mh(x) est
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localement constant sur W*/Em , & ramification modérée a 1'infini, Il en résulte
que les Ria! et Ria* sont lisses, de formation compatible & tout changement

de base. Un argument standard nous raméne alors A supposer que A est un cCOrps

fini, et (i) résulte de 4,17 et 4.11(i), Pour prouver (ii), on utilise que l'action de
o est compatible & 1'isomorphisme 4.17 et 4,12 , Pour (iii), on note que

si les . sont tous non triviaux, alors ¥_(y) sur W%/B < Q est rami-
% n X m

fié le long de chaque diviseur & 1l'infini, et 1.19.1 .
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5. Caractéres de Hecke,

5.1 - Soient F wun corps de nombres (de degré fini sur @) et K un corps
de caractéristique O , Voici diverses facon équivalentes de dire ce qu'est un

homomorphisme algébrique ¢ : F¥* ——> k¥*

(i) Soit e, une base de F sur § , L'homomorphisme ¢ est algébrique s'il est

donné par une formule q(le'ei) =A(x") , on ACE k&Y .

Ceci signifie que ( cofncide sur F#* avec une application rationnelle
définie sur k de RF/Q(Em) dans @ . Par densité de Zariski de F¥ , et le
fait qu'un homomorphisme birationnel est partout défini, une telle application est

un homomorphisme de schémas en groupes
(ii) o est induit par un homomorphisme de k-schémas en groupes

() @k —>¢
m m

Re/q ()

8i k est un corps de nombre, la propriété d'adjonction de la restric-

tion des scalaires R montre que ceci équivaut 2a

(iii) (k corps de nombres) ¢ est induit par un homomorphisme de §-schémas en

groupes : RF/Q(Em) — Rk/Q(Em) .
Soient k une cléture algébrique de k , et I = Hom(F,k) . Sur k ,

I

le groupe des caractéres de RF/Q(Em) est Z , de base les plongements de F

dans k . Les caractéres définis sur k sont ceux invariants par Gal(&/k) ;
on peut les décrire soit comme ceux envoyant F# dans k¥ c k , soit en terme
des orbites de Gal(k/k) dans 1 , correspondant elle-meme aux facteurs de

F@k .

n
(iv) ¢ est de la forme ¢ = w ® . Les familles d'exposants (n ) permises
w

wel

sont celles telles que nw = nw, pour et ' dans la méme orbite de
n
Gal(k/k) . Ce sont encore celles telle que TTL(Y) Wek pour tout x € F .
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P k =, F, . tant d . A Técrit
(v) Posons F @ 3733 5 les FJ étant des corps. Alors, ¢ s'écri

3
& =WNFj/k

Dans le cas particulier ot k

IL
ta= Ty

contient une c¢ldture normale de F , ces

expressions deviennent , o parcourt les [F:Q] plongements de

F dans k

5.2 - Supposons que k soit un corps de nombres, et soit ¢ un homomorphisme

algébrique de F¥* dand k¥* . Il existe alors un et un seul homomorphisme, encore

noté ¢ , du groupe I(F) des idéaux fractionnaires de F dans celui de k ,

tel que o((x)) = (a(x)) . L'unicité résulte de ce que tout idéal a une puissance

qui est un idéal principal, et de ce que I(k) est sans torsion., Pour prouver

m,
1'existence, on utilise par exemple 5.1(v) : on a gfla) =TTNF Jk I@n

5.3 - Rappelons la définition des caractdres de Hecke algébriques, appelés par
Weil caractéres de Hecke (ou : grUssencharaktere) de type AO Soient F un
corps de nombres, m un idéal de F (i.e., de 1'anneau des entiers de F ), I

le groupe des idéaux fractionnaires de F premiers 2 m , et k un corps de

caractéristique O . Un homomorphisme y : i, ~——> k#* est un caractére de Hecke

algébrique (de conducteur < m) s'il existe un homomorphisme algébrique

¢ F¥# s ke yérifiant

X81g

(#) Pour x € F* , premier 2 m , totalement positif et = 1(mod m) , on a

y((x)) = Xalg(x)

Par densité de l'ensemble des x de (%) est entidrement déter-

’ Xalg

miné par y . C'est la partie algébrique

de y .81 y((x)) = Xalg(x) pour x

totalement positif et = 1(mod m') ,

conducteur < inf(m,m') : I — ki

mHm'

qui cofncident sur leur domaine commun de

X 1le plus petit m' tel que ¥ soit de

se prolonge en un caractére de Hecke de
. On identifiera les caractéres de Hecke
définition, et on appelle conducteur de

conducteur < m'
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Remarque 5.4 : Si un caractére de Hecke algébrique y prend ses valeurs dans un
sous-corps k' de k , c'est déji un caractére de Hecke 3 valeurs dans k' : il

suffit de voir que Xalg : (Gm) —> & est déja défini sur k' , et ceci

R
F/Q
résulte de la densité de Zariski dans RF/Q(Gm) de 1'ensemble des x totalement

positif = 1(m). On pour toujours prendre pour k' un sous-corps de k de degré

fini sur @.

5.5 - Si ¢ est une unité totalement positive = l(mod m) , on a
Xalg(e) = y((g)) = 1 . L'homomorphisme Yalg ¢ factorise donc par le quotient

' iski * i -
Tm de RF/Q(Bm) par 1'adhérence de Zariski du groupe Em < F des unités tota

lement positives = 1{(mod m)

D'apres Serre [5]I1§3, si k est une cldture algébrique de § , et que
m est assez grand, les caractéres il Jw de (8 ) de la forme sont
& > w RF/D n Xalg
caractérisés comme suit : il doit exister un entier N , le poids de ¥ (ou de
Xalg) , tel que pour tout élément ¢ de Gal(k/®) conjugué a la conjugaison

complexe, on ait nw+n =N . 8i F, est le plus grand sous-corps de F qui

Ow 1

soit une extension quadratique totalement imaginaire d'un corps totalement réel

T 2 PN .
Fl , cela revient & dire que Xalg est de la forme Xlo NF/FI , et que

N
XIIFI = (NFI/Q)

S8i y est de poids N , pour tout idéal a de F , x(a) est un nombre

algébrique dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue N(a)N/2

([571183 prop. 2).

5.6 ~ Pour k un corps de nombres fixé, des conditions supplémentaires sont
imposées 2a Xalg . Pour tout idéal a de F premier au conducteur, on a en effet
(5.6.1) Xalg(a) = (x(a)) ,

de sorte que Xﬂlg(a) est principal. Puisque le groupe des idéaux fractionnaire de

M e (5.6.1) , n#o0

. . . . i
k est sous torsion, il suffit de prouver la puissaance n
. n
convenable ; ceci permet de remplacer a par a , donc de supposer a = (x) ,

avec x totalement positif = 1(mod m) . Il ne reste qu'a utiliser les définitions.
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Ceci, joint a 5.5, montre que détermine la norme des (a) en
J q ><-alg X

toutes les places de k

5.7 - Le groupe Sm de Serre pourrait &tre caractérisé comme étant le groupe
de type multiplicatif dont le groupe des caractéres (sur n'importe quel corps) est
le groupe des caractéres de Hecke algébriques de conducteur < m (cf. [5]II 2.1 et

2.2). Sa relation avec les représentations f-adiques est expliquée en [57II 2.3.

Théoreme 5.8 ([5]) : Soit y un caractére de Hecke algébrique de F dans E) ,

pour El une extension finie de @ . Il existe alors un (et un seul) homomor-

L
hi sme : al(F/M%® — = B, tel que
phisme 'X;\ 3 tel que

(i) Xk est non ramifié en dehors du conducteur £ de y et de £

) = b
(ii) Pour p un idéal premier de F _premier 3 £ et 3 4 , et Fp ¢ cal(F/m?

le Frobenius géométrique en p , on a

x?(Fp) = x(p) .

5.9 - Dans la fin de ce paragraphe, nous donnerons un critdre pour qu'une re-
présentation A-adique provienne ainsi d'un caractére de Hecke, et, au paragraphe

suivant, nous 1'appliquerons aux sommes de Jacobi, Nous retrouverons ainsi, un peu
généralisés des résultats de Weil [87 [9], avec la seconde partie de la démonstra-

tion de Weil remplacée par un argument de cohomologie f-adique.

Théoréme 5,10 : Soient F de k deux corps de nombres, ) une place de k de

caractéristique 4 , et %, : Gal(?fF)ab _ kf un_homomorphisme, non ramifié

en dehors de 1 et d'un ensemble fini S de places. On suppose qu'il existe un

ensemble T de places (contenant § et les places au-dessus de { ), de densité

0 , et un homomorphisme algébrique %o ¢ F# —> k* tels que

(i) Pour k wune cldture algébrique de k , X ¢ F¥* > k¥ > k# est du

type considéré en 5.5, de poids N 3
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(ii) pour p premier ¢ T , XX(FP) est dans k¥ (XK(FP)) = xo(p) , et tous

les conjugués complexes de XX(FP) sont de valeur absolue (Np)N/2

Alors, X) est défini (5.8) par un caractére de Hecke algébrique de F

a valeurs dans k , de partie algébrique %o
Soit %' wun caractére de Hecke algébrique 2 valeurs dans une extension

galoisienne finie k' de k , de partie algébrique %o (5.5) . Quitte a aggran-
dir T , on peut supposer que le conducteur de x' est a support dans T . Soient

%' une place de k' au-dessus de ) , % le composé Cal (F/F)%® —> k¥ — kif s
et Xx" : cal(F/m)3® —s k)’\",‘ défini par ' (5.8). Posons

€ =¥ ..X'._l

AN

L'hypothese (ii), et 5.5, 5.6, 5.8 assurent que pour p { T , ona

g(Fp) € k'* , et que, dans tous les complétés de k', ce nombre est de norme 1
Il en résulte que e(Fp) appartient au groupe (fini) |5 racines de 1l'unité de
k' . D'aprés le théoréme de densité de Cebotarev, et 1'hypothése de densité faite
sur T , les Fp(p ¢ T) sont denses dans Gal(ﬁ/F)ab , de sorte que
¢(o) € u pour tout ¢ € Gal(f‘/F)ab : le caractdre ¢ est un caractére d'ordre
fini Gal(F_‘/F)ab —>u . D'aprés la théorie du corps de classe, il correspond a
un caractére d'ordre fini du groupe des classes d'idéles de F , i.e. & un carac-
tére de Hecke algébrique de partie algébrique triviale. Corrigeant y' par ce ca-
ractére, on se raméne a supposer que Xk' = X&- , et il reste 2 montrer que y' ,
& priori & valeurs dans k' , est en fait a valeurs dans k . Si ¢ € Gal(k'/k) ,
x' et X'U cofncident sur tout idéal premier p ¢ T , puisque
x'(p) = X&'(FP) = Xx’(Fp) € k¥ . Les caractdres Xi' et X;,G cofncident donc

sur une partie dense de Gal(f‘/F)ab , donc sont égaux, de sorte que

X' = X'G : x' est a valeurs dans k
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6. ~ Les caractéres de Hecke définis par les sommes de Jacobi.

L'idée de ce paragraphe est la suivante. Soit une somme de Gauss
TR (%,¥) . Elle-méme, et le faisceau correspondant g(yle) sont deux fois liés

a4 la caractéristique p , et au corps de base Fq
a) car il y apparait le caractdre additif ¥ , et le faisceau %Y¥)

3

b) car JF(y) est défini a partir de la suite exacte de Lang

0 —> k* v Vi o .

Deux difficultés si on veut relever sur un corps de nombres F les constructions
cobomologiques correspondantes, et trouver des représentations f-adiquesde

Gal(F/F) ot les valeurs propres de Frobenius soient dessommes de Gauss.

Si y est trivial sur Fg , la somme 71 (y,¥) est indépendante de

¥
Y , et est q fois une somme de Jacobi, Celle-ci est liée i la cohomologie de

w*/mm , a valeurs dans un faisceau déduit de X Y , et la difficulté a), ont
disparu . Pour résoudre b), il suffit de décrire les faisceaux utilisés a 1'aide

de suites exactes de Kummer (qui ont un sens en toute caractéristique)., C'est pos-

sible gr@ce a 4.9,

Une fois trouvées les représentations f-adiques, on utilise 5,10 et le

théoréme de Stickelberger pour montrer qu'elles proviennent de caractdres de Hecke

algébriques.

6.1 ~ 8i E est un corps, de cl8ture algébrique E , et que ) est un carac-
tére d'ordre divisant n de Ud(i) » on mote 3 le caractére de Un<§) tel que
N et oh induigsent le méme caractére de Z(l)E = 4im Um(E) . De méme pour

un caractére de Z(l)é .

Soient F et k deux corps de nombres, F une cldture algébrique de
F , I un ensemble fini muni d'une action de Gal(F/F) et ) = (xi)i cp ume
famille de caractéres A G Z(l)f —> k¥* . On suppose que ), #1(1 € 1) , que
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le produit des xi est trivial et que la famille ) est défini sur F , i.e.

que pour tout ¢ € Gal(F/F) , on a do(i) = 2400

L'ensemble galoisien I est 1'ensemble des homomorphisme dans F d'une

algébre E séparable sur F . Si C est 1'ensemble des orbites de Gal(F/F)

dans I , om a une décomposition de E en produit de corps E = éﬁgCEa, , ot a
s'identifie 2 1'ensemble des plongements de EOL dans F ., Si les caractéres A o
: ' . : iémes

pour 1i€¢@ , sont d'ordre da' , le corps ECL eontient les racines da de

1 et il existe Yo T Ma (Eg) &> k* tel que, si i € @ correspond au plonge-
Q

= . _ -1
ment g, de Ea dans F , on ait daki = Xaci

6.2 - Soient n > 0 un multiple des da , % 1l'ensemble des places de F
ot E/F se ramifie ou qui divisent n , 3 une place de k de caractéristique
résiduelle 4 , et A 1'anneau des &léments de F entiers en dehors de Yy et
4 . La cl8ture intégrale M de A dans E est finie étale de rang N = |I| sur

A . Avec les notations de 4.6, 4.8, les oM définissent
Ao (VR/B ) ——3> k¥ kH*
n m’ n u

Soit a la projection de W%/@m sur Spec(A) . D'aprés 4.20, le fais-

ceau RN‘Za'“n(nx) est lisse de rang un ; il définit une représentation f-adique
. = ab
3 ] ¢ Gal(F/F)" " ——> k¥
M M

(ou simplement jH ) non ramifiée en dehors de ¥ et 4

6.3 ~ Calculons ju(Fp) . D'apréds 4.20, il suffit de le faire aprds réduction
modulo p . Soient donc f = Afp , e = M/pM , et f 1la clature algébrique de £
définie par une place de F au-dessus de p . On a encore I = Homf(e,f) . Apreés

réduction, nk admet encore une description 6.1

a) Soit D 1'ensemble des orbites de Gal(f/f) dans I . La décomposition de e
en produit de corps s'écrit e = éig;es , ot les oi(ié 8) s'identifient aux
plongements de eB dans f ., Pour B €D , on note o(B) 1'élément de C
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contenant et d_=d . Soit
; 8 ™ Ya®

~ Ad(g)
N leB(eB) -« “dB(Ea(e)) —4B) 5 i

b) S8i i €I correspond au plongement o; de e  dans f , la réduction

s est 2,00,

A G udB(f) —> kit de aght 6%

dg™i

Soient qB le nombre d'éléments de e et

g XB =@Q_1XB s
X : e¥ —> k¥* de coordonnées les XB . Sur 1'espace affine sur A/fp défini

par e (4.6), ou plutdt sur le tore eéé , on a des isomorphismes

- -1
Hn((ﬁxi)ie B)= ¥y (()\Booi )iEB) = Xy '1((XB o g} )iEI) = 3()(6) (4.9)., Sur e ,

on a donc Mn((nii)ieg = H(y) et cet isomorphisme se descend a la réduction

mod p de V'*/Il;m . Dés lors

Proposition 6.4 - Avec les notations de 6.2 et 6.3, le(FP) est la somme de Jacobi

J(y)

Récrivons les formules liant (xi)iEI

a (XB)BGB: pour i € Bca ,
-1
da)\i =209 s Ayt “da(Ea) —> k#

Xﬁ = réduction de Ay , T (eB) —> k¥
(q,-1)/d

= : g ay
Xg qB—l}\B : xl——>)\e(x ) e"é‘ K

Théoréme 6.5 - La représentation j est définie par un caractére de Hecke algé-
W

brique de F & valeurs dans k3

Nous le vérifierons & 1'aide de 5.10. On rejoint ici la démonstration de
Weil [8] [9], par l'usage du théoréme de Stickelberger, et je ne donnerai que quel-

ques indications.

6.6 - Etant donné j : Gal(F/F) —> k;é , et une extension finie F'/F , on

vérifie 2 1'aide de 5.10 que j est défini par un caracteére de Hecke si et seule-
ment si j|Gal(F/F') 1'est. Cette remarque permet dans 6.5 de se réduire au cas

o : . M . s . iémes
ot Galois agit trivialement sur I , et ot F contient les racines n de
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n
1'unité. On peut ensuite se réduire au cas ob F = Q(\{1) , puis prendre k = F

a,
Dans ce cas, chaque oy est défini par a; € Z/n : clest xb—>x " uﬂ*ﬁk* .

6.7 - Dans un corps de nombres, les places de degré 1 forment toujours um en-
semble de densité O , En appliquant 5.10, on peut donc négliger les autres, et
n'utiliser Stickelberger que pour un corps premier, Soient donc p premier,
0<a<p-1 , X : ]F"p“-——> Qg le caractére "reldvement multiplicatif" et

ame

g = - Z ;—agxe Q (¢) , pour ( une racine p de 1 . Notons enmcore X%
x EFH P

l'entier dans [0,p-1] relevant x , et développons gx = (1+m* par la formule

-1 .
du bindme. On trouve g = -i Airrl avec Ai € Zp , de réduction mod p la somme
i=0

-a,x C . b _ P
xé]ng (i) . Pour b non divisible par p-1 , on a Y TExE = 0 .8i i<a,
P
(}i() est un polyndme en x de degré i <a , d'ox Ai = 0{mod p) . De méme,

a 1

a
A= P;%(mod p) , et g NZ— : la valuation de g estdonnée par \7(g)/v(p)=I—f-—1

6.8 - Soit ci(i € Z/n¥) 1'élément de Gal(Q({}l)/fQ) tel que ci(g) = gi pour
Cn=1 » et notons additivement le groupe des homomorphisme algébriques
02(\[/1'1)* e Q(\I}l)* . Pour ) comme en 6.6, défini par une famille (ai)iEI
d'entiers mod n , non nuls et de somme nulle 5.10, 4.15.1 et 6.7 montrent que
juD\] est défini par un caractére de Hecke algébrique j[a] et que, si N est la
norme, sa partie algébrique est donnée par

ia, -1
(6.8.1) (N3La),,, = 2 2 -—i} o]

ie(@/m)* jers "

ot { } est la partie fractionnaire,

n
6.9 - Le cas le plus intéressant est celui ot F c Q(f1) , et ot la famille
des nki est construite comme suit :
n
a) On prend une famille finie (Aj )jEJ d'orbites de Gal(Q({1)/F) = H ¢ (Z/n)#*
dans Z/n . On suppose que A, # {0} et que Z Z a=0
J JET a€a,
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= AL H i it ch e A,
b) On prend 1 5 EJAj ; Galois agit sur chaqu 3

n

- n i 3 . Z/n)%
¢) On prend F o 1) , k = Q(Vl) et, si i € 1 correspond 2 a € AJ c (Z/n)

A (x) = x?
n"i

On vérifie & 1'aide de 4.20 qu'un ju général (relatif a Fl ) se déduit

; . n
d'un Ju comme ci-dessus (pour F c Q1) , F, extension de F ) par restriction

a Gal(f/Fl) et multiplication par un caractére d'ordre deux.

Pour a € Gal(k/®Q) =(Z/n)%* , a transformé la famille des Aj en celle
des aAj . 8L a¢H , la famille des Aj est donc préservée, et les jH(FP)

sont invariant par H

Proposition 6,10 - Sous les hypothéses de 6.9, ju est défini par un caractdre de

Hecke algébrique de F i valeurs dans F

n
Faisons & nouveau F = Q({f1) , et considérons les caractéres de Hecke
jla] définis par une famille (ai)i €1 3 € Z/n , a; #0 , Sai =0 . Le théo-

réme suivant a été obtenu indépendamment par Vishik.

n
Théoréme 6.11 - Tout caractdre de Hecke algébrique de @(V1) a une puissance dans

le groupe engendré par les jlal et 1a norme,

Puisqu'on travaille "& torsion pr2s", seule compte la partie algébrique
des caracteres de Hecke considérés. Appliquant 6.8.1 aux jlal , avec a = un &lé-

ment de Z/n répété n fois, on se raméne au lemme suivant

Lemme 6.12 - Notons z?jaj les éléments de ]1'algdbre de groupe RQ[(Z/n)*] , et

te
soit X le sous-groupe de ceux tels que x. + x_, = C= , Alors, X est engendré

] 3
sur @ par N = Ecj et par les g, = E{%? G;l (a € Z/n,a # 0)
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Tant X que Y = <N,(ga)> sont des idéaux de 1'algdbre du groupe,
et il suffit de vérifier qu'ils sont annulés par les mémes caractéres complexes
x de (Z/n)¥ | Ceci revient a dire qu'un caractére impair (y(j)=-x(-j)) n'an

nule jamais tous les ga . 8i y est primitif, on a

x(g;) =Z§ Y HE) = -L(y,0) # 0

Dans le cas général, si 7y provient d'un caractére primitif de (Z/d)*

3

X(gn/d) se raméne & une somme analogue sur (Z/d)¥* , d'od le lemme.
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7.- Sommes de Kloosterman généralisées.

7.1 - Soient Fq un corps fini & q éléments, et Y un caractére additif
non trivial. Dans ce paragraphe, nous faisons une étude cohomologique des sommes

de Kloosterman généralisées

(7.1.1) K = E Y(x, +...4x ) (n>1)
n,a X, 7. K _=a 1 n =
1 n
Pour a=0 , cette somme est élémentaire (cf. 7.7)
n-1
(7,1.2) Kn’o (-1) .
Le cas intéressant est celui o a # 0 . Les xg sont alors dans ]Fa" . Nous

prouverons dans ce cas une majoration
n-1
(7.1.3) |k | <nq 2 .
n,a' =

Nos outils essentiels seront les énoncés cohomologiques de reflet les

identités suivantes

(7.1.48) Ko =Z ¥x))  e— / LACTE Nt -
7, B Xye o HFa/x) n
= xé]FZl" Y(X)Kn-l,a/x (a#0, n>2)
(7.1.5) zK =Z 5.._....« _ Y(Zx.) = Z ’Y(Zx.) =0
a mn,a a B X =8 i LTI i

(7.1.6) Pour y un caractdre non trivial de IF:; ’

Zx(a)Kn = . Z % X(Hxi).‘i’(ziti) = (-T(X-l,‘f))n
n

,a 1o
(somme de Gauss),

7.2 - Soient k wune algdbre étale de degré n sur F, et e{k) comme en

(4.5.1). Posons

]Qk’a = Nk/gé(x)za ¥ Tr(X) .
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On a encore

(7.2.1) K o= DM he

(7.2.2) ;Kk’a =0

_ n -1
(7.2.3) gga)xk,a - (DM om0
q q
Par inversion de Fourier sur Eg , on en déduit une expression de
Ky , ©n terme de sommes de Gauss :
.1 P!
Ke,a g1 %X("i)b ers X LR

S 2
(7.2.4)  (-1) Kk,a e [e(k) +X¢ lx(a)Tﬁﬁ (y o Nk/Fq JP{

L'identité de Hasse-Davenport permet maintenant de comparer L a
s

Kh,a = Kp ol

q

(7.2.5) Kea™ e;(k)Kn,a

Je ne conmais pas d'interprétation cohomologique de (7.2.4), mais j'en

donnerai une de 7.2.5, Revenons aux sommes Kn a
3

7.3 - Soit ¥ une cldture algébrique de F et, pour a € F , soit V:_l s

q

ou simplement V , 1'hypersurface de A" d'équation x X =3 . Comme
P a

1 e ¥y

d'habitude, nous regarderons Y comme étant 2 valeurs f-adiques plutdt que complexes

Avec la notation 1.8 (ii), (7.1.3) se déduit du

Théordme 7.4 - La cohomologie de v:_l 3 valeurs dans E(Y(Z_Xi)) vérifie

(1) HZ=O pour i #n-1
(ii) Hg»—f—>n* ;

(iii) pour a # 0 , dim Hz— =n ;
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; n 5 . N
(iv) pour a =0 , Hc est canoniquement isomorphe 3 E) .

7.5 - Comme d'habitude, ce théoreme contrdle aussi la dépendance de Kn a ©n
3

q : pour chaque a € F: , 11 existe n va{eurs propres de Frobenius
no

QpseeesOy de valeur absolue complexe ¢ 2 , telles que
E ¥ o ’I‘ré:x‘) = (—l)n_l }:am+..‘+ c,:]
i 1
X,...X_=2a
1 n
*i € Eqm
Pour n pair, x =——> -x est une involution de Va , qui transforme
F¥) en son dual. Raisonnant comme en 3.6 , on en déduit une forme alternée non

dégénérée canonique sur Hz'l(va,E(Y)) , & valeurs dans QL(-(n—l)) et le

Corollaire 7.6 - Avec les notations de 7.5, si n est pair, les a; 8& groupent

en % paires de racines q,a de produit égal 2 C[ﬂ—1

7.7 - Vérifions le cas a =0 de 7.4 . L'hypersurface VO est la réunion
des hyperplans de coordonnée %, =0 . Calculons la suite spectrale de Leray

(2.6.1)* de ce recouvrement de VO , pour la cohomologie avec ou sans support 2
coefficient dans 3(¥) . D'aprds 2.7%, tous les termes initiaux sont nuls, sauf

la cohomologie de 1'intersection {0} de tous les hyperplans de coordonnée. La

subsiste un isomorphisme Hg — HO = EX qui justifie 7.4.

Nous prouverons 7.4 et 7.8 ci-dessous par une récurrence simultanée sur
n , en nous appuyant sur la suite spectrale dont (7,1.4) est le reflet, Ceci exige

un contr8le de la dépendance en a de Kn a
3
Soit 1T : A —a A 1'application "produit des coordonnées', et ¢ la

somme des coordonnées. Les hypersurfaces v, sont les fibres de 9y

Théoreéme 7.8. - (i) Le faisceau Rn_l %(Yg) est lisse de rang n sur M}; 0
— e e CAAskeer ™ ang Ssur

(ii) son prolongement par O sur P est 1'image directe de sa restriction &

Ao {0} .
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(iii) en O , la monodromie est unipotente, avec un seul bloc de Jordan

(iv) en » , 1'inertie sauvage agit sans point fixe # 0 , et le conducteur de

Swan vaut 1 ,
(v) on a err! F¥o) —> RlTr*IF(‘i’c) (nul pour i # n-1) .

Preuve de ce que 7.4 (pour ume valeur donnée de n) implique 7.8 (pour la méme

valeur de n),

La fibre de Rl-n"3(‘i’0) en a est HZ(Va,E(YG)) , et sur l'ouvert dense

1

A" ot les lex(‘f-lc) sont localement constants celle de let_&(‘i’a) est

Hl(Va,G(Yc))(Th. Finitude, 2.1). L'hypoth&se 7.4(n) nous fournit donc le
Lemme 7.9 - (i) Rlﬁ!lj(‘i’c) =0 pour i # n-1 .

(ii) Pour i = n-1 , la fibre de ce faisceau en tout point a # 0 est de rang

constant n . En O , elle est de rang 1

(iii) Sur un ouvert dense U , on a Ri'p'! Fy) ——> Ri'[r_”g(\y)

7.10 - Nous allons maintenant utiliser la suite spectrale de Leray de m ,

pour la cohomologie avec ou sans support, 2 coefficients dans 3 (¥g) . L'aboutis-
sement est connu : H*CP(/An,s(YG)) = a#(A", ¥ (yo)) = 0 (2.7%) . En cohomologie & sup-
Elz’q = 0 pour q # n-1 ., Les termes E2 sont donc

port propre, 7.9 (i) assure que

tous nuls :
(7.10.1) 2@l R hy 3(v0)) = o

Pour p =0 , ceci signifie que Rnalﬂ, ¥ (¥o) est sans section & support

ponctuel, Vu la constance de rang 7.9 (ii), on en déduit

(7.10.2) Le faisceau Rn'lmlf(?o') sur /A}L est lisse sur /A1 -{0} , et est

c s N 1
un sous-faisceau de l'image directe ( de sa restriction 2a A -{O}
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La suite exacte longue de cchomologie de

0 —> "}, 3vo) G 2 o,
olt le support de % est concentré en O , donne
0,,1 1,,1 n-1
H (A, —> 3, —> H (AR 97, 3(¥0))

Les termes extr@mes étant nuls, 9 =0 et

(7.10.3) Rn_lﬂ]E(Yc) est 1'image directe de sa restriction & Ak{o}

Soit j 1'inclusion de A} dans El . La version "catégorie dérivée'

des suites spectrales de Leray est

B* (P, 5 Ry, 3(¢0) = BE AL,k H¥o)) = HA(A, F(¥a)) = 0
*, 1. ® 1 n _
B (PRj Ry, I¥0)) = B (A", R, F(¥0)) = H¥(A,3(¥0)) = 0

Soit A le mapping cylinder de j!Rnlg(Yo) —> Rj R, H¥o) . D'aprés 7.9 (iii),
les faisceaux de cohomologie de ce complexe de faisceaux sont a support fini,
D'autre part, la suite exacte longue de cohomologie du triangle
(j!Rn!E(YG),Rj*Rﬂ*G(Yc),A) montre que I{*CPI,A) =0 ,0na

E*(]Pl,A) = HO(IPl,H*(A)) , et finalement A = O :
3Ry 3(¥o) —> Rj R, 3V0)

En particulier, Ry, 3(¥o) e Ry, H¥o) et, ces complexes de faisceaux

n'ayant qu'un faisceau de cohomologie non nul,
(7.10.4) i R, F¥o) —> j Ry, H(¥o)

Ceci compléte la preuve de (i) (ii) (v).
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7.11 - Soient Sw et Sww les conducteurs de Swan en O et en o de

]
Rn-lﬂ,3(Yc) . On a XC(Rn-lﬂgg(Yc)) =0 (7.10.1) et la formule d'Euler-Poincaré

(3.2.1) se réduit i
7.11.1) Sw. + Sw =1
4] ©

un de ces conducteurs vaut O (ramification modérée),1'autre vaut 1

7.12 - Soit (3 un faisceau de rang 1 sur Gm , du type kummérien 4,7

(g h%(x)) et non constant (y # 1) . Le faisceau Hv¥o) @ m*G sur

n'l(Gm) = A" ~n_1(0) est alors du type rencontré dans 1'étude des sommes de

A

Gauss, et 4.11 (ii) nous donne
(7.12.1) HE(V#, 4G B 3(¥o)) ——> H*(vx,m*G ® 3(¥o)) .

La suite spectrale de Leray de m transforme cet énoncé en

n-1 ~ n-1
(7.12.2) HHE GO R T Hyo)) — > HH(E_,GR R m,H(¥0))
Soit 1 1'inclusion de T dans Pl , et A le mapping cylinder de
5 1,(g® R Im 3(¥)) —> R1 (G® R" ', 3(¥0))  (on R"lm, = R0 . Rai-

sonnant comme en 7,10, on déduit de (7.12.2) que A = 0O . En particulier
(7.12.3) En O et en o , l'inertie agit sans point fixe # 0 sur G® Rn-ln,3(wc)

En o , ceci vaut méme si § est trivial (7.10.4), de sorte que 1'iner-
tie sauvage agit sans point fixe, En particulier, la ramification est sauvage ;

d'aprés 7.11, on a Swec =1 , et la ramification en O est modérée.

En 0 , (7.12.3) impose 2 la ramification - modérée - de Rn'ln,:ff(\yc)
&tre unipotente, D'aprés (7.10.3) et 7.9 (ii), on a un seul bloc de Jordan. Ceci

achéve la preuve de 7.8 (n) .
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7.13 - Pour n =1 , 7.4 est trivial. Pour achever la preuve de 7.4 et 7.8, il
nous reste a prouver que 7,8, pour une valeur donnée de n , implique 7.4, pour

n+l . Le cas a=0 ayant été traité (7.7), on suppose que a$0 . On écrira

»x_ pour les coordonnées de An+1

. -1 . ;
volution x b——> ax de Em , et soit comme plus haut m 1le produit des coor-

données : An —-é-Al , et ¢ leur somme. On notera J(Yo) 1le faisceau

Kyrenn . Soient g =x_ : Va —> Gm s v llin-

0

Fy(zx,)) tent sur A"t que sur A"

7.14 - Ecrivons la suite spectrale de Leray de g . Le faisceau HV¥g) sur An+1

étant produit tensoriel externe des faisceaux H(V¥) sur Al et F(vo) sur A",

on trouve (cf, 7.1.4)
Pq _ P q p+q .
'y = H(E L3y Q) mRIm 3(Ye)) = Y (V,, 3(v0))
np P4 p 9q p+q
550 = wP (e, 5v) Q) vrIn,3(¥0)) = wPHv_, 5(¥0))

Par hypothese, anys(va)——:;> an%E(Yc) , et ce faisceau est nul pour q # n-1

Le faisceau Hv) sur Em est sauvagement ramifié en o« et non ramifié em O ,
tandis que ¢*wa¥3(Yo) est sauvagement ramifié en O (sans invariant sous 1'i-
nertie sauvage, de conducteur de Swan 1) et modérément ramifié en o , Leur produit

tensoriel est domnc
a) sauvagement ramifié en 0 et o , sans invariant sous l'inertie sauvage ;
b) de conducteur de Swan 1 en O et n (le rang de an'S(Y)) en o

On a 'qu — ”qu , et 'qu =0 sauf pour p =1 et g =n-1 , La formule

d'Euler-Poincaré donne enfin

dim 'qu = l4n 5
ceci achéve la démonstration,

Remarque 7.15.- L'isomorphisme obtenu en 7,14.
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(7.15.1) MV, 3(¥0)) = BG83 @) 3(v0))

permet, avec les notations de 7.5 , de calculer le produit det(F) des valeurs
propres q de Frobenius, Le formalisme de [27] s'applique, puisque Hy) et

RH_IW‘E(YG) appartiennent a des systémes compatibles infinis de représentations

{-adiques., Ceci nou$ raméne 3 des problémes locaux, qu'on peut simplifier en notant

que (cf.[27 9.5 )
n N

a) les constantes globales pour J(¥) et c#*R ‘lntg(w) sont aisées & calculer,

la cohomologie de ces faisceaux étant de nature triviale.

b) en tout point, pour 1l'un ou 1l'autre de ces faisceaux, la représentation i-adique

correspondante du groupe de décomposition a une semi-simplifiée non ramifiée,

Le résultat, pour la somme 3 n variables, est que

n(n-1)
(7.15.2) det(F,HZ'l(V;‘"l,g(w))) =q ?
Remarque 7.16 - Pour p =2 , le faisceau @F(¥) est orthogonal. Pour a # 0 et

n impair, on en déduit par 7.4 (ii) et dualité de Poincaré une forme bilinéaire

symétrique sur HZ‘l(v2‘1’3(Y)) , & valeurs dans ﬁ&(l—n) . Relativement, 2 cette

forme, F est une similitude orthogonale de multiplicateur qn_1 , et q 2 F

appartient au grouggnspécial orthogonal, d'aprés 7.15.2 . Une des valeurs propres
2 _
de F est donc q , et les autres se rangent par paires de racines ¢ , a

de produit qn_1 .

Pour n =3 , L, Carlitz [17 a obtenu un résultat plus précis, équiva-

lent 2 la proposition suivante.

Proposition 7.17 - Pour p =2 , et v{(x) = (-1) d , on_a un isomor-

phisme

2
HC(V‘:,!}(‘YU)) = Symzﬂi(vi,l}(‘fc))
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La puissance tensorielle seconde de Higvi,g(yg)) est
Hi(Vi X Vi,&(Yc) ® F¥o)) (Kunneth), la symmétrie X ® y —>y ® x se représen-
tant géométriquement comme -T% , ou T est 1'automorphisme (x,y) —> (y,x) de
Va X Va . 8i X' est le quotient de Vi X V; par {Id,t} et m 1la projection
de Vi X Vi sur X' , le groupe SymzHi(Vi,g(Yo)) s'identifie donc & la coho-
mologie de X' & coefficient dans la partie antiinvariante par 1 de
n*(ﬁ(Yc) ® F(¥o)) . Notons s 1la fonction sur X' telle que smu = opr) +0PT,
on a FHyo) ® Fvg) = 3(Y(cpr1+»opr2» = F(ysm) = m*F(ys) (isomorphisme compatible
a 17 ). Sur l'image m(A) de la diagonale, le faisceau d'antiinvariants cherchés
est donc nul, tandis que sur le complément X = X'-m(p) , c'est le produit ten-

soriel de Fys) par ¢(P) , pour ¢ 1'unique caractére d'ordre 2 de {1,7},

et P le {l,7}-torseur sur X qu'est le revétement double induit par

Vl X V1 . On a
a a
2.1,.1 2
(7.17.1) Sym H_(V_,3(¥0)) = H (X,3(ys) ® ¢(P))
Calculons X s et ¢(P) Sur V1 X V1 posons X=X 0pr
3 M a a ’ 1 1 1 ’

= ' o= ' = = k' = ifi
Ky = X,0PT,, X) = X,0pr,, X, = X,0pr, . On a XX, = XX, =a Identifions
fonctions sur X' et fonctions sur X invariante par T . Soient Sl=xl+xi B

= ' = ! = ! = =
52 x2 + x2 s pl xlxl B p2 XZXZ . On a slp2 as2 s szp1 as1 et X
est défini dans X' par 8; #0 , Sy #0 . Sur X , on a donc Py = aslsg1 s

et (SI’SZ) identifie X 2 [ Gm . Sur X , le revétement P admet pour

équation Tz—slT + as s'1 (prendre pour T 1la coordonnée x., ). Si T = s t |,

172 1 1
: 2 -1 -1 -1 -1
cela se récrit t -t + as s, . On a donc g(P) = E(Y(asl Sy )) . Puisque
s =s;+s, ,ona F(ys) ® ¢(p) = 3(Y(s1+sz+asils£1) et le second membre de 7.17.1

s'identifie au premier membre de 7.17.

Remarque - Hi(Vi,&(Yc)) est aussi le premier groupe de cohomologie de la courbe

elliptique complétée de la courbe affine d'équation

2 -
A R
X1X2 = a H
son invariant modulaire est j = a2
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Remarque 7.18 - Pour ¥ un caractére multiplicatif de Fg , et a#0 , la
méthode de 7.14 s'applique 2 1'étude de la somme
S = E xﬁxO)Y(x0+..'+ xn)
K. X =2
[¢] n
(remplacer le faisceau JY¥) sur & par 3(yx.¥)) . On trouve encore une cohomo-

logie de dimension ntl , et TS; S;(n+l)qn/2

. De telles sommes ont &é& consi-
dérées par Salié et Mordell, (Mordell, Some exponential sums, Proc, Int, Conf. on

number theory, Moscow sept. 1971, p.30-34).
On peut espérer que nos méthodes permettent aussi d'étudier les sommes

Sk,ya - N(yma XY Trlx)

(k algdbre étale sur Fq , a¢€ mg , x caractére de k#¥) . L'analogue de 7.4

(pour a # 0 ) devrait &tre vrai,

7.19 - Le groupe symétrique gm agit sur /A" en respectant Va et 1'applica-
tion g , donc aussi le faisceau @H(Yo) , image réciproque par ¢ du faisceau
F(¥) sur Ea . I1 s'agit donc sur H2~1(V6,3(Yc)) . La formule 7.2.5 admet 1'in-

terprétation cohomologique suivante

Proposition 7.20 - L'action de 8n sur HZ"I(Va,E(Yc)) est la multiplication par

le caractére signe

Ceci revient a montrer qu'une transposition ¢ agit par multiplication
par -1 ., Puisque TZ =1 , v ne peut avoir pour valeur propres que +1 . Soit
Va/T le quotient de V_ pour {1d,v1 . L'application ¢ , donc le faisceau
F(¥o) , passent au quotient, et le sous-espace de H:vl(Va,g(Y)) fixe par T est

Hﬁ_l(vafw,3(Yc)) . I1 nous faut prouver que cette cohomologie est nulle.

Supposons que a ¥ 0 , Pour ¢ = (1,2) 1le quotient Va/T s'identifie
N n-2 . . .
a Ea X Em , avec pour application de passage au quotient
(xl’xz’x3""’xn) —_ (Xl + xz,x3,...,xn) . En effet, x, et x, sont déterminés
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a2 1l'ordre prés par X, + %, et xx, = a/XJ...Xn . En ces coordonnées
. T N - 4
(t,x3,...,xn) , le faisceau s'écrit B(Y(t+x3+...+xn)) = Fyv{)) ® 3(Y(x3+...+xn)).

La formule de Kunneth, et Hg(@a,S(Y)) = 0 , fournissent donc la nullité demandée.

Pour a = 0 , on peut déduire 7.20 du calcul 7,7

7.21 - Les sommes Kn a de ce paragraphe ont été étudiées par § . Sperber, dans

s
sa these, et dans (p-adic hypergeometric functioms I, II, 2 paraitre} par des mé-
thodes p-adiques inspirées de Dwork et de 1'article de Bombieri (on exponential sums

in finite fields, Ann, J. Math. 88 (1966)). Pour p # 2 , ces méthodes lui donnent
n-1_-1

la dépendance en q 7.5 1'équation fonctionnelle a = q Bi entre les va-

leurs propres de Frobenius pour les sommes K et K . si b= (-1)% a (c£.7.6),
s s

et la valeur 7.15 du produit des racines. Pour p > n+3 , il détermine de plus les

valuations p-adiques des racines, Le résultat est trés beau : si on range les racines
: ~1 ,
oy dans un ordre convenable, avec 0 < i «<mn , les a;9 sont des unités., Les

restrictions sur p mne sont sans doute pas essentielles.

229



Sommes trig. - 63 -

8. - Autres applications,

8.1 ~ L'identité 1.9.4 peut parfois &tre utilisée pour calculer le nombre de
points rationnels d'une variété algébrique sur EA . Dans la plupart des cas ol
un résultat exact a été obtenu, la cohomologie s'exprime en terme de cycles algé-
briques ; tel est le cas pour les surfaces rationnelles, les quadriques, les in-
tersections lisses de deux quadriques de dimension impaire, les variétés de dra-
peaux... Ce n'est toutefois pas toujours le cas ; dans le trés bel article de
Lusztig : "Coxeter orbits and eigenspaces of Frobenius (Inv. Math.,3 paraitre)",

les cycles algébriques n'apparaissent pas.

8.2 - Pour les groupes réductifs, la cohomologie peut se calculer en se rele-
vant en caractéristique O : si B est un sous-groupe de Borel de G , G est un
B-torseur sur G/B ; la cohomologie de la variété projective et lisse G/B est
invariante par spécialisation, et on utilise la suite spectrale de Leray de

G —> G/B pour prouver le méme résultat pour G . Elle s'exprime commodément

en terme du tore maximal T de G et de l'action du groupe de Weil W sur T
(pour la définition du tore maximal, cf. Bourbaki, Lie VIII §5 Rmg 2 ou {37 p.105).
C'est 1'algebre extérieure de sa partie primitive, qui cotncide 2 un décalage prds
avec le quotient I(H*(BG,QL)) de la cohomologie de BG formé des "&léments in-
décomposables'", et H*(BG,QL) = H*(BT,WL)W . Si X est le groupe des caractéres

de T , on a au total
H#(G,Q,) = A(I(Sym*(X ® «;&(-1))“’){-1})

Si G est défini sur un corps fini Fq R Gal(E/Eﬁ) agit sur X et cet iso-

morphisme est compatible 2 Galois. Passant de 12 2 la cohomologie 2 supports pro-
pres, on trouve les formules classiques pour le nombre de points rationnels de G
8i F# : X ——>X est défini par le morphisme de Frobenius F : T —>T , et

que degG(F) est le degré qdlmG de F:G—>G , ona

(8.2.1) 6o F )| = dego (@) dec(1-7*!,1(syme(x & ™))
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La méme formule vaut pour les groupes de Ree et de Suzuki ; ces groupes
sont de la forme GF (G réductif, F2 un Frobenius), et il suffit de vérifier
que la formule des traces de Lefschetz est vraie pour F agissant sur G ., 8i
B est un sous-groupe de Borel stable par F , on le vérifie directement pour F
agissant sur B , et pour l'action sur G/B , propre et lisse, on peut invoquer

les théorémes généraux,

8.3 - La formule des traces a été utilisée par Deligne-Lusztig [3], Kazhdan
[47 et Springer [6] dans 1'étude des représentations complexes des groupes finis
GO(Fq) , pour G0 réductif sur Fq . Les travaux de Kazhdan et Springer con-
tiennent des exemples admirables de comment la formule des traces permet le "pro-
longement analytique" d'une situation déployée & une situation non déployée (cf.

1.13).
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Théorémes de finitude en cohomologie f-adique

1. - Enoncé des théorémes,

Dans tout cet exposé, S sera un schéma noethérien et A un anneau noe-
thérien & gauche, de torsion annulé par un entier inversible sur S , Notre ré-

sultat principal est le suivant,

Théoréme 1.1 - On suppose S régulier de dimension O ou 1 . Soient

f : X=—>Y un morphisme de S-schémas de type fini et F un faisceau construc-

tible de A-modules & gauche sur X . Alors, les faisceaux le*g sont construc-

tibles.
La preuve sera donnée au paragraphe 2 et en 3.10.

Remarque 1,2 ~ En caractéristique O , ce résultat est moins général que SGA 4
XIX paragraphe 5, qui prouve la conclusion du théoréme pour tout morphisme de type
fini de schémas excellents de caractéristique O . La démonstration de SGA 4 XIX
utilise d'une part la résolution des singularités, d'autre part que les schémas
soient d'égale caractéristique (pour pouvoir déduire de la résolution le "théorime

de pureté&").

Remarque 1.3 - Nous dirons qu'un complexe K € ObD(X,A) est constructible si ses
faisceaux de cohomologie sontconstructibles et nous noterons avec un indice ¢ la
sous-catégorie de D(X,A) (ou D+,D',Db) formée des complexes constructibles,
Dans le langage des catégories dérivées, que nous utiliserons librement, 1.1 dit

+
que Rf, : D (X,A) —> D (Y,A) envoie D: dans D: . Explicitons

a) Pour K réduit 2 un faisceau % en degré 0 , on a ﬂlRf*K = le*E 5 1'énon-

cé dérivé implique donc le théoréme.

b) Dans 1'autre sens, on invoque la suite spectrale
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B2 = R P (0 = WP TRek

Parler le langage des catégories dérivées 2 1'avantage de remplacer par une
simple formule de transitivité R(fg)% = Rf,Rg, wune suite spectrale de Leray
Pd _ pPf R4 ptq
E, RYf R7g, == R"(fg),

Sous les hypotheses de 1,1, il résulte de SGA 4 X que Rf* est de dimension

- b
cohomologique finie. Cela permet ci-dessus de remplacer D+ par D,D ou D

1.4 - Les idées de la démonstration.

a) La dualité de Poincaré permet de traiter le cas ot X est lisse, 3 localement
constant, et Y =S . L'hypothése de dimension apparait pour calculer des RHom
sur S

b) On factorise f en gj : g propre et j plongement ouvert. On a Rf% = Rg*Rj*

le théoréme de finitude pour les morphismes propres contrdle Rg, . Dévissant, on
se raméne & supposer X lisse, & localement constant, f un plongement ouvert

et Y propre sur S

c) Une récurrence sur dim X (avec changement de § ) permet, grosso modo, de sup-
poser le théoréme vrai en dehors d'une partie de Y finie sur § . Notant
a:X—>8 et b:Y—>85 les morphismes structuraux, on montre alors que si
le théoréme était faux pour JF et Rf* , i1 le serait aussi pour JF et

Rb*Rf* = Ra* : contradiction.

Corollaire 1.5 - Sous les hypothéses du théoréme, les catégories D (X,a) et

DC(Y,A) sont transformées 1'une en 1'autre par les 4 opérations Rf* , RE, , f%,
| !
RE .
Rf* est traité ci-dessus, Rf, en SGA 4 XVII 5.3, f* est clair. Reste
!
Rf" . Le probléme est local, ce qui permet de supposer que f se factorise en

x>z —Esy (4 plongement fermé et g lisse, purement de dimension rela-

! ' 1t
tive n ). La dualité de Poincaré Rg K(n)[2n] et la transitivité Rf = Ri Rg
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nous raménent 2 prouver 1.5 pour i . Pour tout L € D(Z,A) , si j est 1l'in-
1
clusion dans Z de U = Z-X , i*Ri'L est le mapping cylinder de XK —> Rj*j%K

et 1.5 pour i résulte de 1,1 pour j .

Corollaire 1.6 - Soit X comme dans le théordme, et supposons A commutatif,

Alors, si F et ( sont des faisceaux constructibles de A-modules sur X , les

: - +
Cxtz(gx}) sont constructibles: RY¥om envoie DC(X,A) X DE(X,A) dans DC(X,A) .

Par dévissage de JF , on se raméne & supposer JF de la forme jlgl
(j : ¥ € =% un plongement localement fermé et 31 localement constant sur Y ).

On a alors
E
RYom(3, &G) = Rj, Hom(F ,R3 ')

d'aprés 1.3, nous sommes ramenés au cas ot & est localement constant - voire
constant puisque le probléme est local, Pour F localement constant constructible,
on a Nom(E,Q)X = Hom(&x,qx) , et de méme pour RMom ., Pour F constant, on
peut donc calculer les SXti 4 1'aide d'une résolution projective de type fini de
sa valeur constante, et les Eixti sont constructibles si G l'est - d'ou le

corollaire,

Remarque 1.7 - Puisque Rf% est de dimension cohomologique finie, il transforme
complexes de Tor-dimension finie (resp. < d) en complexes de Tor-dimension finie
(resp. < d) (SGA 4 XVII 5.2,11). SGA & XVIT 5.2.10 et la preuve de 1.5 montrent
alors que la Tor-dimension finie est stable par les 4 opérations Rf%, Rf',f%,Rf! .
Une variante de celle de 1.6 (dévisser K selon une partition de X pour suppo-
ser les faisceaux de cohomologie localement constants, puis se localiser pour rem-

placer K par un complexe fini de faisceaux localement libres de type fini) montre

alors que, pour A commutatif, R¥om induit

b b +
RYom : Dctf(X,A) X th(X,A) —— th(X,A)

(t.f. : tor-dimension finie),
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1.8 - Sous les hypothésesdu théoréme, la méme méthode nous permet de prouver un
théoréme de bidualité locale K ——> DDK (paragraphe 4). Nous prouvons aussi un
théoréme de finitude pour les faisceaux de cycles évanescents. Pour S quelconque,

on obtient encore un théoréme "générique”

Théoréme 1.9 - Seit F : X —> Y wun morphisme de S-schémas de type fini et JF un

faisceau constructible de A-modules sur X . Il existe un ouvert dense U ég S

tel que

. i . . o
(i) Au-dessus de U , les R £, sont constructibles, et nuls sauf un nombre fini

d'entre eux,

(ii) La formation des lexg est compatible a tout changement de base §' —3> UCS.

Pour § le spectre d'un corps, ona U=§ .

Si 8 est le spectre d'un corps, un argument de passage a la limite fournit
i s i . s
la compatibilité aux S-changements de base des R f, pour tout morphisme quasi-com~

pact quasi-séparé de S-schémas et tout faisceau &

Corollaire 1.10 - Soient X wun schéma de type fini sur k séparablement clos et

F un faisceau constructible de A-modules. Alors, les HI(X,g) sont de type fini.

C'est le cas particulier § = Spec(k) , Y =§

Corollaire 1,11 - Soient X et Y deux schémas de type fini sur k séparablement

clos et K € 0Ob DM(X,AO) , L € 0b D (Y,A) des complexes de faisceaux de modules

a droite et A gauche, La fléche de Kunneth

L L
RT(X,K) ® RT(Y,L) — RT(X ¥ Y, prik ® pr?‘L)

est un isomorphisme.

On procéde comme en SGA 4 XVII 5.4.3
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pr
XxY 1 X
l PT, a
Y b Spec(k)
changeant de base par b , on trouve que Rprz%per est DbM¥RT{(X,K) . On a alors

(cf SGA 4 XVII 5.2.11 et preuve)

L L
RT(X x Y,per ® pr?L) = RT(Y,Rpr (prTK ® pr;L)) =

23

L I L
= RT(Y,(Rprz%pr‘fK) ® L) = RT(Y,b*RT(X,K) ® L) = RT(X,K) @ RI(Y,L)

1.12 - Enfin, comme contre-partie locale de 1.9 (ii), nous prouverons un théo-

réme d'acyclicité locale générique (2.13).
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2.- Théor2nes génériques,

Dans ce paragraphe, nous prouvons 1.9 et le théoréme d'acyclicité locale
générique 2,13 . Pour prouver 1,9, on se raméne aussitdt & supposer S intégre.

Soit m son point générique.

2.1 ~ Nous commencerons par prouver 1,9 sous les hypothéses additionnelles sui-
vantes : X est lisse sur S , purement de dimension relative n , A= Z/m ,
& est localement constant et Y = 8§ . Soit 3F' = Hom(F,Z/m) . Nous allons mon-
trer que si les Rif!g' sont localement constants, les conclusions de 1.9 valent
pour U = § . Rappelons que si § est un faisceau localement constant construc-
tible, les Exti(Q,Q) se calculent fibre par fibre, et sont constructibles si G
1l'est. Rappelons aussi que Z/m est un Z/m-module injectif, et est le module

dualisant, de sorte que ¥ = R ¥om(3F',Z/m) . La dualité de Poincaré
!
RER Hom(K,Rf L) = R ¥om(Rf K,L)
!
pour K=3 , L=2Z/m , RfL=2%Z/m[2n](n) , fournit donc
RZn—l

£.3 = :dom(Rif’;}",Z/m) (-n) .

Le faisceau au second membre est localement constant, de formation compatible

a4 tout changement de base -d'oli 1'assertion.

2.2 - Prouvonms 1.9 sous les hypoth&ses additionnelles : X est lisse sur § ,

est localement constant et Y = §

a) Décomposant X en composantes connexes, on se raméne & supposer qu'il est pu-

rement d'une dimension relative n sur 8§

b) Décomposant A en produit, on se raméne A supposer que &mA =0 , avec 4
premier inversible sur S ; on filtre alors 3 par les Lk3 pour se ramener,
par la suite spectrale correspondante, au cas od 43 =0 . On peut alors remplacer

A par A/fA et supposer que fA = O
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c) Remplagant S par U convenable, on peut supposer qu'il existe un revétement
galoisien fini étale Xl/X , de groupe de Galois G , telle que 1'image réci-
proque 31 de F sur X1 soit un faisceau constant, de valeur constante F .

Notant f la projection de X sur § , on a alors

1 1

i i
R fl*E = (R°f *E/L )®Z

1 1 i

On dispose aussi de la suite spectrale de Hochschild-Serre (ou : de Leray pour le

recouvrement Xl/X)

P rY p+q
H'(G,RY,,3) => R £.3

D'aprés 2,1, on peut supposer, quitte a rétrécir U, que les Rif1*2/£ sont lo-~
calement constants, de formation compatible & tout changement de base. La méme
propriété vaut alors pour les Rif*ﬁ . Enfin, si ﬁ est un point géométrique lo-
calisé au point générique 1t de S , les Rif*g sont presque tous nuls, car

les (lewg)— = Hl(X—,S) le sont,
*%'n m
2.3 - Prouvons par récurrence sur n que

(*)n Les conclusions de 1.9 sont vraies lorsque dimX’ﬂ <n et que f est un plon-

gement ouvert d'image dense,

Pour n =0 , quitte 2 rétrécir S , ona X =Y : (*)0 est évident.

Supposons (*)n_1 , et prouvons (*)rl . Dans (*)n-l , on peut remplacer "plon-

gement ouvert" par "plongement'" comme on le voit en factorisant en plongement ou-

vert et plongement fermé.

Lemme 2.4 - Quitte 3 rétrécir S , les conclusions de 1.9 valent au-dessus de

Y' Y , le complément Yl de Y’ étant fini sur S

L'assertion est locale sur Y , qu'on peut supposer affine : Y c Ag

L'hyptohése de récurrence (*)n_ s'applique a

1
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pri

11 existe donc pour chaque i wun ouvert dense Ui de Aé tel que les conclu-

sions de 1.9 valent au-dessus de prgl(Ui) ; elle valent au-dessus de la réunion
1

des pr; (Ui} , et 2.4 en résulte,
2.6 ~ Prouvons (*)n pour X lisse sur § et F localement constant sur X
Le probléme étant local sur Y , on peut supposer Y affine, puis projectif

(remplacer Y par son adhérence dans un espace projectif). Soient i : Yy —>yY

et j : Y' —>Y garantis par 2.4,

£ .
X< >N = Y
1
a
1
S
quitte & rétrécir S , on sait que jJ*Rf F est constructible, de formation com-

patible & tout changement de base en § ; on sait aussi que Ra,J = Rb*Rf*S est

constructible, de formation compatible & tout changement de base.
Appliquons Rb, au triangle défini par la suite exacte

1) 0 —> j " F—> RETF —> i, i¥REF—> 0

on obtient un triangle

(2)  ——>Rb,j J*REF —> Ra, F —> b I#RE T —>

dans lequel les deux premiers termes sont comnstructibles, de formation compatible
4 tout changement de base en S (pour le ler, d'aprgs le théor2me de finitude pour
le morphisme propre b). Il en va donc de méme pour le troisidme. Puisque b1 est

fini, on en déduit que i*Rf%E est constructible de formation compatible a tout

changement de Base en S , et de méme pour Rf, 3 par (1).
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2.7 - Prouvons (*)n en général. On commence par se ramener au cas ol dans X
existe un ouvert dense V 1lisse sur S . Pour S spectre d'un corps parfait, il
(et Y par Y

suffit de remplacer X par Xre ) . En général, il faut rape-

d red
tisser S , faire un changement de base fini radiciel et surjectif §' —>§ ,
et remplacer X et Y par Xred et Yred La topologie étale étant insensible

aux morphismes finis radiciels et surjectifs, ceci est innocent. Quitte a rétrécir

V , on peut supposer &F localement constant sur V

y 1 X Y

Définissons A par le triangle

(1) — > ——> Rj j*F ——> p —>

¥

Les faisceaux de cohomologie de A sont A support dans X-V , et dim(X—V)Tf n
L'hypothése de récurrence permet donc de supposer que Rf¥A est constructible.

Appliquons Rf¥ au triangle (1) ; on trouve un triangle

—> REF ——> R(£]) j*F RE, A

dans lequel deux des sommets sont constructibles de formation compatible 2 tout

changement de base en S . Le troisiéme l'est donc également.

2.8 - Prouvons 1.9, Le probléme est local sur Y , qu'on peut supposer affine,
Prenant un recouvrement affine de X et invoquant sa suite spectrale de Leray,
on se raméne & avoir X également affine. Tout ceci pour assurer qu'on puisse
factoriser f en un plongement ouvert suivi d'un morphisme propre : f = gj |,
d'ot Rf* = Rg*Rj* . Le plongement ouvert est justiciable d'un (%) , le mor-

n

phisme propre du théoréme de finitude.
Les corollaires suivants se prouvent comme au paragraphe 1.

Corollaire 2.9 - Sous les hypothéses du théoréme, pour K dans DE(X,A) ou

b . . . .
DC(Y,A) respectivement, il existe un ouvert non vide U de S au-dessus duquel

1
Rf K , Rf K, %R, Rf K  soient dans DS(Y,A) ou DE(X,A) , et de formation
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compatible & tout changement de base §' —= UcC S ,

Corollaire 2,10 - Soit X comme dans le théordme, et supposons A commutatif.

Alors, si & et ( sont des faisceaux conmstructibles de A-modules sur X ,

i :
au-dessus d'un ouvert dense U de § les €xt (FG) sont encore constructibles,
— [t A

de formation compatible & tout changement de base §' —>UcC § .

2.11 - 8i x est un point géométrique d'un schéma X , nous noterons XX
1'henselisé strict de X en x . Pour f : X —> S et t un point géométrique
de S , nous noterons Xt la fibre géométrique de X en t ., Enfin, pour x

(X ). est

un point géométrique de X , et t wun point géométrique de Sf(x) s <t

la fibre en t ,de XX —_— sf(x)

Définition 2.12 - Sojent f : X ——>S et K € Ob D+(X,A) . On dit que f est

localement acycliqpe en x , rel. K , si pour tout point géométrique t de Sf(x)
ona K, = RT(XX,K) = R‘“(XX t,K> . On dit que f est localement acyclique,

rel. K , si c'est vrai pour tout x , et universellement localement acyclique,

rel. K , si cela reste vrai aprés tout changement de base §' ——> §

Théoréme 2.13 - Soit f : X —— S un morphisme de type fini et ¥ constructible

sur X . Il existe un ouvert dense U de S au-dessus duquel f est universel-

lement localement acyclique, rel. 3

Nous admettrons le résultat suivant, prouvé dans l'appendice.

Lemme 2.14 - Soit X ——£€> 5, —L> S, . 8L g est lisse, et f universellement

localement acyclique rel. K , alors gf 1'est aussi.
On se raméne a supposer S intdgre, de point générique 1 , et on pro-
céde par récurrence sur dim Xn . On commence par déduire de 1'hypotheése de ré-

currence que

(A) Quitte & rétrécir S , il existe T c X , fini sur S , tel que f soit

universellement localement acyclique en dehors de T
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Cette question étant locale, on se localise sur X et on factorise f en
X ——> Aé ——> S . L'hypothése de récurrence s'applique 2 u et on conclut

par 2.14 et les arguments habituels.

Pour prouver le théoréme, on peut supposer X propre, puisque le probléme
est local, On rétrécit S pour que les le¥3 soient localement constants et

que (A) soit applicable, et on utilise le lemme suivant,

Lemme 2.15 - Soient f : X —> S , propre, et & constructible, On suppose que

i A
les R f*g sont localement constants et que, en dehors de T c X fini sur § ,

f soit localement acyclique rel. & & . Alors, f est localement acyclique

rel. a &

Soient s wun point géométrique de S , Ss le localisé strict de S en s

et t un point géométrique de SS . Soient X(S) 1'image réciproque de X sur

S , j : X —>%X% et i : X “—=>X
t (s) s

s Notant encore F 1'image réci-

(s)
proque de & sur X(S) ou Xt , 11 faut prouver que i%*JF = i*Rj%E . Soit
A le mapping cylinder de cette application. Ses faisceaux de cohomologie sont a
support dans TS . Pour prouver que A =0 , il suffit donc de prouver que
RT(XS,A) =0 . C'est 12 le mapping cylinder de (Rf*&')S = RT(XS,i*E) _
Rr(xs,i**Rﬁ*&’) = Rr(x(s),m’*s) = RP(X,® = (Rf,F . Ce morphisme de spéciali-

sation est par hypothése un isomorphisme, et A = O

Corollaire 2.16 - Pour S le spectre d'un corps, tout S-schéma X est universel-

lement localement acyclique, rel. K , guel que soit K € 0b D+(X,A)

Se déduit de 2.13 par passage a la limite (possible, car U de 2.13 est

toujours égal a S
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3., - Preuve de 1.1 et constructibilité des faisceaux de cycles évanescents.

3.1 - Soit S wun trait strictement local (le spectre d'un anneau de valuation
discrete hensélien & corps résiduel séparablement clos). On note s et mn ses

points fermé et générique, et a un point géométrique localisé en 1 (une cld-

ture séparable de k(rn)) . Soient X sur S et 3 un faisceau sur Xn . Rap-
pelons la définition des faisceaux de cycles évanescents leﬂ($) (des faisceaux
sur Xs , munis d'une action de Gal{r/m)) . Soient 1 : XS G X,

j: X =—>X , et j le composé X- —>X “—>X ; on a
n n n

R'y () = ' G

Voici le théoréme principal de ce numéro. Il améliore SGA 7 XIII 2.3.1,

2.4.2,

Théoréme 3.2 - On suppose X de type fini sur S et F constructible. Alors, les

. . i -
faigceaux de cycles évanescents R ?n(g) sont constructibles.

On procéde par récurrence sur la dimension n de Xn . On peut par ailleurs
supposer - et on suppose - X _ dense dans X (remplacer X par iﬂ ne change
i . R . -
pas les R'Y , qui sont & support dans Xn )

Lemme 3.3 - Si 3,2 est vrai en dimension de Xn <n , et que dim Xn =n , il

. : . i
existe des sous-faisceaux constructibles Qi des R wnig) tels que les supports

des sections locales de RlYn(E)/Qi soient finis.

Soit s'

un point générique géométrique de la droite affine sur s , et
soit S' le localisé strict en s' de la droite affine Aé sur 8§ . C'est

encore un trait strictement local, et les uniformisantes pour S sont des uni-

formisantes pour 8§'
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n' —> spec(k")
S

(8,m,8)

(8',n",s")

nt‘

Soit k' = k(%)gk(ﬂ)k(n‘) . Si § est le normalisé de S dans 17 , k' est le
corps des fractions du localisé strict de /Aé en s' ; c'est donc un corps, et
Gal(w/m) = Gal(k'/n') . Soit m' le spectre d'une cldture algébrique de k'

Le groupe de Galois P = Gal(n'/k') est un pro-p-groupe, pour p 1'exposant carac-

téristique de k(s)

Lemme 3.4 ~ Pour tout schéma X' sur S8' , et tout faisceau F sur X;] = X;], R

on a entre les faisceaux de cycles évanescents pour X'/8' et pour X'/S la re-
P

i i
lati RY (3 =RrRY ,(H
ation n T]'

Le diagramme suivant compare les morphismes utilisés dans la définition de

Ry pour X'/S' et X'/S

1
n

S
2N

X-, X

m ///7
\"\X X _,Spec(k')

n'n
!
n

et le lemme résulte de la suite spectrale de Hochschild-Serre, compte tenu de ce

que P est un pro-p-groupe, avec p 1inversible dans A

Prouvons 3.3. La question est locale ; ceci permet de supposer X affine ,
A

X <:/Ag .Soient f 1'une des projection X C /Ag — /AlS , X' le "localisé

XX/AI 8' de X , et F 1l'image inverse de F sur X'
S
F sur X! —————— 5 g

| |

F sur X /AS S
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wrly (@ = rly () =iy L (3)F
gl n n

ce faisceau est constructible, car 1'hypoth&se de récurrence s'applique 2 X'/S'

et on utilise le lemme suivant appliqué 2 XS < A: et aux faisceaux de cycles

évanescents,

Lemme 3.5 - Soient A" l'espace affine type de dimension = sur un corps k ,

Xc mp , & un faisceau de A-modules sur X et 7 un point générique géométri-
1 . Pry 1
que de A . Soient Xa i la fibre générique géométrique de X C At —=> A
el
et &= ., la restrictionde F a X- . . 8i les & . sont constructibles, il
- i P - "1l

existe & < F , constructible, tel que les sections

locales de 3J/3F' soient a

support fini.

Par passage a la limite, pour chaque 1

a) Il existe un voisinage étale U de 7 et un faisceau constructible ¥ sur

X, . =X U d icti — ! -
U,i XA},pri e restriction 3ﬂ:i a Xﬂ’i

b) Pour U convenable, 1'isomorphisme ﬁa i -

u H—=>F . ot F . est 1l'image réciproque de
U,i U,i

&= . provient de
1

& sur XU,i . Soit

o XU . —> X ., Le morphisme u définit v, o o —> 3 , d'image Ei

,i
On a (3/3{)% i = O et on prend pour ZF 1la somme des 3%
3.6 - Prouvons 3.2 en dimension n . On peut supposer X affine ( car le probléme

est local sur Xs ), puis projectif sur S (prendre
plongement projectif). On a alors une suite spectrale
spectrale de Leray pour 3 , compte tenu du théoréme

le morphisme propre X —> 5§ ),

(1) 29 = WPx Ry () = wPHUx-,B)
st ¥ 7
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Soit Qq c wan(s) comme en 3.3, et soit ¥ 1e faisceau quotient, On a
Hl(Xs,Hg) =0 pour i # 0 , et pour que Hl , donc Rq?n(g) soit constructible,

il suffit que HO(XS,Mq) soit de type fini.

Calculons (1) modulo modules de type fini (i.e. dans la catégorie quotient
de celle des A-modules par la sous-catégorie &paisse des A-modules de type fini).
La suite exacte longue de cohomologie déduite de

0 —=> gl — waﬂ(g) — > — > 0 fournit, par 1.10 appliqué a G¥

que qu N'Hp(XS,Riq) . En particulier, qu
qu ~ Hq(Xa,ﬁ) ~ 0 , et ceci achdve la démonstration,

~Q pour p#0 ,

Des arguments paralléles fournissent le résultat suivant, qui améliore

SGA 7 XIIT 2.1.12 , 2.4.2 .

Proposition 3.7 - La formation des faisceaux de cycles évanescents est compatible

aux changements de traits.

Soient g : (8',n',s8') —> (S,7,s) un morphisme (surjectif) de traits

strictement locaux, X/§ , & sur Xn , de torsion premier a la caractéristique
résiduelle et (X',3') leurs images réciproques sur S' . Notant encore g les
morphismes paralléles 2 g , tels Xé, —_— XS , i1 faut prouver que

(3.7.1) g*R‘i’n(W — RY, (3

Ce morphisme est défini par le diagramme commutatif

31

XI, <. i X’ J_ XI '
s » n
lg lg g
o — X ] X-
s n

Un passage 2 la limite raméne 2 supposer X de type fini sur S , et on
procéde par récurrence sur dim X . La question étant locale, on peut supposer
X affine, puis projectif. Supposons (3.7.1) pour dim Xﬂ <n . Pour dim Xn =n
il résulte alors des deux assertions suivantes, ot A est le mapping cylinder de

(3.7.1) .
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(A) Le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de A est fini.
(B) RT(XS,A) =0 , donc A=0 , d'aprés (A).

3.8 - La preuve de (A) est paralldle & celle de 3,3 . On se localise sur X et on
considére des applications X —> ﬂé ; notant S(x) 1'hensélisé strict de Aé

au point générique de la fibre spéciale, on applique 1'hypothése de récurrence 2
Xl/S(x) (Xl =X X pl S(x)) et a §(x) . Prenant les invariants par un pro-p-groupe,
on trouve que A est nul sur la fibre générique géométrique de XS. — Ai,

Ceci étant vrai, localement sur X et pour toute projection, omn a (A)
3.9 - Pour (B), la propreté de X sur S assure que

] — |
RI‘(XSUR‘i’n‘(I}')) = Rr(xa.,ﬁ')
et

RT(X ,Ry ( = -,
T( s Yn ) Rr(xn Y

On a RT(XS,RYn(E)) — Rf(Xé,,g*RYn(E)) (invariance par changement de corps
séparablement clos de base) ; RT(Xé,,A) est donc le mapping cylinder de

RT(Xﬁ,S) E—— RT(X;,,&') , un isomorphisme par le méme théoréme d'invariance.

3.10 - Prouvons 1.1, On se raméne & supposer S connexe, donc integre. Si

dim 8§ = 0 , (8 spectre d'un corps); on applique 1.9, 1.10 . Si S est de dimen-
sion 1, le théoréme 1.9 assure que les Rif*K sont constructible au-dessus du com-
plément d'un ensemble fini T de points de S . Il reste & voir que leur restric-
tion aux Yt(t € T) sont constructibles. Il suffit de le voir aprads localisation
en t : on peut supposer que S est un trait strictement local. Le cas essentiel

est le suivant,

Lemme 3.11 - Soient X de type fini sur $§ , j : Xﬂ C—>X ,1i: Xs‘;———> X
et & constructible sur Xﬂ . Alors, 1i¥Rj,F est constructible,

Soit I = Gal(m/m) Lle groupe d'inertie. On sait que c'est une extension de

A
Zp,(l) par un pro-p-groupe P (p exposant caractéristique du corps résiduel).
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La suite spectrale de Hochschild-Serre donne
5 = W Rl (@) = =7

A
Soit RE = Rq‘yn(:})P (t pour modéré). Si ¢ est un générateur de Zp,(l) , on

a E(Z)q = Ker(g - l,Rz) s gld = coker(g - 1, RE) et qu =0 pour p # 0,1 .

2
Ces faisceaux sont constructibles, puisque les faisceaux de cycles évanescents le

sont, et 3.11 en résulte

3.12 - Traitons le cas général, § étant toujours un trait strictement hensélien.
8i X = Xﬂ , £ est le composé X ——> Y'ﬂ ——> Y et on applique 1.9 et 3.11 .
Dans le cas général, soit j : chmé X et soit A le mapping cylinder de

F —> Rj,J*¥¥ . Ses faisceaux de cohomologie sont & support dans XS ; d'apres
1.9 appliqué a XS — YS, Rf*A est donc constructible, Le complexe

RE R}, J#F = R(£)) j*F° 1'est également, et on conclut par le triangle

Rf*g Rf%Rj %j *3F RE%A "
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4. - Bidualité locale.

4.1 - Soit S régulier de dimension O ou 1 et posons KS = A (faisceau cons-
tant de valeur A). Pour K € 0Ob D (S A) , on pose DK = RHOm(K,KS) € 0b D+(S,AO)
(un complexe de faisceaux de A-modules & droites). On a encore

DK € 0b D (S %) , et un calcul explicite, possible car § est de dimension 1

montre que K ———> DDK (pour A = Z/n , Dualité 1.4).

4.2 - On supposera que A est commutatif, hypothése sans doute inutile. Pour
1

a : X —>5 de type fini sur S , on pose KX = Ra‘K . Pour

K € 0b D (S A} , on pose DK = R Hom(K, KX) € Ob D (X A) . Notre résultat

principal est le suivant
Théoréme 4.3 - On a K ——> DDK (K € Ob D A
Lemme 4.4 - Si a est propre, on a Ra.K — Ra, DDK
La dualité de Poincaré
! -
Ra,R Hom(K,Ra KS> =R )ﬂom(Ra'K,KS)

nous fournit un isomorphisme Ra,D = DRa, = DRa* . Le lemme résulte de la commu-

tativité du diagramme (Dualité , 1.2)

Ra K Ra*DDK

$ §

DDRa K DRa DK ,

4.5 - On voit par localisation qu'il suffit de traiter les cas oli § est spectre
d'un corps, oy un trait. Pour S spectre d'un corps, on procé&de par récurrence
sur dim X . Le probléme étant local, on peut supposer X propre. Par ailleurs,
1'hypothése de récurrence assure, par les arguments habituels, que le mapping cy-
linder A de X —> DDK a des faisceaux de cohomologie en gratte-ciel. Le lemme

assure alors que Ra,A =0 , donc que A=0 .,
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- 19 - Th. finitude

4.6 - Pour S un trait, on sait déja que 4.3 vaut sur la fibre générique (4.5).
On peut aussi supposer X propre sur § et on procéde par récurrence sur dim XS 5
X opropre sur S . Le mapping cylinder A a encore des faisceaux de cohomologie

en gratte ciel, sur XS , et on conclut comme plus haut.

4.7 - Supposons que A = Z/m . On a alors une variante de la théorie précédente,
en prenant K quelconque dans DE(X,A) . Le complexe Ra!Z/m est de dimension
injective finie (SGA 4 XVIII 3.1.7). Ceci assure que DK est encore dans
DE(X,A) . Pour prouver la bidualité locale sur S , on utilise que Z/m est

le Z/m-module dualisant. Ensuite, on procéde comme ci-devant,
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Appendice

par L. Illusie

Dans cet appendice, qui reprend certaines parties de feu SGA 5 II, et
une lettre de P, Deligne 2 l'auteur, nous prouvons ([Th. finitude] 2,14) ainsi que

diverses généralisations et variantes des théorémes de spécialisation (SGA 4 XVI 2.1)

et ([Arcata] Vv 1.7).

Les schémas et morphismes considérés seront supposés quasi-compacts et
quasi-séparés, Si X est un schéma et x un point géométrique de X , on notera

X(x) le localisé strict de X en x ,

On fixe un schéma de base § et un faisceau d'anneaux A sur S (non
nécessalrement commutatif ni noethérien), Si X est un S-schéma, on écrira D(X)

pour D(X,AX) .

1. Propreté cohomologique.

Proposition 1.1. Soient £ : X = Y un S-morphisme et E € ob vt .

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) La formation de RfyE commute 3 tout changement de base fini

§' = s,

(i1) La formation de Rf,E commute & tout changement de base quasi-fini

(ou limite projective de morphismes quasi-finis) 8' = S ,

(iii) Pour toute fldche de spécialisation 1 : t = S(s) ([Arcata] V 1.2},

si 1'on désigne par S le normalisé dans k(t) du schéma intigre adhérence de

1(t) dans S(s) (d'aprés (EGA IV 6.15.5, 18.5,11, 18,8,16) S5 est donc local

intégre, de point fermé radiciel sur s), f : X » ¥ le morphisme déduit de f par

le changement de base § = § , fS H XS - YS la fibre de f en s , alors la fléche

de changement de base

R, B|R)) |Y = REL(B[X)

est un isomorphisme.
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L'équivalence de (i) et (ii) résulte du théoréme principal de Zariski,
et il est clair que (ii) implique (iii). Prouvons que (iii) implique (ii). Pour
tout S' =2 S5, limite projective de morphismes quasi-finis, et tout point géo-

métrique s de 8', notons C(S', s) le cbne de la fldche de changement de base

RELE[X N, » RELE[X)

e s
ot f' : X' » ¥Y' est le morphisme déduit de f par le changement de base S' = §
et fS PX Y la fibre de f en s . Il s'agit de prouver que, pour tout

(8', s) comme ci~dessus, C{S', s) est acyclique, On va montrer, par récurrence

sur N , que HiC(S',s) =0 pour i €N , Par le Main Theorem, passage a la limite,
et nettoyage de morphismes radiciels, on peut supposer que S et §' sont stricte-
ment locaux, S! int2gre, de point fermé s, S' 2 S fini, Solent t wun point géo-
métrique générique de S' , et § le normalisé de S' dans k(t) . Soit S, le

3 5 nthy 0,

schéma simplicial cosquelette de § = S’(§0 =58,...,8 = (8/s")

X, = X X.5., g : X. » X' la projection canonique, Posons Gix’ = G' ., Le bicom-
plexe g.*g.*G' , de colonnes les gn*gn*G} est une résolution de G'

(SGA 4 VIII 8)., On peut donc représenter C(8', s) par un bicomplexe dont les co-
lonnes s'identifient aux C(§n,s) . Dlapres (iii), C(§O,s) = ¢(8,s) est acyclique,
D'autre part, pour n >0 , on a HiC(§n,s) =0 pour 1 £ N par l'hypothése de

récurrence, On en conclut que ch(S',s) =0 pour i €N+l , ce qui achéve la dé-

monstration,

Remarques 1,2, Soit (f,E) vérifiant la condition (i) de 1.1,
a) 8i E € ob Db(X) , et £, est de dimension cohomologique finie, alors,
pour tout F € ob D (S, 4% , la flache canonique

L L
¢ Rfy (B) ®,q*F + RE, (E ®,p¥F)

ot p:X~= S, q:Y~= S sont les projections, est un isomorphisme.

Méme conclusion avec E € ob D (X) .

Par dévissage, 1l suffit en effet de vérifier l'assertion pour F de la

forme i,A ave¢c i : S§' 2 S quasi-fini, Par le Main Theorem, on se raméne &

gt

supposer 1 fini, la conclusion équivaut alors a la commutation de Rfy(E) au

253



changement de base par 1 .
b) On suppose A noethérien, constructible, Alors, pour tout
b
F € ob D'(S, A®) , constructible et de tor-dimension finie, la fldche (¥) ci-dessus

est un isomorphisme,

On se ram2ne en effet, par dévissage, au cas ot F est de la forme iEM s
avec i : S' = S localement fermé, A localement constant sur S' , M construct-
ible, de tor-dimension finie, et i cohomologie localement constante sur S' .
Changeant de base de S 2 S' , on est donc ramené au cas o F est parfait
(SGA 6 I), donc finalement, par localisation et dévissage, au cas oi F = A , pour

lequel 1la conclusion est triviale,

1,3, Soient f : X Y un S-morphisme, et E € ob p*(x) . Nous dirons que (£,E)

est cohomologiquement propre rel, 2 S si la formation de Rf E commute & tout

changement de base S' =2 S , Il revient au méme de dire qu'aprés tout changement de
base S' = S, la formation de RfJE' (ou f' =f XSS‘ , E' = image inverse de E
sur X XSS') commute i tout changement de base fini 8" = S' (cf. (SGA 4 XII 6.1)).
Voici quelques exemples de propreté cohomologique (pour une étude de la notion ana-

logue pour les faisceaux d'enmsembles ou de groupes non commutatifs, le lecteur se

reportera a (SGA 1 XIII)).

1.3.1. On suppose A de torsion et £ propre. Alors, pour tout E € ob D+(X} ,
(£,E) est cohomologiquement propre rel, 3 8 (théor2me de changement de base

propre, (SGA 4 XII 5,1)).

1.3.2. On suppose S fini, X et Y de type fini sur S , et A annulé par un
entier inversible sur S . Alors, pour tout E € ob pT(x) , (£,E) est cohomolo-

giquement propre rel, 3 § ([Th. finitude] 1.9).

1,.3.3, On suppose A constant, noethérien, annulé par un entier n inversible
sur S, £f: X=Y-D=Y 1l'inclusion du complément d'un diviseur D sur Y , &
croisements normaux rel, 2 S (SGA 1 XIII 2,1). Soit E wun faisceau de A-modules

sur X vérifiant 1'une des conditions suivantes:
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A4

(1) E est localement constant constructible et modérément ramifié le
long de D ;

(1i) E est localement pour la topologie étale sur Y et sur S 1'image
inverse d'un faisceau de A-modules sur S ,
Alors (f,E) est cohomologiquement propre rel, & § , et Rf,E est constructible

(comparer avec (SGA 1 XITII 2.4)).

Esquissons la démonstration dans le cas (i), La question est locale au

voisinage d'un point y de Y . On peut supposer D somme de diviseurs lisses,

m

D= Z Di . En vertu du lemme d'Abhyankar relatif (SGA 1 XIII 5,5), on peut, au
1=1 -

voisinage de vy , trivialiser E par un revétement fini Y = Y de la forme

n
T

T

~

n
- 1 N P .
Y = YETl,.,.,Tr:S/(Tl “tys.ee T - tr) , ot les t; sont des équations locales

des diviseurs lisses passant par y , et les 0y des entiers premiers a la car,

de k(y) . L'image inverse D de D dans Y est encore A croisements normaux

v

rel, a S, et si g : X ="‘; - 5 - X est la projection, g*E est constant. Comme
E s'injecte dans g.g*E et que le quotient est modérément ramifié, un dévissage
facile raméne au cas oiu E est constant, Notons p : X= S, ¢ : Y= S les pro-

jections, et, pour 1 $ i 1 , fi H Y-Di - D 1l'inclusion canonique. Du théoréme
de pureté relatif (SGA 4 XVI 3.7) on déduit aisément, par récurrence sur m , que,

pour tout A-Module localement constant M sur § , la fléche canonique
L

(1.3.3.1) RE(Z/n) ® q*M = RE, (p¥M)

est un isomorphisme, et que d'autre part on a:

(1.3.3.2) £x(Z/m) =Z/n

lei*( Z/n) = (ZZ/n)(—l)D , un isomorphisme canonique
i

étant donné par la classe fondamentale cl(D,) ({Cycle] 2,1.4),
qui%(z/n) =0 pour q > 1,

L
REG(Z/n) = @ REL(Z/n) , i.e.:

1%

Rle (z/m)= & (z/mGD,
i=1 i

MRV (Z/n) T R*E.(Z/n)
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La conclusion de 1,3,3, dans le cas (i), résulte donc de 1,3,3.1 et 1,3,3.2, Dans
le cas (ii), on se ramdne, par passage 2 la limite, au cas ot E = p¥M , avec M

constructible, puis, par dévissage et changement de base (utilisant (i)), au cas

M constant, déja traité,

11 découle de la démonstration précédente que 1,3,3.1 est un isomorphisme

pour tout M € ob b7 (s) .

On comparera les formules 1.3,3.2 aux formules analogues en cohomologie
entidre dans le cas S = Spec(@) (voir par exemple ([2] 3.1)), qui résultent de
ce que, localement pour la topologie classique, le complément de D a le type

d'homotopie d'un tore,

Par passage 23 la limite, on déduit de 1,3.3.2 des formules similaires
en cohomologie 4-adique,.i.e, avec Z/n remplacé par z, (4, un nombre premier
inversible sur S ). Supposons q : Y = S propre et lisse, Il découle alors des

conjectures de Weil ([3],[4]) que la suite spectrale de Leray

i _ o1, o3 3
EZ = RTquR f*ZL = R*P-:L-Z,@

dégénére en E, modulo torsion ([1] §6). Le méme phénoméne se produit en cohomologie

3

entiere dans le cas S = Spec(@) , voir (loc. cit.) et ([2] 3.2.13).

2. Spécialisation et cospécialisgation.

Soient £ :X-S et E€ ob D (X)

2.1, Supposons que la formation de Rf,E commute & tout changement de base fini.
Pour toute spécialisation u : t = S(s) de points géométriques de S , on définit

alors une fléche, dite fléche de spécialisation ,

(2.1.1) sp(u) @ RT(X,E|X ) = RU(XLE|X)

de la manidre suivante, Soient, comme en 1,1,3, S le normalisé dans k(t) de
1'adhérence de u(t) dans S(s) , et f : X= § 1le morphisme déduit de £ par
le changement de base S = S . D'aprés la partie triviale (i) = (iii) de 1.1, 1la
fleche de changement de base
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2.1, X,E|X) (= RE,(E|X
(2.1.2) RD(XE|R) (= REL(E|R) | = RD(X,E|X)
est un isomorphisme, On définit 2.1.1 comme composée de 1l'inverse de 2.1.2 et de la

fléche de restriction

(2.1.3) ROKE[XD) » ROKLE|XD)

2.2, Supposons que f soit localement acyclique rel, a2 E ([Th, finitude] 2.12).
Pour toute spécialisation u : t = S(s) de points géométriques de S , on définit

alors une fléche, dite flache de cospécialisation,

(2.2.1) cosp(u) : RU(X_,E|{X) = RT(K_,E{X)

définie de la mani2re suivante, Soient g : - X, g': X=X les fléches ca-

noniques. Il ddcoule de 1'hypoth&se d'acyclicité locale que la fléche canonique

(2.2.2) Rgt(E]X) = Rg (E|X)

est un isomorphisme, En effet, on peut supposer S strictement local, intégre,

de point fermé s , t étant un point géométrique générique., Calculons la fibre de
2.2.2 en un point géométrique x de X , d'image y dans S . Quitte a remplacer
S par le localisé strict de S en y , on peut supposer que y = s , Comme §= 5
est limite projective de morphismes finis, et radiciel en s , on trouve que
Rgi(E|[R) = E_ et que la fibre de 2.2.2 en x s'identifie 2 la restriction
E = RU(X(x),E) = RT(X(x)t,E\X(x)t) , laquelle est un isomorphisme par hypothese,
Appliquant RIMX, -) 2 2.2.2, on en déduit que la fléche de restriction 2.1,3 est

un isomorphisme. On définit 2,2.1 comme composée de 1'inverse de 2.1.3 et de la

flache de changement de base 2,1,2,

]
2.3, Si s" —2> s' —~> s sont des flaches de spécialisation de points géo-
métriques de $ , on vérifie que l'on a
sp(u')sp(u") = spluu') ,

cosp(u)cosp(u') = cosp(uu') ,

chaque fois que les deux membres sont définis.
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2.4, Supposons que la formation de Rf E commute 3 tout changement de base fini,
et que f soit localement acyclique rel, 2 E . Il découle des définitions que,
pour toute spécialisation u : t = S(s) de points géométriques de S ; les fléches

sp{u) et cosp{u) sont des isomorphismes, inverses l'un de l'autre,

Les hypothéses précédentes sont vérifiées notamment lorsque A est
noethérien, annulé par un entier n inversible sur S , f propre et lisse, et E
2 cohomologie localement constante {(propreté cohomologique des morphismes propres
(1.3), et locale acyclicité des morphismes lisses (SGA & XV)). On retrouve le

"théorame de spécialisation” (SGA 4 XVI 2.1).

D'autre part, 1,1 a la conséquence suivante:

Proposition 2.5, Supposons que f soit localement acyclique relativement & E ,

et que, pour toute spécialisation u : t = S{s) , la fleche de cospécialisation

cosp(u) soit un isomorphisme, Alors la formation de Rf,E commute & tout change-

ment de base fini,

Compte tenu de 2.4, 2.5 généralise ([Arcata] V 1.7).

Corollaire 2.6, Supposons que f soit localement acyclique rel. 3 E . Soit x

un point géométrique de X , d'image s dans S , notons f(x) : X(x) -+ S{(s) le

morphisme induit par £ . Alors la formation de Rf(x)%(ElX(x)) commute 2 tout

changement de base fini S' = S(s) .

I1 suffit, d'apreés 2.5, de vérifier que les fleches de cospécialisation
pour (f(x),E‘X(x)) sont des isomorphismes. Par transitivité des fléches de co-
spécialisation (2.3), il suffit de montrer que, si u : t = 5(s) est une spécilali-
sation, alors cosp{u) : RT(X(x)t,E&X(x)t) - RT(X(X)S,EXX(X)S) est un isomorphisme.
Mais, comme s est fermé dans S(s), X(x)S est strictement local de point fermé x ,
RT(X(X)S,ElX(x)S) =B, et cosp{u) est un isomorphisme, inverse de 1'isomorphisme

de restriction E = RT(X(X)t,E‘X(x)t)
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Corollaire 2,7, Soient £ : X = Y un S-morphisme, p : X2 8§, q:Y=+S les

projections, et E € ob phx) . On suppose A localement constant, f localement

acyclique rel, 3 E , et q localement acyclique en tout point géométrique y de

Y rel, a tout faisceau localement constant au voisinage de y , Alors p est lo-

calement acyclique rel, 3 E ,

Soient x un point géométrique de X , d'images y et s dans Y et
S, t = S(s) une spécialisation, f(x) : X(x) @ Y(y) le morphisme induit par £
I1 s'agit de montrer que la restriction

) B, = RO LE[XGO) )

est un isomorphisme, On peut supposer A constant, D'aprés 2.4 et 2,6, pour toute

spécialisation z = Y(y) , la fladche de spécialisation

E = Rf(x)%(EIX(x))y @ REyw (B]XGO) = KD () LE[X(0) )

est un isomorphisme, autrement dit Rf(x)*(E‘X(x)) est constant de valeur Ex .
L'hypothése d'acyclicité sur q entrafne donc que la restriction

E, 2 R L EDYE) = REEG),, REG E[XED[1( D)

est un isomorphisme, Mais cette flache s'identifie a (%) , d'ol la conclusion,

L'hypothése de 2,7 sur ¢q est vérifiée notamment lorsque ¢ est lisse,
et que A est annulé par un entier n inversible sur S (SGA 4 XV). D'autre part,
si les hypothéses de 2,7 sont vérifiées aprés tout changement de base §' = S , on
conclut alors que p est universellement localement acyclique rel, & E ., De ces

remarques découle en particulier 1'énoncé ([Th, finitude] 2.14).

Corollaire 2,8, Soient f : X= S et E € ob DT(X) . On suppose que f est uni-

versellement localement acyclique rel, 3 E , que la formation de Rf,E commute

2 tout changement de base fini, et que pour tout morphisme s' -+ s , ol s est

un point géométrique de S et s' le spectre d'un corps séparablement clos, la

fléche de changement de base RT(XS,EXXS) - RT(XS‘,Ekxs,) est un isomorphisme,
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Alors (£,E) est cohomologiquement propre (1,3).

Soit f' : X' » S' 1le morphisme déduit de £ par un changement de base
§' » 5, il s'agit de voir que la formation de RfJ(E X') commute 2 tout changement
de base fini., D'apreés 2,5, il suffit de montrer que, pour toute spécialisation
u' : t' - 8'(s') , la flache de cospéclalisation cosp(u') :

RT(X! Etx‘t,) - RT(X’S,,E\X’S,) est un isomorphisme, Soient s (resp., t) le

t‘)

point géométrique image de s (resp. t) dans S , u : t = 8(s) 1la spécialisation

définie par u' . On voit aisément qu'on a un carré commutatif
cosp(u)
RT(Xt,E\Xt) > RT(XS,E\XS)

RIG' GE(XY ) _cosp(u') RC(X',LE[XT )

ot les flaches verticales sont les fldches de changement de base. Par hypotheése,
celles-ci sont des isomorphismes, D'autre part (2.4) cosp(u) est un isomorphisme,

donc cosp{u') est un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration.

Voici un exemple d'application de 2.8, Supposons A annulé par un entier
n inversible sur S , f 1localement de type fini et universellement localement
acyclique, Soient x un point géométrique de X , d'image s dans § ,
f(x) : X(x) = S{s) le morphisme induit par f . Il résulte de 2,6 et ([Th, fini-

tude] 1,9) (par passage a la limite) que les hypothéses de 2,8 sont vérifiées par

le couple (f(x),E\X(x)) , qui est donc cohomologiquement propre,

2.9, Supposons A constant., Soient f : X =2 S , et E € ob pT(X) un complexe

de tor-dimension finie, Nous diroms que f est fortement localement acyclique

rel, 2 E i, pour tout point géométrique =x de X , d'image s dans S , toute

spécialisation t = S(s) , et tout A% module M , la flache de restriction

L L
E_ @AM - RI‘(X(x)t s (E;x(x)t} ®,M

est un isomorphisme, J'ignore si "localement acyclique'" implique "fortement

localement acyclique".
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A 10

Proposition 2,10, Sous les hypothéses de 2,9, supposons A noethérien de torsion,

S noethérien, et f fortement localement acyclique rel, & E ., Alors, pour tout

diagramme 3 carrés cartésiens

X <_.,j_ Xl <_j_'___, XH

o4

s <t g L

avec 1 quasi-fini et i' immersion ouverte, et tout F € ob D+(S", A%, la

flache canonique

L L
*) J¥E @ £'FRILF < RiG((311I*E @ £"¥F)

est un isomorphisme,

On comparera cet énoncé avec (SGA 4 Xv 1,17)

Démontrons 2.10, On se raméne facilement a2 S = 8' , strictement local,
et F constructible, concentré en degré O ., On résout alors F a droite par des
sommes finies de faisceaux de la forme u,M , ol u : t= S estun point géo-
métrique et M un A%-module, L'hypotheése implique que (¥*) est un isomorphisme

pour F = u,M , d'ob le résultat,
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Chapitre I : CATEGORIES TRIANGULEES

n® 1 - Définition des catégories triangulées -

1-0 ¢ Soient A une catégorie additive, T un automorphisme additif de

A, X et Y étant deux objets de A , nous poserons

H%m(x,Y) = HomA(X,Ti(Y)) i€7

Soient X, Y, Z trois objets de A, & & Hom(X,Y), # € Hom(Y,Z). Nous
H

définirons le composé ﬂ ° & appartenmant 3 H%%%X,z) par
fox = B, T ()

On vérifie qu'on obtient ainsi une nouvelle catégorie dont les groupes de
morphismes entre les objets sont gradués. Cette nouvelle catégorie sera
appelée, par abus de langsge : la catégorie A, graduée par le foncteur de

translation T.

Soit A une catégorie graduée par un foncteur de translation T .
Lorsqu'on nommera ou notera un morphisme sans spécifier le degré, il s'agira

toujours d'un morphisme de degré zéro,

Soient A et A® deux catégories additives gradudes par les

caceans
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foncteurs T et T', F un foncteur additif de A dans A! . On dira que P

est gradué si 1l'on s'estdonné un isomorphisme de foncteurs

F,T = T'.F ()

La définition des morphismes de foncteurs gradués est donnée au

chap. 2, § 2, n° 1,

A étant une catégorie additive graduée par le foncteur T , on
appellera triangle, un ensemble de trois objets X, Y, Z et de trois mor-
phismes w : X +>Y , v:Y =+ %, w: Z—> T(X) (degw = 1) . Pour dé-
signer les triangles on utilisera la notation : (X,Y,Z,u,v,%) ou bien le

diagramme s
w 4 ‘\\\ v
deg(w) =1
/ AN

Soient (X,Y,Z,u,v,w), (X',Y!,2',u',v!,w') deux triangles de A ; un mor-
phisme du premier triangle dans le second est un ensemble de trois morphis-
mes ¢t £ : X > X', g+ Y¥Y-—Y' hs: 232", tels que le diagramme sui-

vant soit commutatif 3

w

X > ¥ > Z T(X)
tf lg Lh l o(f)
™ \
1 t !
I SRR ANNY TN 63!
) texte modifié en 1976 : le texte original demandait une &galité
FoT=T" oF . Le cas des foncteurs & plusieurs variables est discuté

dans SGA 4 XVII 0.3 . Il pose un probléme de signes.

265



C-Dl - 3 -

1-1 On appelle_catégorie triangulée, une catégorie additive graduée par

un foncteur de translation, munie d'une famille de triangles gu'on appelle
famille des triangles distingués. Cette famille doit vérifier de plus les

axiomes

(TR1) Tout triangle isomorphe & un triangle distingué est distingué. Tout
morphisme u : ¥ +-3Y est contenu dans un triangle distingué

(x,Y,2Z,u,v,w) . Le triangle (x,x,o,idx,o,o) est distingué.

(TR2) Pour que (X,Y,Z,u,v,w) soit distingué, il faut et il suffit que

(Y,2,7(x),v,w,-T(u)) soit distingué.

(TR3) (X,Y,Z,u,v,w), (X',Y',2',u',v',w!) étant distingués, pour tout
morphisme (f,g) : u—su' , il existe un morphisme h : 2 —>Z! tel que

(f,g,h) soit un morphisme de triangles.

(TR4) VAl X1 v
deg J/ i deg(j)J=/J: \ deg 1// \
X —2 5y Yy —Y 53 X —Y 3

étant trois triangles distingués tels que w = vou, il existe deux mor=

phismes f : Z'=—>Y! g : ¥Y!'—-3»X! tels que

1) (idx,v,f) soit un morphisme de triangle
2) (u,idz,g) soit un morphisme de triangle

3} (2',Y',X',£,g,7(i) j) soit un triangle distingué
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C et C' étant deux catégories triangulées, on appelle foncteur
exact de C dans C! , tout foncteur additif, gradué, transformant les
triangles distingués en triangles distingués. Les morphismes de foncteurs

exacts sont les morphismes de foncteurs gradués .

On déduit immédiatement des axiomes (TR1), (TR2), (TR3) la pro-

priété suivante :

1.2 Proposition : Soient (X,Y,Z,u,v,w) un triangle distingué et M un

objet d'une catégorie triangulée . On a alors les suites exactes :

vor oy Ein(,x) HOROLW) d vy _Hom(Lv) g gy _Bom(hw) el vy

oo subn(z) R | phoey yy _Hom() o poney BomOWI il L

On déduit alors de cette proposition des énoncés du genre

-(£,g,h) étant un morphisme de triangle distingué et f,g des isomorphismes.

h est un isomorphisme .

- Les triangles distingués construits sur un morphisme (TR1), sont tous

isomorphes (mais les isomorphismes ne sont pas, en générsl, uniquement

déterminés).

- Lorsque dans un triangle distingué, un des morphismes admet un noyau ou

un conoyau, celui-ci se scinde i.e. il est de la forme :
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~ la somme de deux triangles distingués est distinguée. (On utilise l'axiome

(TR4) ) .

n® 2 - Exemples -

2.1 3+ Nous allons d'abord fixer quelques notations. Soit A une catégorie

additive C(A) désignera la catégorie suivante :

- Les objets de C(A) seront les complexes de A , sans limitation de degré,

& différentielle de degré +1

- Les morphismes de A seront les morphismes de complexes (qui commutent

avec la différentielle) conservant le degré .

Soit T 1le foncteur suivant : Pour tout objet X' de C(A)
XDy = (X)yn

3;(7(x)) = -0,y (x°)

Sur les morphismes le foncteur T agit de la maniére suivante : Pour tout

morphisme f : X'—Y", le morphisme T(f) : T(X') —> T(Y') est défini

268



yar

On vérifie immédiatement que T est un automorphisme additif de A , Les
morphismes de degré n , définis & liaide de ce foncteur de translation,

sont alors les morphismes qui augmentent le degré de n ., et qui commutent
ou anticommutent avec la différentielle suivant la parité de n . On re-

trouve ainsi la définition généralement adoptée .

?3 désignera la famille de trisnglae suivante : Un triangle
(%)

(X*,Y*,2",u,v,w) est un élérent de la famille si
- 2° est le complexe simple associé au complexe double

ves > 0 - X° .ﬂlia~ Y w3 Oy e

ol les objets de Y' sont les objets de premier degré zéro , et les

objets de X' , les objets de premier degré -1

- v est l'image par le foncieur : conplexe double .., complexe simple, du

morphisme de doubles complexes :

vee 3 0 ey O ey ¥y 0 ey

bl

vee =3 0 e XT3 Y~y 0 ey o

- w est 1'opposé de 1l'image, par le méme foncteur, du morphisme de doubles

complexes :

(€]

texte modifié en 1976, pour assurer la validité de 2-4 .
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cee ex 0 ey KTy Oy O ey as
I

vor w30 ey X° ey Y 0 ey 4
2-2 :+ L'ensemble des morphismes homotopes & zéro est un idéal bilatdre (si
f et g sont composables et si f ou g est homotope & zéro, le composé
est homotope & zéro . Si f et g sont homotopes & zéro, le morphisme
f ® g est homotope & zéro) . Pour tout couple dlobjet X',Y° on désigne
par Htp(X',Y') le sous-groupe de HomC(A)(X°,Y°) des morphismes homotopes
& zéro. K(A) sera alors la catégorie dont les chjots zont les objets de

C(A) et les morphismes de source X° et de but Y°, le groupe :
Homc(A)(X’,Y')/Htp(X',Y')

La loi de composition sur les morphismes de K(A) se définit & partir de
la loi de composition sur les morphismes de G(A) en passant au guotient.
K(L) est une catégorie additive, Le foncieuvr de translation % sur C(A)
passe au quotient (le translaté diun morphisme honotope & zéro, est homo-
tope & zéro). Le forcieur obtenu est un automorphisre additif de E(4)
que nous noterons encore T . Par abus de notation X(4) désignera par

la suite la catégorie K(A) gradude par le foncteur T .,

On appellera triangle distingué dans K(A) , tout triangle
isomorphe & un triangle provenant de G . la famille des trisngles dis-
tingués vérifie les axiomes (TR1), (TB2) (7R3} et (TR4). Par abus de
notation K(A) désignera la catégorie K(A) triangulée par la famille

de triargles définie ci-dessuc.
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2-3 % On définit de plus tout un arsenal de sous-catégories

- Un complexe est dit borné inférieurement si fous ses objets de degré
négatif, sauf au plus un nombre fini, sont nuls . On définit de mlme les
complexes bornés supérieurement, les complexes bornés. On désignera par
K+(ﬁ),K_(A),Kb(A) les sous-catégories pleines de K(4) engendrées par

ses familles dlobjets . Ces sous-catégories sont des "sous-catégories
trianguldes” de X[A) : Tout triangle distingué dont deux des objets sont
des objets de la sous-catégorie, est isomorphe & un triangle dont les trois

objets sont des objets de la sous-catégorie .

- Supposons que A soit une catégorie abélienne ., Un complexe est dit coho-
mologiquement borné inférieurement si tous ses objets de cohomologie de
degré négatif sont nuls sauf un nombre fini d'entre eux . On définit de
manidre analogue les complexes cohomologiquement bornds supdrieurement,

les complexes cohomologiquement bornés, les complexes acycliques .
k%), K“a’-(s),K“"b(A), K°°’¢(A) désigneront les sous-catégories
pleines engendrées par ces familles dlobjets . Ce sont des sous-catégories
triangulées.

On paiers aussi des sous-catégories triangulées K+’b(A), K+9¢(A), sesetCeas
(Le premier signe en exposant donne des renseignements sur les objets des

complexes, le deuxiéme signe sur les objets de cohomologie)

- A n'étant plus nécessairement abélienne, soit O un ensemble d'objets de
A stable par isomorphisme et par somme directe. O(A) désignera la sous-
catégorie pleine de C(A) engendrée par les complexes dont les objets ein

tout degré sont des objets de O . On notera Q(A) la sous-catégorie

27



C.D. -9 -

triangulée correspondante dans X(A) . A étant abélienne, on pourra
prendre pour ensemble O , l'ensemble I des injectifs ou l'ensemble P

des projectifs .

2-4 : Unicité de K(4)

K(A) est uniquement déterminée par la donmée de C(4) et de la
famille ?ﬁ . De maniére précise : Tout foencteur additif gradué de C(A)
dans une catégorie triangulée, transformant tout triangle de ?ﬁ)en un
triangle distingud, se factorise de manidre unique par K(4), et le fonc-

teur obtenu est exact .

Pour tout complexe X° de C(A) , X' désignera le complexe obtenu

3 partir de X° en annulant la différentielle. Une suite & trois termes

0~y X'~ Y" =¥ 2°—> 0
sera dite suite semi~scindée si la suite

0% =3 — 3 — 0
est scindée; i.e. si elle est isomorphe & la suite :

0 s X" 3 X 4 5 ey T > 0

Soit Q0 = X' ~> Y' -—> 7° —+% 0 une suite semi-scindée.

Choisissons un scindage i.e. pour tout n un isomorphisme
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"y @)% (2)"

la matrice de la différentielle de Y°, dans la décomposition en somme di-

recte ci-dessus est de la forme :

0 dy«‘
5 W0 . o oyl / . X "
od W = est un morphisre de (2')" dans (X") . Les (*?n déterminent un

morphisme de complexes

@ :2° — 2(X°)
Lorsqu'on change le scindage, la classe module homotopie de (-? ne change
pas . De plus, en notant u, v, _ggﬁ les images dans K(A) des morphismes
u, v, ¥, le triangle (X',Y',2%,u, v, ¥) est distingué , Désignons
par S.5.5.(A) la catégorie des suites semi-scindées de C(4), et par

Tr.K(A) la catégorie des triangles distingués de K(4). Ce qui précdde

permet de définir un foncteur
? s 8.8.8(8) —> Tr.x(a)

Ce foncteur est essentiellement surjectif .

n® % - Exemples de foncteurs cohomolcogigues et de foncteurs evscts -

3.1 ¢+ Définition : Soient A une atdégorie triangulée, B une catégorie

abélienne. Un foncteur additif F: A -3 B est dit fongteur cohomologicue
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si pour tout triangle distingué (X,Y,Z,u,v,w) la suite
r) —ZW o wr) 2, w(z)

est exacte .

i PR §
Le foncteur PF,T° sera souvent noté F~ . En vertu de 1'axiocze

(TR2) des catégories trianguldes, on a la suite ezacte illimitée 3

i i ' i+
e = PHX) — FHY) o FH(Z) oy FUO(R) e

3.2, Exemples 3 1) Soit A une catégorie triangulée . Pour tout objet X
de A le foncteur HomA(X, +) est un foncteur cohomologigque . Le forncteur

HomA( + 5 X) est un foncteur cohomologique A= An

2) Soient A une catézorie abélienne , C(A) la caidgorie
des complexes de A . On désigne par H': C{A)~+ A 1le foncteur suivant :

Soit X° un objet de C(A) . On pose

-
B (X') = Ker ¢°/ Inm ™

H° annule les morphismes homotopes & zéro, donc se factorisz de
manidre unigue par K(A) . On désignera encore par H : K(A) —>4 , le

foncteur obtenu .

3.3. Exemple de bi~foncteur exact : Sodent A4, A', A" trois catégories

additives,

Pi1 AXLAN —3 A"

un foncteur bilindaire (i.e. additif par rapport & chacun des arguments
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séparément). On en déduit alors le foncteur bilinéaire 2
P* . cfa) x c(ar) — c(av)
de la manidre suivante :

Soient X° un objet de C(A) et Y' un objet de C(A') .
P(X*, Y°) est un complexe double de 4" , On pose alors : P¥(X*, Y') =

complexe simple associé a P(X*, Y°) .

5

Soient f un morphisme de C(A) (resp. C(4')) homotope & zéro et
%* un objet de C(a') (resp. C(A)) . Le morphisme P*(f, Z°') (resp.
P*(2*,f)) est alors homotope & zéro . On en déduit que P* définit d'une

maniére unique un foncteur
P* ¢ K(A) < K(A') —3 K(A")
P* est un bi-foncteur exact .

En particulier, soit A une catégorie additive . On peut prendre

pour P le foncteur :

A° x A -3 4D

(X,¥) A~y Hom (X,Y)
On obtient alors par la construction précédente un foncteur

Hom” s+ K(A)° x K(4) —>K(Ab)

qui, composé avec le foncteur H°: K(Ab) —»Ab , redonne évidemment le

foncteur HomK(A) .
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§ 2 - Les catégories quotients

n® 1 - Sous-catégories épaisses. Systémes multiplicatifs de morphismes -

Nous commencerons par donner deux définitions

1-1 Définition ¢+ Une sous-catégorie B dlune catégorie triangulée A est
dite épaisse si B est une sous-catégorie triangulée pleine de 4 et si

de plus B posséde la propriété suivante :

Pour tout morphisme f : X - Y , se factorisant par un objet
de B et contenu dans un triangle distingué (X,Y,%,f,g,h) ot Z est un

objet de B, la source de f et le but de f sont des objets de B .
TR . V[W
Ltensemble des sous-catégories épaisses de A sera noté .
Ltintersection d'une famille quelconque de sous-catégories épaisses

est une sous-catégorie épaisse.

1-2 Définition :+ Soit A wune catégorie triangulée. Un ensemble S de
morphismes de A est appelé systéme multiplicatif de morphismes s'il pos-

séde les cing propriétés suivantes :

(FR1) Si f, g &S et si fet g sont composables, f,g &€ S . Pour tout

objet X de A , le morphisme identique de X est un élément de S .

(FR2) Dans la catégorie 4 , tout diagramme
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se compléte en un disgramme commutatif

P .—_...E,._.; Y
tC’Sit s €S
z L x

De plus la propriété symétrique est vraile .

(FR3) Si f et g sont des morphismes, les propriétés suivantes sont

équivalentes :

i) Il existe un s €5 tel que 5.f = $.8
ii) Il existe un t € 8 tel que f.t = got

(FR4) Soit T 1le foncteur de translation de A . Pour tout élément s

dge S, Ts)es .

(FR5) (X,Y,Z,u,v,w), (X',Y',2!',u’,v',w') étant deux triangles distingués,
f et g deux éléments de S tels que le couple (f,g) soit un morphisme
de wu dans u', il existe un morphisme h £S5 , tel que (f,eg,h) soit un

morphisme de triangle.

Un systéme multiplicatif de morphismes est dit saturé s'il pos-

séde la propriété suivante :

Un morphisme f appartient & S si et seulement s'il existe deux mor-

phismes g et g' tels que g, f &S et f gt & S .
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Ltintersection d'une famille quelcongque de systémesmultiplicatifs

saturésest un systéme multiplicatif saturé .,
L'ensemble des systémes multiplicatifs saturés sera noté \5‘ .

Soit B une sous-catégorie épaisse; on désigne par @ (B) 1'en-
semble des morphismes f qui sont contenus dans un friangle distingué
( XY124,f,g,h) ot % est un objet de B . SO(B) est un systime multi-

plicatif saturé .

Soit S un systéme multiplicatif saturé ; on désigne par \y (s)
la sous~catégorie pleine engendrée var les objets Z contenus dans un
triangle distingué (X7Y,2,f,g,h) ot f est un élément de S . La sous-

catégorie \)r (8) est une sous-catégorie épaisse .

Le résultat principal de ce numéro est alors le suivant
(? est un isomorphisme (conservant la relation d'ordre définie par l'in-

. 2 . . .
clusion) dej sur 5 . L'isomorphisme inverse n'est autre que lj/ .

n® 2 - Problémes Universels ~

Soient A et A' deux catégories triangulées et F un foncteur
exact de A dans A!' . Soient S(F) l'ensemble des morphismes de A qui sont
transformés par F en isomorphismes et B(F) la sous~-catégorie pleine
engendrée par les objets de A qui sont transformés par F en objets nuls
de A' . S(F) est un systéme multiplicatif saturé et B(F) est une sous-

catégorie épaisse. De plus S(F) = (?(B(F)) . Soient alors A une
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catégorie triangulde B une sous-catégorie épaisse et S = Cf(B) le
systéme multiplicatif saturé correspondant . Les deux problimes universels

ci-dessous sont équivalents

Probléme 1 - Trouver une catégorie triangulée A/B et un foncteur exact
Q4 w--)A/B tels que tout foncteur exact de A dans une catégorie
triangulée A' , transformant les objets de B en objets nuls de 4A' ,
admette, de manidre unique, une factorisation de la forme G,Q ou G

est un foncteur exact .

Probléme 2 - Trouver une catégorie triangulée Ag etun foncteur exact

Qs A~y RS tels que tout foncteur exact de A dans une catégorie
triangulée A' , transformant les morphismes de S en isomorphismes de A',
admette, de manidre unique, une factorisation de la forme G,Q ou G est

un foncteur exact .

(Le rédacteur prie le lecteur de bien vouloir 1l'excuser pour l'emploi de ce
langage désuet et rétrograde). Nous allons montrer, dans le numéro suivant,
que le probléme 2 admet une solution, Donc le probliéme 1 correspondant admet

la médme solution .

n® 3 - Calcul de fraction

3.1. Solent A une catégorie triangulée, S un systdme multiplicatif
saturé. Désignons par A(S-l) la catégorie de fraction d2 A powr l'ensemble

de morphismes S et Q@ le foncteur canonique de 4 dans A(S-l) . Le couple

279



C.D. - 17 -

(A(S-l), Q) résout le probldme suivant : Tout foncteur de A dans une
catégorie quelconque (non nécessairement additive) transformant morphisme
de S en isomorphisme, se factorise, d'ure maniére unigue, par (A(S“l), Q).
Un tel couple existe toujours, sans hypothése sur l'ensemble de morphismes
S /C.6.6.7 . Cependant 1'ensemble de morphismes S , étant un systéme mul-
tiplicatif saturé, posside les propriétés (FR1), (FR2), (FR3) . Par suite,
dlaprés C.G.G., la catégorie A(S_l) peut s'obtenir par un calcul de frac-
tions, & droite ou & gauche. Nous allons rappeler comment on obtient

A(S-l) par un calcul de fractions & droite. (Le calcul de fractions &

gauche stobtient par le procédé du renversement des fléches).

3.2, Les objets de a(s‘l) sont les objets de A .

- Pour tout objet X de A, désignons par Sy la catégorie des fléches
appartenant & S , ayant pour but X . A tout objet Y de A, on associe,

o

fonctoriellement en Y , le foncteur suivant sur SX a2 valeur dans la

catégorie des ensembles : (S% désigne la catégorie opposée)
He t sy Hom(source(s),¥)

On pose alors @

HomA(s—l)(X,Y) = EEg(HY)

o
SX

(Pour tout ce qui concerne les limites inductives, on se référera a

"Grothendieck Topologies") .
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On constatera alors, avec plaisir en utilisant (FR1), (FR2), (FR3) que la

catégorie S)"( posséde les propriétés L1, L2, 13 . Les linites

inductives possédent donc toutes les bormes propriétés des limites induc-

tives sur les ensembles crdomnés filtrants).

- Soient X, Y, Z, trois objets de A, a un élément de HomA(s-l)(X,Y) et b

un élément de HomA -1)('!,2) . Soient s un objet de S,y & un élément de

(s X
Hom(source(s),Y) dont 1'image est & et un objet de Sy b un élément de

Hom(source(t),Z) dont l'image est b . On & alors un diagramme :

que, d'aprés (FR2), on peut compléter en un diagramme :

trES

[ o+
prA—— <~
@ o

X Y Z

Notons b,a l'image dans HomA(s-l)(X,Z) du morphisme b.c . On vérilie que
grice aux propriétés (FR1) (FR2) (FR3) b,a ne dépend pas des représen~
tants a et b choisis et qu'il ne dépend pas non plus de la manidre de
compléter le diagramme (1) . On vérifie de plus qu'on a ainsi défini une

catégorie A{S'l) .
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Nous noterons Q 1le foncteur évident : A -—;.A(S-l)

A étant une catégorie additive, A(S—l) est une catégorie addi-
tive. De plus, on démontre en utilisant (FR4) qu'il existe un et un seul
foncteur de translation sur A(S"l), que nous noterons encore T , véri-

fiant la relation :
QT = T,Q

Enfin, & l'aide de (FRS), on démontre qu'il existe une et une seule struc-
ture triangulée sur A(S*l) telle que le foncteur Q soit exact . Les

triangles distingués de A(S—l) ne sont autre gque les triangles isomorphes
aux images, par Q , des triangles distingués de A . En désignant par AS’
la catégorie A(S'l) munie de cette structure triangulée, on démontre sans

difficulté que le couple (AS, Q) est une solution au problime 2 .

3-3 Définition : Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie
épaisse de A , (Q, A/B) la solution du probléme 1 (n® 2). A/B sera appelic
la catégorie quotient de A par B . Q sera appelé le foncteur canonigue
de passage au quotient., Plus généralement soit N une sous-catégorie
triangulée de A et soit N la plus petite sous-catégorie épaisse contenant

N . La catégorie quotient de A par ¥ : A/N sera par définition A/N .

n® 4 - Propriétés des catégories quotients

4-1 : Soient A une catégorie triangulée et H un foncteur cohomologique &

valeur dans une catégorie abélienne G . Soient BH la sous~catégorie
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pleine engendrée par les objets dont tous les translatés sont transformés
par H en objets nuls de G et SH 1l'ensemble des morphismes dont tous les
translatés sont transformés par H en isomorphismes de G . BH est une

sous-catégorie épaisse de A ; SH est un systdme multiplicatif saturé.
De plus S, = ‘-?(BH) (n® 1) . Le forcteur H se factorise d'une manidre

unique par (Q, A/BH) .

4-2 3 Théoréme : Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie
triangulée, N une sous-catégorie épaisse de 4, S = (f(N) le systéme multi-

plicatif saturé correspondant.

(a) la catégorie N B est une sous-catégorie épaisse de B . Le

systéme multiplicatif correspondant est S OB .

(b) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

b N

(i) Pour tout objet X de B et tout morphisme s : R—X ol
s est un élément de S , il existe un morphisme s'!' : R'—3pR ol s8,8°

est un élément de SN B ; et R' € 0b B .

(ii) Tout morphisme d'un objet X de B dans un objet Y de ¥

se factorise par un objet de N B .

(c) Les propriétés (i)' et (ii)' obtenues & partir de (i) et (ii) en ren-

versant les fleéches sont équivalentes.

(d) Si les propriétés (i) et (ii) sont vérifides ou bien si les propriétés

(i)t et (ii)' sont vérifides, le foncteur canonique 3
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B/NNB 5 A/

est fidéle .

Comme ce foncteur est injectif sur les objets, il réalise B/N 1B comme

sous-catégorie de A/N .

(e) 81 de plus B est une sous-catégorie pleine de A, B/N NB est une

sous~-catégorie pleine de A/N .

4-3 Corollaire : Soient A ¢ B < C trois catégories triangulées, 4 sous
catégorie épaisse de B ; B sous-catégorie épaisse de C . Alors A est
une sous-catégorie épaisse de C , B/A est une sous-catégorie épaisse de

C/A . Le foncteur canonique C/B ——>(C/A)/(B/A) est un iscmorphisme .

n® 5 - Propriétés du foncteur de passage au gquotient -

Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie épaisse,
S 1le systéme multiplicatif correspondant, @ : A —3A/B le foncteur cano-

nique de passage au quotient .

5-1 Proposition ¢ X et Y é&tant des objets de A , les assertions suivantes
sont équivalentes :
a) Tout morphisme f : X —3Y , tel qu'il existe un morphisme s : 2 —X ,

de S , vérifiant f,s = 0, est un morphisme nul

b) Tout morphisme f : X —3Y , tel qu'il existe un morphisme s 3 Y —3Z ,

8 €5, vérifiant s,f = 0 , est un morphisme nul
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c) Tout morphisme f : X -—>Y qui se factorise par un objet de B est

nul .
d) L'application canonique :
Q
HomA(X,Y) _ HomA/B(Q(X),Q(Y))
est injective .
5=2 Proposition : Soient X et Y deux objets de A . Les assertions sui-
vantes sont dquivalentes 3

a) Tout diagramme s

Z
s€S s l \\\\\\f\\
X

ot f,t se factorise par (X, s,t)

b) Assertion obtenue en renversant le sens des fléches dans a) et en

permutant X et Y

¢) Tout diagramme :

285



c.D. - 23 -

ol g,f =0 et o N est un objet de B, se compléte en un diagramme :

» Y
oh f =ih et ol g,i=20,

d) Assertion obtenue en changeant le sens des fléches dans c¢) et en per-

mutant X et ¥ .

e) L'application canonique :
Q
Hom, (X,Y) ——«)-HomA/B(Q(X),Q(Y))
est surjective .
5=3 Proposition ¢+ Soit X un objet de A ., Les assertions suivantes sont
équivalentes 3
a) Pour tout objet Y de 4 , l'application canonigue
Q
HomA(X,Y) _y HomA/B(Q(X),Q(Y))
est un isomorphisme ,
b) Tout morphisme de X dans un objet de B est nul .
De méme, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a)! Pour tout objet Y de A y l'application canonique :
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Hom, (¥,%) ——t—s  Hom, (Q(Y),Q(X))

est un isomorphisme .

b)! Tout morphisme d'un objet de B dans X est nul .

5-4 Définition : Tout objet possédant les propriétés équivalentes a) et b)
de la proposition précédente, sera appelé : objet libre & gauche sur A/B
ou bien encore objet @Q-libre & gauche . De méme, tout objet possédant les
propriétés équivalentes a)! et b)! sera appelé objet libre & droite sur
A/B ou encore objet Q-libre & droite . Il est défini & isomorphisme prés

par la connaissance de Q(X) & Ob A/B .

n° 6 -~ Foncteurs adjoints su foncteur de passage au quotient -

6-1 Définition + Deux sous-catégories triangulées N et N' d'une caté-
gorie triangulée A sont dites orthogonales si pour tout objet X de N

et tout objet Y de N', ona :
HomA(X,Y) =0
Nt sera dite alors orthogonale & droite & N et N orthogonale & gauche

a N'.

6-2_Proposition : Soit N une sous-catégorie triangulée d'une catégorie
triangulée A . La catégorie pleinz BTL (res_p‘L N) engendrée par les objets

X de 4 tels que pour tout objet Y de X on ait HomA(Y,X) =0
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(resp HomA(X,Y) = 0), est une sous-catégorie épaisse de A . La catégorie

N‘L est appelée par abus de langage, l'orthogonsle & droite de N .

Cette proposition nous permet de traduire la proposition 5-3 .

6-3 Proposition : Soit BCA , une sous-catégorie épaisse d'une catégorie
triangulée A . La catégorie pleine engendrée par les objets libres & droite
sur A/B (resp. & gauche), n'est autre que 1'orthogonale adroite (resp. &

gauche) de B .

6-4 Proposition : Soient A wune catégorie triangulée, B une sous-catégorie
épaisse de A B 1lorthogonale & droite de B , 5(8), 8(3Y les systémes
multiplicatifs correspondants, Q et Q'L les foncteurs canoniques de passage

au quotient . Considérons pour un objet X de A , les propriétés suivantes :

i) X s'envoie par un morphisme de S(B) dans un objet de B,

ii) X regoit par un morphisme de S(B‘L) un objet de B .,

iii) La catégorie SX(B) des fldches de S(B) de source X , admet un objet
final.

iv) La catégorie SX(Bi) des flaches de S(B’L) de but X admet un objet
initial.

v) La catégorie B/X des objets de B au-dessus de X , admet un objet

final.

L

vi) La catégorie BJ7X des objets de B au-dessous de X admet un objet

initial .
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iv

On a alors id— i1 & iii = v
vi

Si de plus 'L(B ‘L) = B alors toutes les propriétés sont
équivalentes .

Soient B une sous-catégorie épaisse d'une catégorie triangulée A,
le foncteur d'injection i de B dans A et Q@ le foncteur de passage au
quotient de A dans A/B, B L 1ltorthogonale & droite de B , les foncteurs

AL

correspondant i et Q L . On déduit immédiatement de la proposition 6-4

les propositions suivantes s

6-5 Proposition : Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Le foncteur i sadmet un adjoint & droite.
ii) Le foncteur Q admet un adjoint & droite.

La proposition est encore vraie lorsqu'on remplace le mot droite par le

mot gauche.

6-6 Proposition : Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le foncteur i admet un adjoint & droite.

ii) Le foncteur i+ admet un adjoint & gauche . L'orthogonale & gauche de
la catégorie Bt est égale 2 B .,

6-7 Proposition : Supposons vérifides les propriétés des propositions 6-5

et 6-6. Soient i* et Q¥* les adjoints & droite de i et Q . De mlme soient

*i'L et *Q"L' les adjoints & gauche de it et de QL ., Tous ces foncteurs
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sont exacts . De plus :

L

I1 existe un isomorphisme fonctoriel Q*,Q ﬁ-)I'LD*"i tel que

le diagramme ci-aprés soit commutatif s
id
/N
Q*.Q AN Ilo # L
(les fl2ches obliques sont définies par les propriétés d'adjonction),

I1 existe de mlme un isomorphisme *Q “tOQL_"_’_, i,i* tel que

le diagramme suivant soit commutatif s

et Doy 5,i%

\

Enfin, il existe un morphisme fonctoriel de degré

1l: ) s it o L__,,ioi* tel que le triangle suivant soit distingué :

deg 2 =1 SR IR P
T id

Un tel morphisme 3 est unique et vérifie X(TXO) =-T3(X)

(X objet qcq, T translation) .
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Chapitre II : APPLICATIONS aux CATEGORIES ABELIENNES

n° 1 - Leg catégories dérivées

On utilise les notations du chapitre 1, § 1, n° 2,2, On utili-

sera de plus les notations suiventes :

s

1.1. Notation s Soit A wune catégorie abélienne. On pose :
D(4) = K77 7 ()/x” P (a)
pb(a) = £2(4)/c% P ()
() = K7 (a) AR

D7(a) K"'(A)/K"¢(A)

1.2. Proposition : Les foncteurs raturels qui figurent dans le diagramnme

suivant @

D(4)
pr(a) \\'D'(A)

‘Db<A)’z

sont pleinement fideéles.
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Les foncteurs naturels :
b byb 20, f +yby o
DO(A) =K TO/KIV(A) ——> K U(A)/RT7(A)
b b,b b, -,b -8
DU(A) =K7V(AY/KTP(A) ———3 KT7T(A)/KT7(8)
sont des équivalences de catégories .
Les foncteurs du diagramme :
D(a)
AN
&) D7(4)
- 3
N S
°(a)

o + -
étant injectifs sur les objets, réalisent les catégories Db(A),D (&), D7(4)

comme sous-catégories pleines de D{A) .

La preuve de cette proposition se trouve au chap. 1, §2, n° 4,

théoreme 2 .

1.3. Définition : La catégorie D(A) sera appelée la catégorie dérivée
de la catégorie A . Les objets de D(A) isomorphes aux objets de Db(A)
seront appelés les objets bornés de D(4) . Les objets de D(A) isomor-
phes aux objets de D+(A) seront appelés les objets limités & gauche, les
objets de D(A) isomorphes aux objets de D (A) seront appelés les

objets limités & droite.
Nous désignerons par D le foncteur cancnigue :

D : c(4A) ——> D(4)
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La'restriction’de D & la sous-catégorie pleine A de C(A) sera encore
noté D . Le foncteur D restreint &4 A est pleinement fiddle . Le
foncteur D se factorise d'une manidre unique par K(4) . Soient X

et Y deux objets de A .
On vérifie sans difficulté que pour tout m >0, les groupes 3
HomD(A)(D(X),T_ D(Y)) (T est le foncteur translation)

sont nuls . La dimensicn cohomologique de A sera le plus petit des en-

tiers n tels que pour tout m ) n on ait

HomD(A)(D(X),TmD(Y)) = 0 pour tout couple X, Y d'objets

de A .

5'il n'y a pas de tels entiers, on dira que la dimension cohomologique de

A est infinie .

Désignons par I'(4) (resp. I(4)) la sous-catégorie triangulée
pleine de K'(4) (resp. de K(4)) définie par les complexes dont les

objets sont injectifs en tout degré .

1.4. Proposition ¢ Supposons que la catégorie A posséde suffisamment

dtinjectifs . Le foncteur naturel :

Q. KT(a) —s D7(a)

induit une équivalence de catégorie @

) —> p*(a)
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Le foncteur quasi-inverse est un adjoint & droite de Q+.

Si de plus A est de dimension cohomologigue finie, llasser-

tion précédente est encore vraie lorsqu'on y supprime les exposants + .
On a un énoncé analogue concernant les projectifs .

La démonstration de la proposition 1.4 s'appuie sur le chap. 1,

§ 2, n° 6.4.

la structure triangulée de D(4) , est précisée par la proposi-

tion suivante .

Soit B(A) 1la catégorie des suites exactes & trois termes de C{4) . la
catégorie $.5.5(A) des suites exactes semi-scindées {chap.l, § 1, n® 2-4)

est une sous-catégorie pleine de E(A) . On a défini (Loc. cit.) un

foncteur :
53 : 5.8.5(4) —— Tr.K(a)

oa Tr.K(A) désigne la catégorie des triangles distingués de X(4) .

On en déduit un foncteur
¢ ¢ S.5.5(A) —> Tr.D(a)

o Tr.D(A) désigne la catégorie des triangles distingués de D(4) .
1,5 Proposition ¢ Il existe un et un seul foncteur :

T BA) ——> Tr. D(4)
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D(z*)
\ deg3(S)=1
de la forme ¢ (5 =0=X"—Y' —52°—50) 5(s) D(v)
D(X*) ._]l(.‘i)_,n(y‘)

dont la restriction & S.S.S(A) soit ¢ . Ce foncteur est essentiel-

lement surjectif .

1.6 Proposition : Le foncteur cohomologique canonique 3

H K(4) ~—> 4

se factorise d'une manidre unique par un foncteur que nous noterons encore
HD

Hos D(A) — 4

Sur D(A) 1le foncteur H°® et ses translatés B forment un gysteme
conservatif, i.e. un morphisme f : X*—3 Y " et un isomorphisme si et

seulement si pour tout entier i
B(2) ¢ H(X) — H(Y)
est un isomorphisme .
1.7 Définition ¢ Un morphisme f: X' -3 Y de C(4) (resp., de K(4))
est appelé un quasi-isomorphisme lorsque pour tout entier i
we) ¢+ B (XY) — B (YT)

est un isomorphisme. D'aprds la proposition précédente les quasi-isomor-

phismes sont les morphismes qui deviennent des isomorphismes dans D(4) .
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1.8 Définition :+ Soient O un ensemble d'objets de 4 , X" un objet de
C(A) (resp. de X(4)) . Une résolution droite (resp. gauche) de type
0" de X° , est un quasi-isomorphisme : X'« V" (resp, V' ~—3-X") ol
V' est un complexe dont tous les objets appartiennent & (7. On dira
résolution injective (resp. projective) au lieu de résolution droite
(resp. gauche) de type injectif (resp. projectif) . De maniére géndrele,
on se permettra de supprimer les mots "droite" ou "gauche" lorsquiaucure

ambiguité n'en résultera.

1.9 Proposition : 1) Supposons que tout obiet de 4 s'injecte daus un
objet de O (resp. soit quotient d'un objet de ) . Alors tout
objet de C+(A) (resp. de C7(A)) =admet une résolution droite

(resp. gauche) de type 0 dans C+(A) (resp. dans C¢7(4)) .

2) Supposons de plus qu'il existe un entier n tel gue

pour toute suite exacte

o] 1 n-1 n
Y _._).Y — _~~_.}Y _._}Y .......}O

( resp. O..-..,Yn_._,Yn'i; __--eYlm»Yo)

d'objets de A ou pour tout i, 0 i { n-l, Y' est un objet de 07,

ltobjet Y" soit un objet de O7. Alors tout objet de C(A) admet

une résolution droite (resp. gauche) de type 0.
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n® 2 : Btude des Ext

Soient X' et ¥' deux objets de C{4) (wesp. K(4)) et

D: ¢(a) —>D(4) (resp. Q : X(4a) ~—» D(4)) le foncteur canonique .

2,.) Définition ¢ On appelle i-éme hyper-ext et on note :
(X T7) sy, BTN, YY)

le foncteur : HomD(A)(D(X'), TiD(Y')) (resp. HomD(A)(Q(X'), TiQ(Y')) ) .

2.2, Proposition : Soit O3 X" ¥ — 2°'—3 0 une suite exacte de

C(A) . Soit V' wun objet de C(A) . Ona les suites exactes illimitées :

cee = ExtY(V, X)) s ExtT(VS, ¥') —>Ext (V" 2°) LN Bt (v, X)) sl

cee > ExtT(2°,V) _y Bxt (YT, V') —s Bxt (X", V) RN Bxt (2, V) —..
Soient X' et Y' deux objets de K(A) . On désigne par Qis/X’

(resp. Qis+/X', Qis™ /%", Qisb/X') la catégorie des quasi-isomorphismes de

but X' et de source dans K(A) (rvesp. KT(a), K (4), Kb(A) ) . De méne

on définit les catégories Y'/Qis, Y'/Qis+... (quasi-isomorphismes de

source Y') .

On se propose de résumer dans la proposition suivante les différentes défi-

- P i
nitions équivalentes des Ext .
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2.3, Proposition : 1) Il existe des isomorphismes de foncteurs s

Bxt (K, ¥°) = Bomyy(a(x1), Q(Y")) 25 Lig  Home (. ¥7)

(Qis/x*)°
2y Lim HOH’I{(A)(X" . ) Lim HomK(A)(. y )
Y*/Qis (Qis/X')oxY " /Qis

2) Si X" est un objet de K (&) :
Ect(x*, ¥°) 25 Lin Bomg () (+ » ¥°)
(Q§s7x‘)°

Si Y est un objet de KT(4) :

Ext (X", 1°) cylin  Homg, (X7, L)
Y'/Qis

3) §i X' est un objet de K (A) et si Y est un

objet de KO(4) :

ExtO(X', ¥*) 22 Lim HomK(A)(X', . )
Y'/Qisb

81 X' est un objiet de Kb(A) et Y' un objet de K (A) ¢

ExtQ(X', YY) Erg HomK(A)( CL. Y
(Qis®/x")°

4) 5i la catégorie A posséde suffisamment d'injectif

et si Y' est un objet de K+(A) y Y° admet une résolution injective
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et une seule (& isomorphisme prés dans K+(A) ) ¢
Yoy I(¥Y)

et ona 3

Ext0(x", ) 25 Homg (X7, T(X°))

On a de méme un énoncé analogue pour les projectifs .

5) 8i 1la catégorie A admet suffisamment d!injectifs

et si A est de dimension cohomologique finie, tout objet Y' de K(A) admet

une résolution injective et une seule :
Y o5 I(Y")

et ona ¢

BxtO(x, ¥7) 2% Homy (4)(X"y I("))

Enoncé analogue pour les projectifs .

Remargue s En explicitant 1'isomorphisme de la proposition 2.3. (5) on

retrouve la définition de Yoneda.
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§ 2 : Les foncteurs dérivés

n° 1 3 Définition des foncteurs dérivés.

1.1 Définition ¢ Soient C et C' deux catégories graduées {on désigne par
T 1le foncteur de translation de C et de C' ), F et G deux foncteurs
gradués de C dans C! . Un morphisme de foncteurs gradués est un morphisme

de foncteurs :

u: P 56

qui posséde la propriété suivante
Pour tout objet X de C le diagramme suivant est commutatif :

u(TX) ¢ P(TX) — G(TX)

A fs
Tu(X) TF(X) —» TG(X)

Soient C et C!' deux catégories triangulées. On désigne par
Fex(C,C!) la catégorie des foncteurs exacts de C dans C' , les morphis-

mes entre deux foncteurs étant les morphismes de foncteurs gradués.

. . . 9 s %!
Soient A et B deux catégories abéliennes et §> H K*(A)M_;K (B)
un foncteur exact ( * et *! désignent l'un des signes +, =, b, ou v

“vide") . Le foncteur canonique s
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Q ¢ X*(A) — D*(4) nous donne, par composition, un foncteur s
Fex(D*(4), D*' (B)) — Fex(x*(4), ¥ (3))

' '
dtoh (en désignant aussi par Q' le foncteur canonique K* (B) —3 D¥ (B))

un foncteur : % (resp. %') : Fex(D*(4), D*'(B)) —5 (&b)
Y ang  Hom(Q} ‘_CTSJ s YOQ)
(resp. ’Y s Hom{ ¥V ,q, Q! éE_' ))

1.2 Définition(ﬁ) On dira que & admet un foncteur dérivé total & droite
(resp. & gauche) si le foncteur % (resp. %') est représentable. Un objet
représentant le foncteur % (resp, %') sera appelé foncteur dérivé total

& droite (resp. & gauche) de & et sera noté ggﬁ_‘s (resp. L ?) .

1.3 Notations : Soient A et B deux catégories abéliennes et f ¢ A 3B
un foncteur additif. Le foncteur dérivé total & droite du foncteur

+ , s ~

X (£) ¢ K+(A) —> K+(B) sera noté §+ £ . On définit de méme

R"f, Rf, L'F, L7F, Lf .

Soit de méme F s K*(A) —3.B , un foncteur cohomologique . Le
foncteur canonique de passage au quotient Qs K*(A) — D*(A) définit par

composition un foncteur :
FPoco(D¥A), B) —> Foco(K*(4), B)

( Foco( , ) désigne la catégorie des foncteurs cohomologiques) d'oh un

) Une définition plus maniable (et en pratique équivalente) est donnée
dans SGA 4 XVII 1.2 .
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foncteur % (resp. %') Foco{T*(A),B) — (4b) : G A~y Hom(F, G.Q)

(resp. G ~~» Bom(G,Q, F)) .

1,4 Définition : On dira que le foncteur T admet un foncteur dérivé
cohomologique & droite  (resp. & gauche) si le foncteur % (resp. %!)
est représentable . Un objet représentant le foncteur % (resp. %') sera
appelé foncteur dérivé cohomologique & droite (resp. & gauche) et sera

noté RF (resp. LF) .

1.5 Notations : Soient A et B deux catégories abéliemnes et f ¢ A —>3B
un foncteur additif . Le foncteur dérivé cohomologique & droite du

foncteur 3

k't : x'(a) —> B

sera noté RYf . Lorsqu'aucune confusion n'en résultera le foncteur

+, i 3 :
R foTl (T est le foncteur de translation) sera noté : R'f . Le foncteur
dérivé conomologique & droite du foncteur H,Kf sera noté RT .
Lorsqutaucune confusion n'en résultera le foncteur RfaTl sera noté
Rt .

On définit de méme les foncteurs Lf, Lf, L'F ;

1.6 Remarques : Ces définitions contiennent, ainsi que nous le verrons
dans le numéro suivant, la définition classique des foncteurs dérivés

lorsque les catégories ont suffisamment d'injectifs ou de projectifs et

que les complexes sont convenablrmont limités. Elles sont cependant plus
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générales . Mais sans autres hypoth®ses elles sont peu maniables, Par
exemple, soit f : A —» B un foncteur additif entre deux catégories abéd-
liemnes. Supposons que les foncteurs E+f et Rf existent . Je ne sais
pas démontrer que Rf induit sur D+(A) le foncteur §+f + Supposons de
plus que le foncteur R'f (dérivé cohomologique) existe . Je ne sais

pas démontrer que le foncteur H§§+f est isomorphe au foncteur R+f .

Cependant dans la pratique ces propriétés seront vérifides .

n® 2 s Existence des foncteurs dérivés

2.1 Proposition : Les hypothéses sont celles de la définition 1.4 .
Supposons en outre que A soit une U-catégorie, ou U est un univers
tel que l'ensemble Z des entiers rationnel soit un élément de U,
telle que l'ensemble des objets de A soit un élément de U . Supposons
de plus que la catégorie B soit la catégorie des U-groupes abéliens
ou plus généralement la catégorie des faisceaux de U-groupes abéliens
sur un U-site guelcongue . (Un U-site est une U-catégorie, dont 1'en~
semble des objets est un élément de U, munie dtune topologie) .

Le foncteur F admet un foncteur dérivé cohomologique & droite. Ce

foncteur se calcule de la manidre suivante :

Soient X un objet de D®(4), X 1'objet de K*(4) au-dessus de X . On

a alors un isomorphisme fonctoriel :

RF(X) = Lim E( ).
X/Qis
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En particulier soit f : A —» B un foncteur additif . Les
foncteurs Rf et R+f existent et se calculent de la maniére indiquée
ci-dessus. Le foncteur Rf induit sur D+(A) le foncteur R'f .

Comme aucune confusion ne peut alors en résulter, nous emploierons la

notation R .

2.2, Remarques s On peut exprimer la proposition 2.1 sous une forme plus
générale dans le cadre des catégories triangulées . Les hypothéses a faire
sur la catégorie B , pour assurer la validité de la proposition 2.1

sont des hypothéses d'existence et d'exactitude des limites inductives
suivant les U-catégories pseudo-filtrantes, dont les ensembles d'objet
sont éléments de W' . La proposition 2.1 introduit une dissymétrie

entre les foncteurs dérivés droits et les foncteurs dérivés gauches

tout au moins dans la pratique .

2.2, Théoréme : Les données sont celles de la définition 1.2, On se donne
de plus une sous-catégorie triangulée pleine de K*(4) : C , et on dé-
gigne par N la sous-catégorie triangulée pleine des objets de € qui

sont acycliques . Supposons que

1) Tout objet de XN soit transformé par é? en objet acyclique

1
de X¥(B) .

2) Tout objet X de K*(4) soit source (resp. but) d'un quasi-

isomorphisme dont le but (resp. la source) soit un objet de C .

a) Alors éﬁ admet un foncteur dérivé total & droite (resp. a

gauche) .
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b) Le foncteur R :_}. (resp. I_:é) s'obtient de la maniére sui-

vante

la restriction du foncteur Q)3 : K¥(A) — D*‘(B) 4 la catégorie C
s'annule sur les objets de N , donc se factorise par C/N . On obtient
ainsi un foncteur P ' : C/N —> D*'(B) . Mais le foncteur naturel :

C/N¥ w—> D*(A) est une équivalence de catégories (chap. I §2 n° 4 th. 2).
Dol en composant avec le foncteur quasi-inverse le foncteur li @

(resp. L ).

¢) Soit X un objet de K*(4) . Soient Y un objet de
C et X —>Y (resp. ¥ —>X) un gasi-isomorphisme . L'objet R $,Q(X)

{resp. I;.@QQ(X)) est isomorphe & Q.,i»’ (¥) .

d) Le foncteur X E@ 20(%) (resp. Xans ;_f»ij(X)) est iso-
morphe au foncteur s XAv—)_Ii@_) Qo @ (« ) (resp. X Linm Q°§( ) ).
x/Q¥s Qfs/x
e) Le foncteur H. § s K*¥(4) —> B , admet un foncteur dérivé

cobomologique & droite (resp, & gauche) qui n'est autre que le foncteur

Hzg @m(resp. Hg&@ ).

Corollaire 1 : Supposons que % = + (resp. » = ~ ) dans les hypothdses
du théoréme précédent, et que A posséde suffisamment d'injectifs
(resp. de projectifs). Alors le théordme 2.2 s'applique en prenant
pour C 1la catégorie des complexes injectifs (resp. projectifs) .
Supposons de plus que A soit de dimension cohomologigue finie , alors
le théoréme 2.2 s'appligue, sans restriction sur %, en prenant pour ¢

la catégorie des complexes injectifs (resp. projectifs) .
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2.3 Définition : Sodent A et B deux catégories abéliennes et f + A— B

un foncteur additif .

On dira que f est de dimension cohomologique finie & droite (resp. &
gauche) si R+f (resp. L'f) existe et 5'il existe un entier m > 0 tel
que pour tout entier n > m , R (resp. L_nf) soit nul sur les

objets provenant de A par le foncteur D . La dimension cohomologique
4 droite (resp. & gauche) de f est alors le plus petit des entiers m
possédant la propriété ci-dessus. Si R't (resp. L'f) existe et si f
ntest pas de dimension cohomologique finie, on dira que f est de dimen-

sion cohomologique infinie .

Un objet X de A sera dit f-acyclique & droite (resp. &

gauche) si pour tout entier n > 0, RPF(D(X)) = 0 (resp. LR (D(X)) = 0 ).

Corollaire 2 + Les donndes sont celles de la définition 2.3. Supposons
qu'il existe un ensemble (° dlobjets de A stadle par somme directe

possédant les propriétés suivantes s

1) Tout complexe acyclique & Ob K+(A) (resp. € Ch K" (4)) d'objets de C,

est transformé par f en complexe acyclique.

2) Tout objet X de A s'injecte dans (resp. est quotient de) wa objet de
0. Les hypothdses du théordme 2.2 somt vérifides en prenant # = -+
(resp. % = ~) et en premant pour catégorie C , la catégorie des
complexes dont les objets en tout degré sont des éléments de O,

Les éléments de O sont des objets fe-acycliques & droite (resp. & gauche).
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S5i de plus f est de dimension cohomologique finie & droite
(resp. & gauche), l'ensemble des objets f-acycliques & droite (resp. &
gauche) posséde en plus des propriétés (1) et (2) ci-dessus, la pro-
priété (2) de chap. 2, § 1, n° 1, prop. 9. Le Théordme 2.2 s'applique
alors au foncteur Kf en prenant pour catégorie C la catégorie des
complexes dont les objets sont f-acycliques & droite (resp. 2 gauche)
en tout degré . Le foncteur Rf (resp. Lf) existe et induit sur p¥(4)

le foncteur E+f (resp. £+f) et sur D7(4) le forcteur R'f (resp. L°f) .

n® 3 : Produit. Composition.

Soient A une catégorie abélienne, F : D(A) —> Ab un foncteur
cohomclogique . Soient X° et ¥° deux objets de C{A) . Le foncteur F

définit une application
met’(X, ¥°) — Hom, (F(D(X")), F(D(r*)))
dtol un accouplement ¢ F(D(X')) x ExtO(X', Y') — r(D(¥"))

Cet  accouplement donne, en appliquant des translations, des accou-

plements :
PHD(x")) x Bxtd(x*, ¥*) — FH(D(x"))

Ces accouplements, appliqués aux foncteurs dérivés cohomologiques, ne

sont autres, par définition, que les produits de Yoneda . Les propriétés
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de ces produits se déduisent immédiatement de cette définition., Nous ne

les développerons pas ici .

Soient A , A', A" trois catégories abéliennes et f: A-3A',

g ¢ A' > A" deux foncteurs additifs . Supposons que les foncteurs
3+f et §+g existent . Je ne sais pas en déduire gue le foncteur
B+g°f existe et méme si ce dernier foncteur existe, il n'est probable-

ment pas vrai en général que lton ait la formule :

R'g.f 2% R'g.R'r

On a cependant la proposition suivante :

3.1 Proposition : Supposons que la catégorie A' possdde suffisamment
d'objets g-acycliques & droite et que la catégorie A possdde suffisame
ment d'objets f-acycliques & droite transformés par f en objets

5

g=gcycliques & droite . Alors le foncteur gﬁggf existe et on a un

isomorphisme
R'g.f 25 R'g.R'T

Enoncé analogue pour les foncteurs dérivés gauches .
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§3: Exemples

n° 1 : Le foncteur Hom®

Soit A une catégorie abéliemne, possédant suffisamment d4'ine-

jectifs.
Le foncteur : Y ann Hom'(X', Y°) (chap. 1, § 1, n® 3)

ol X' est un objet de K(A) et Y' un objet de K'(A) , admet un fonc-
teur dérivé total & droite (§ 2, n® 2, Th. 2, cor. 1) qui sera noté

R Hom*(X", . ). Soit Y un objet de D'(A) 1le foncteur
K(4) ——> D(ab)
X* ~~A-y R Hom'(X',Y)

est exact et s'annule sur les complexes acycliques, d'ol un bi-foncteur

exact
D(A)° x p*(a) —> D(ab)
gue nous désignerons par Hom® .

Lorsque A est de dimension cohomologique finie , le foncteur

Hom® se prolonge & D(4)° x D(4) (loc. cit.) .

Si en cutre A posséde suffisamment de projectifs on peut
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dériver le foncteur Hom par rapport au premier argument. Les deux

définitions coincident dans leur domsine commun de validité .

n® 2 z}Jor de fgisceaux s

Soient E un site annelé (en particulier un espace topologigue

annelé)i?{l' le faisceau d'anneaux et E la catégorie des o -modules .
Un objet X de B est dit s-plat si pour toute suite exacte ¢

0w Yl-— ¥ —- yu 0
la suite @ 0 —=>Y" 8 X -——5Y 8 X —¥"8 X — 0

¢ 2 o

est exacte . Il existe suffisamment d'objets Vé—plats : les sommes di-
rectes d'objets \j'LU‘ ol U est un objet de E et (/ﬁU le faisceau
(f"prolongé par zéro en dehors de t". Le théoréme 2 du §2, n°2

s'applique donc et on peut définir le foncteur
D7(B) x D7(8) —> D7(B)
(X, Y) ~~» X 2 Y

produit tensoriel total, dérivé gauche du foncteur produit tensoriel ,
7

On définit ainsi en passant & la cohomologie les © or i ( X, Y) H

hyper- tor locaux .
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La catégorie E sayant suffisamment d'injectifs, on psut dériver
le foncteur : Hom' (X, Y) : complexe des homomorphismes locaux, d'oll

Hom(X,Y) (x€D, yed™) .

Soient X et Y deux objets de D7(E) , Z un objet de D (E) .

Il existe un isomorphisme fonctoriel :

Homy (g) (x g8 v,2)2% Homy, () (X, Hom(Y, 2))

n° 3 1 Poncteur dérivé gauche de 1l'image réciprogue :

Soit £ ¢ E -~ E' une application d'espaces topologigques

annelés . Le foncteur image réciproque @
¥ E' ~———— E

n'est pas nécessairement exact . Mais on sait définir des objets f*-
plats et il existe suffisamment de tels objets . On sait donc définir le

foncteur L7f* . On a de mlme une formule de dualité :

Soient X un objet de D (E) et Y un objet de DY(E') ; i1
existe un isomorphisme fonctoriel :

Homy gy (W8 (%), ¥) s Homy gy (%, R, (1))
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Erratum pour SGA 4, (tome 3, Lecture Notes 305).
XIV p. 18 1,14 (XIX 6) au lieu de (XX 6),

XVI 2.2 I1 faut supposer F localement constant!

XVi 5.2 La démonstration donnée est incompldte, Arpés 1'énoncé de 1'hypo-
thése de récurrence, il faut d'abord se ramener au cas odt F est constant (F
devient constant sur un rev@tement galoisien étale i : X' —> X de X , de groupe
de Galois G , et on invoque la suite spectrale de Hochschild-Serre

qu = HP(G,Hq(X',n*F)) == Hp+q(X,F)) . Les arguments qui suivent sont alors cor-

rects,
XVIiI 1.1.8 Le signe (1.1.8.1) est erroné lorsque F est contravariant en
certaines variables. Il faut lire : k. e(i) e(¥(i))
(1.1.8.1) pk = (-1)A(£) : automorphisme de F o (Gj) (Ki )
avec
A = 2k o+ 2 2. kak
e(D)=e(({iN=~ e(j)=- ¥(a)=¥(b)=j
a<b
XVit 2.1.3 La démonstration contient des erreurs flagrantes, Il faut supprimer

la 3éme ligne (p. 34 1.9) et remplacer les 6&me et 7&me (p. 34 1.12, 13) par
Les flaches du diagramme (2.1.3.2) induisent des applications

Homy(F,F) — Homfg,(g‘*F,f*F) = Homx.(f%g'*F,g*f%F> ,

XVIII 2.14.4 Lire XVII 6.2.7.2 au lieu de XVII 6.2.4.

XVIII p. 99 1-1 Lire wu au lieu de U et 3.1.16.1 au lieu de 3.1.11.1
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