


Lecture Notes in 
Mathematics 
Edited by A Dald and B. Eckmann 

569 

Séminaire de Géométrie Algébrique 
du Bois-Marie SGA 4~ 
par P. Deligne 
avec la collaboration de J. F. Boutot, 
A. Grothendieck, L. IIlusie et J. L. Verdier 

Cohomologie Etale 

Springer-Verlag 
Berlin' Heidelberg' New York 1977 

Lecture Notes in 
Mathematics 
Edited by A Dald and B. Eckmann 

569 

Séminaire de Géométrie Algébrique 
du Bois-Marie SGA 4~ 
par P. Deligne 
avec la collaboration de J. F. Boutot, 
A. Grothendieck, L. IIlusie et J. L. Verdier 

Cohomologie Etale 

Springer-Verlag 
Berlin' Heidelberg' New York 1977 



Pierre Deligne 
Institut des Hautes Etudes Scientifiques 
91440 Bures-sur-Yvette/France 

Lîbrary of Congress Catalogîng in Publication Data 

Deligne, Pierre. 
Cohomologie étale. 

(Séminaire de géométrie algébrique du Bois-Marie 
SGA4 l!2) (Lecture notes in mathematics ; 569) 

1. Geometry, Algebraic. 2. Homology the ory . 
1. Title. II. Series. III. Series: Lecture notes 
in mathematics (Berlin) ; 569. 
Q,A.3.L28 no. 569 [Q,A564] 5l0' .8s [5l2' .33] 77-568 

AMS Subject Classifications (1970): 14F20,10G05,14C99,12C20, 18E30 

ISBN 3-540-08066-X Springer-Verlag Berlin' Heidelberg' New York 
ISBN 0-387-08066-X Springer-Verlag New York' Heidelberg' Berlin 

This work is subject to copyright. Ail r'ights are reserved, whether the whole 
or part of the material is concerned, specifically those of translation, re
printing, re-use of illustrations, broadcasting, reproduction by photocopying 
machine or similar means, and storage in data banks. 

Under § 54 of the German Copyright Law where copies are made for other 
than private use, a fee is payable to the publisher, the am ou nt of the fee to 
be determined by agreement with the publisher. 

© by Springer-Verlag Berlin' Heidelberg 1977 

Pierre Deligne 
Institut des Hautes Etudes Scientifiques 
91440 Bures-sur-Yvette/France 

Lîbrary of Congress Catalogîng in Publication Data 

Deligne, Pierre. 
Cohomologie étale. 

(Séminaire de géométrie algébrique du Bois-Marie 
SGA4 l!2) (Lecture notes in mathematics ; 569) 

1. Geometry, Algebraic. 2. Homology the ory . 
1. Title. II. Series. III. Series: Lecture notes 
in mathematics (Berlin) ; 569. 
Q,A.3.L28 no. 569 [Q,A564] 5l0' .8s [5l2' .33] 77-568 

AMS Subject Classifications (1970): 14F20,10G05,14C99,12C20, 18E30 

ISBN 3-540-08066-X Springer-Verlag Berlin' Heidelberg' New York 
ISBN 0-387-08066-X Springer-Verlag New York' Heidelberg' Berlin 

This work is subject to copyright. Ail r'ights are reserved, whether the whole 
or part of the material is concerned, specifically those of translation, re
printing, re-use of illustrations, broadcasting, reproduction by photocopying 
machine or similar means, and storage in data banks. 

Under § 54 of the German Copyright Law where copies are made for other 
than private use, a fee is payable to the publisher, the am ou nt of the fee to 
be determined by agreement with the publisher. 

© by Springer-Verlag Berlin' Heidelberg 1977 



Introduction. 

Ce volume a pour but de faciliter au non-expert l'usage de la cohomologie 

t-adique. J'espère qu'il lui permettra souvent d'éviter le recours aux exposés 

touffus de SGA 4 et SGA 5. Il contient aussi quelques résultats nouveaux. 

Le premier exposé, rédigé par J.F. Boutot, survole SGA 4. Il donne les 

principaux résultats - avec une généralité minimale, souvent insuffisante pour les 

applications - et une idée de leur démonstration. Pour des résultats complets, ou 

des démonstrations détaillées, SGA 4 reste indispensable. 

Le "Rapport sur la formule des traces" contient une démonstration complè

te de la formule des traces pour l'endomorphisme de Frobenius. La démonstration est 

celle donnée par Grothendieck dans SGA 5, élaguée de tout détail inutile. Ce Rapport 

devrait permettre à l'utilisateur d'oublier SGA 5, qu'on pourra considérer comme 

une série de digression , certaines très intéressantes. Son existence permettra de 

publier prochainement SGA 5 tel quel. Il est complété par l'exposé "Applications 

de la formule des traces aux sommes trigonométriques" qui explique comment la for

mule des traces permet l'étude de sommes trigonométriques, et donne des exemples. 

Le public visé par les autres exposés est plus limité, et leur style s'en 

ressent. L'exposé "Fonctions L modulo t
n 

et modulo p " estune généralisation 

"modulaire" du Rapport, basée sur l'étude SGA 4 XVII 5.5 des puissances symétriques. 

L'exposé "La classe de cohomologie associée à un cycle" définit cette classe dans 

divers contextes, et donne la compatibilité entre intersections et cup-produits. 

Dans "Dualité" sont rassemblés quelques résultats connus, pour lesquels mélBlquait 

une référence, et quelques compatibilités. L'exposé "Théorèmes de finitude en coho

mologie t-adique" est nouveau. Il donne notamment, en cohomologie sans supports, 

des théorèmes de finitude analogues à ceux connus en cohomologie à supports compacts. 

Pour plus de détails sur les exposés, je renvoie à leur introduction res-

pective. 
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Un fil d'Ariane pour SGA 4, SGA 41 
2 

et BGA 5. 

Les exposés l à VI de SGA 4 donnent la théorie générale des topologies 

de Grothendieck. Très détaillés, ils peuvent être précieux lors de l'étude de to-

pologies exotiques, telle celle qui donne naissance à la cohomologie cristalline. 

Pour la topologie étale, si proche de l'intuition classique, un garde-fou si im-

posant n'est pas nécessaire : il suffit de conna1tre (par exemple) le livre de 

Godement [4J, et d'avoir un peu de foi. Autres références possibles: les chapitres 

l à III des notes d'Artin (1], l'exposé Bourbaki de Giraud f3J ou [Arcata] I. Les 

exposés VII et VIII commencent l'étude de la topologie étale. Ils sont plus détail-

lés que le chapitre III d'Artin et que [Arcata] II, 

L'étude des courbes est la clef de la cohomologie étale. Elle est com-

mencée par Artin dans l'exposé IX de SGA 4 ; des conséquences, quant à la dimen-

sion cohomologiques, sont données dans X. Les points essentiels sont repris dans 

[Arcata] III. L'exposé XI n'est pas nécessaire pour la suite; il contient une 

élégante démonstration du théorème de comparaison entre cohomologie étale et coho-

motogie classique dans le cas particulier des variétés algébriques complexes lisses. 

Les exposés XII et XIII prouvent le fondamental théorème de changement de 

base pour un morphisme propre. Ainsi que l'a remarqué Artin dans (algebraic appro-

ximation of structures over complete local rings, Publ. Math. IHES 36 (1969) 

p. 23-58-§3), son théorème d'approximation permet de simplifier la démonstration. 

Cette voie est suivie dans [Arca ta] IV où les multiples dévissages de la démons-

tration ne sont qu'esquissés, et où les applications de l'exposé XIV ne sont que 

très brièvement indiquées. Le théorème permet de définir la "cohomologie à supports 

compacts", et les foncteurs "images directes supérieures à supports propres" 
i 

R fI 

(dont les propriétés se ramènent à celles des foncteurs images directes supérieures 

pour un morphisme propre), C'est le sujet du prolixe exposé XVII; l'essentiel est 

dit dans [ArcataJ IV, mais des morceaux de XVII peuvent avoir une utilité indé-

pendante. 
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Les exposés xv et XVI sont centrés sur le fondamental théorème d'acycli

cité locale pour les morphismes lisses. L'influence de SGA 7 transpara1t dans 

l'exposé parallèle moins détaillé [Arcata] V, qui contient aussi la preuve des ré

sultats requis de SGA 2. 

L'exposé [ArcataJ VI est consacré à la dualité de Poincaré; il est plus 

clair que SGA 4 XVIII mais ne prétend pas donner une démonstration complète. Pour 

ceux qui tiennent à une démonstration purement algébrique, il est simplifié par 

une référence à [Dualitél §3 ; il ne contient pas la preuve du formalisme auquel 

obéit le morphisme trace (XVIII §2). 

Il existe en cohomologie étale un formalisme de dualité analogue à celui 

de la cohomologie cohérente. Pour l'établir, Grothendieck utilisait la résolution 

des singularités et la conjecture de pureté (pour l'énoncé, voir [Cycle] 2.1.4), 

établie dans un cadre relatif dans SGA 4 XVI, et -modulo la résolution- en égale 

caractéristique dans SGA 4 XIX. Les points-clefs sont établis par une autre méthode, 

dans [Th. finitude], pour les schémas de type fini sur un schéma régulier de di

mension 0 ou l . Divers développements sont donnés dans SGA 5 I. Dans SGA 5 III, 

on montre comment ce formalisme implique la très générale formule des traces de 

Lefschetz-Verdier. 

On voit que dans la version originale de SGA 5, la formule de Lefschetz

Verdier n'était établie que conjecturalement. De plus, les termes locaux n'y étaient 

pas calculés. Pour l'application aux fonctions L ,ce séminaire contient une autre 

démonstration, elle complète, dans le cas particulier du morphisme de Frobenius. 

C'est celle qui figure dans [Rapport]. Autres références pour l'énoncé et le 

schéma des dévissages: l'exposé Bourbaki de Grothendieck ; pour une brève 

description de la réduction 0ue à Grothendieck) du cas crucial à un cas déjà traité 

par Weil, [2J §lü pour un traitement t-adique de ce dernier cas, [Cycle] §3 . 

Dans SGA 5, on trouvera encore un traitement détaillé du passage de la 

~!tn-cohomologie à la ~t-cohomologie (exposés V et VI, par J.P. Jouanolou), et 

du formalisme du morphisme de Frobenius (exposé XV, par C. HouzeD. Les exposés X 
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et XII, rédigés par I. Bucur, donnent le calcul de la caractéristique d'Euler

Poincaré d'un faisceau sur une courbe, et celui de la trace de l'endomorphisme de 

sa cohomologie défini par certaines correspondances. Dans VII, Jouanolou donne le 

calcul de la cohomologie de schémas classiques, et des applications. Par ailleurs, 

l'exposé de Serre "Introduction à la théorie de Brauer" a été repris dans son 

livre [6J (3ème partie). 

Bibliographie. 

[lJ M. Artin, Grothendieck topologies, (Harvard University 1962). 

[2J P. Deligne, les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L. 

[3 J 

Dans Modular functions of one variable II, p. 501-597, Lecture Notes in 

Math.349, Springer Verlag. 

J. Giraud, Analysis situs, Séminaire Bourbaki 256, mai 1963 Benjamin. 

[4J R. Godement, Topologie algébrique et théorie des faisceaux, Act. Sei. et Ind. 

1252, Hermann 1958. 

[5l A. Grothendieck, Formule de Lefschetz et rationalité des fonctions L, Sémi

naire Bourbaki 279, Déc. 1964, Benjamin. 

[61 J.P. Serre, Représentations linéaires des groupes finis, Collection Méthodes, 

Hermann 1967. 
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Séminaire de Géométrie algébrique du Bois-Marie, 

Théorie des topos et cohomologie étale des schémas, (dirigé par 

M. Artin, A. Grothendieck et J.L. Verdier). Lecture Notes 269, 

270 et 305. 

Cohomologie t-adique et fonctions L (dirigé par A. Grothendieck) 

à para1tre aux Lecture Notes. 
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Cohomologie étale: les points de départ. 

par p. Deligne, rédigé par J.F. Boutot. 

Ce travail reprend 6 exposés donnés par p. Deligne à Arcata en août 1974 

(AMS Summer School on algebraic geometry), sous le titre: "Inputs of etale cohomology". 

Un 7~ exposé est devenu le "rapport sur la formule des traces", dans ce même volume. 

Le but des exposés était de donner les démonstrations des théorèmes fondamentaux en 

cohomologie étale, débarassées de la gangue de non-sense qui les entoure dans SGA 4. 

Nous n'avons pas cherché à énoncer les théorèmes sous leur forme la plus générale, 

ni à suivre les dévissages, parfois astucieux, que leur démonstration requiert. Nous 

avons au contraire mis l'accent sur les cas "irréductibles", qui, tous dévissages 

faits, restent à traiter. 

Nous espérons que ce texte, qui ne prétend à aucune originalité, aidera 

le lecteur à consulter avec profit les 3 volumes de SGA 4. 

Convention. Nous ne considérerons que des schémas quasi-compacts (= réunion finie 

d'ouverts affines) et quasi-séparés(= tels que l'intersection de deux ouverts affines 

est quasi-compacte), et les appellerons simplement schémas. 

4 
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Arcata l - l 

1. Topologies de Grothendieck. 

A l'origine, les topologies de Grothendieck sont apparues comme sous

jacentes à sa théorie de la descente (cf SGA 1 VI, VIII); l'usage des théories de 

cohomologie correspondantes est plus tardif. La même démarche est suivie ici: 

en formalisant les notions classiques de localisation, de propriété locale et de 

recollement (§ l, 2, 3), on dégage le concept général de topologie de Grothendieck 

(§ 6); pour en justifier l'introduction en géométrie algébrique, on démontre un 

théorème de descente fidèlement plate (§ 4), généralisation du classique théorème 90 

de Hilbert (§ 5). 

Le lecteur trouvera une exposition plus complète, mais concise, du 

formalisme dans Giraud [5 J. Les notes de M. Artin: "Grothendieck topologies" C lJ 

(chapitres l à III) restent également utiles. Les 866 pages des exposés l à VI 

de SGA 4 sont précieuses lorsqu'on consiaère des topologies exotiques, telle celle 

qui donne naissance à la cohomologie cristalline; pour utiliser la topologie étale, 

si proche de l'intuition classique, il n'est pas indispensable de les lire. 

1. Cribles. Soient X un espace topologique et f: X ~R une fonction à valeurs 

réelles sur X • La continuité de f est une propriété de nature locale; autrement 

dit, si f est continue sur tout ouvert suffisamment petit de X, f est continue 

sur X tout entier. Pour formaliser la notion de "propriété de nature locale" , 

nous introduirons quelques définitions. 

On dit qu'un ensemble ~ d'ouverts de X est un crible si pour tout 

U E 1! et V CU, on a V E 1! On dit qu'un crible est couvrant si la réunion de 

tous les ouverts appartenant à ce crible est égale à X. 

6 



l - 2 Arcata 

Etant donnée une famille [Ui} d'ouverts de X, le crible engendré par 

[Ui} est par définition l'ensemble des ouverts U de X tels que U soit conte-

nu dans l'un des 

On dit qu'une propriété peU) , définie pour tout ouvert U de X ,est 

locale si, pour tout crible couvrant ~ de tout ouvert U de X, pCU) est vraie 

si et seulement si pCV) est vraie pour tout V E ~ . Par exemple, étant donné 

f : X -+:R , la propriété !If est continue sur U" est locale. 

2. Faisceaux. Précisons la notion de fonction donnée localement sur X. 

(2.1) Point de vue des cribles: Soit ~ un crible d'ouverts de X ,On 

appelle fonction donnée M-localement sur X la donnée pour tout U E M d'une 

fonction fU sur U telle que, si V C U 

(2.2) Point de vue de ~ech: Si le crible M est engendré par une famille 

d'ouverts Ui de X se donner une fonction ~-localement revient à se donner 

une fonction fi sur chaque U
i 

telle que fi\u.n u. = f.\u.n u. 
1. J J l. J 

Autrement dit, si Z =JJLu
i 

,se donner une fonction li-localement re

vient à se donner une fonction sur Z qui soit constante sur les fibres de la 

projection naturelle Z -+ X 

(2,3) Les fonctions continues forment un faisceau; cela signifie que pour tout 

crible couvrant ~ d'un ouvert V de X et toute fonction donnée M-localement 

[fU} telle que chaque fU soit continue sur U, il existe une unique fonction 

continue f sur V telle que f\U = fu pour tout U E ~ 

3, Champs, Précisons maintenant la notion de fibré vectoriel donné localement 

sur X • 

(3.1) Point de vue des cribles: Soit ~ un crible d'ouverts de X, On 

appelle fibré vectoriel donné li-localement sur X les données de 

7 



Arcata 1-3 

a) un fibré vectoriel EU sur chaque UE}J, 

b) si veu , un isomorphisme Pu,v : E 
V -=---..;,. Eu 1 V , vérifiant 

c) si wcveu , le diagramme 

commute, c'est-à-dire PU,W (pu,v restreint à W) 0 PV,W 

(3.2) Point de vue de ~ech: Si le crible }J est engendré par une famille 

d'ouverts Ui de X se donner un fibré vectoriel }J-localement revient à se 

donner: 

a) un fibré vectoriel Ei sur chaque U
i 

, 

b) si Uij=uinUj=uiXXUj , un isomorphisme P j i 

c) si Uijk = Ui Xx Uj Xx Uk , le diagramme 

commute, c'est-à-dire sur 

Autrement dit, si Z =Jlu
i 

et si TI : Z ~ X est la projection naturelle, 

se donner un fibré vectoriel }J-localement revient à se donner: 

a) un fibré vectoriel E sur Z 

b) si x et y sont deux points de Z tels que TICx) = TICy) ,un 

8 



1-4 Arcata 

isomorphisme p : E --~---> E entre les fibres de E yx x y en x et en y, dépen-

dant continûment de (x, y) et tel que, 

c) si x, y et z sont trois points de Z tels que n(x) = n(y) n(z) , 

on ait 

(3,3) Un fibré vectoriel E sur X définit un fibré vectoriel donné 

~-localement E~: le système des restrictions EU de E aux objets de ~. Le 

fait que la notion de fibré vectoriel est de nature locale peut s'exprimer ainsi: 

pour tout crible couvrant ~ de X, le foncteur E r+ Eu ' des fibrés vectoriels 

sur X dans les fibrés vectoriels donnés ~-localement, est une équivalence de 

catégories. 

(3,4) Si dans 1, on remplace "ouvert de X" par "partie de X " , on obtient 

la notion de crible de sous-espaces de X. Dans ce cadre aussi on dispose de 

théorèmes de recollement, Par exemple: soient X un espace normal et Q un crible 

de sous-espaces de X engendré par un recouvrement fermé localement fini de X, 

alors le foncteur E ..... EQ des fibrés vectoriels sur X dans les fibrés vecto-

riels donnés Q-Iocalement est une équivalence de catégories, 

En géométrie algébrique, il est utile de considérer aussi des "cribles 

d'espaces au-dessus de X " ; c'est ce que nous verrons au paragraphe suivant. 

4, Descente fidèlement plate, 

(4.1) Dans le cadre des schémas, la topologie de Zariski n'est pas assez fine 

pour l'étude des problèmes non linéaires et on est amené à remplacer dans les 

définitions précédentes les immersions ouvertes par des morphismes plus généraux, 

9 



Arcata 1-5 

De ce point de vue, les techniques de descente apparaissent comme des techniques 

de localisation. Ainsi l'énoncé de descente suivant peut s'exprimer en disant que 

les propriétés considérées sont de nature locale pour la topologie fidèlement plate 

[On dit qu'un morphisme de schémas est fidèlement plat s'il est plat est surjectif]. 

Proposition (4.2). Soient A un anneau et B une A-algèbre fidèlement plate. 

Alors: 

(i) Une suite 2: = (M' ... M'" Mil) de A-modules est exacte dès que la suite 

Z(B) qui s'en déduit par extension des scalaires à B est exacte. 

(ii) Un A-module M est de type fini (resp. de présentation finie, plat, 

localement libre de rang fini, inversible (i.e. localement libre de rang un» dès 

gue le B-module M(B) l'est. 

Démonstration: (i) Le fonc teur M ..... M(B) étant exact (platitude de B ), il 

suffit de montrer que, si un A-module N est non nul, N (B) est non nul. Si N 

est non nul, N contient un sous-module monogène non nul AI!!!; alors N(B) 

contient un sous-module monogène (A!!!!;)(B) = BI!!!; B , non nul par surjectivité du 

morphisme structural cp: Spec (B) ... Spec (A) [ si V(!!!;) est non vide, 

-1 
cp (V(!!!;» = V(!!!; B) est non vide). 

(1i) Pour toute famille (xi) d'éléments de M(B) , il existe un sous-module 

de type fini M' de M tel que M'(B) contienne les est de type 

fini et si les engendrent M(B) , on a M' (B) = MCB ) , donc M' = M et M est 

de type fini. 

Si M(B) est de présentation finie, on peut, d'après ce qui précède, 

trouver une surjection An ~ M • Si N est le noyau de cette surjection, le 

B-module N
CB

) est de type fini, donc N l'est, et M est de présentation finie. 

L'assertion pour "plat" résulte aussitôt de (i); "localement libre de rang fini" 

signifie "plat et de présentation finie" et le rang se teste par extension des 

scalaires à des corps. 
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(4. ~ Soient X un schéma et ~ une classe de X-schémas stable par produit 

fibré sur X • Une classe ~ C ~ est un crible sur X (relativement à ~) si, 

pour tout morphisme ep : V .. U de X-schémas, avec U, V E ~ et U E ~, on a 

V E ~ • Le crible engendré par une famille (U
i

} de X-schémas dans ~ est la 

classe des V E ~ tels qu'il existe un morphisme de X-schémas de V dans l'un 

(4.4) Soit ~ un crible sur X. On appelle module quasi-cohérent donné 

~-localement sur X la donnée de 

a) un module quasi-cohérent EU sur chaque U E ~ , 

b) pour tout U E ~ et pour tout morphisme cp : V .. U de X-schémas dans ~, 

* un isomorphisme Pep: EV ~>ep Eu ' ceux-ci étant tels que 

c) si ~ : W .. V est un morphisme de X-schémas dans ~, le diagramme 

commute, c'est-à-dire 

Si E est un module quasi-cohérent sur X , on note E~ le module 

* donné ~-localement valant lPr.JE sur :u .. X et tel que, pour tout morphisme 

~ : V" U l'isomorphisme de restriction p~ soit l'isomorphisme canonique 

Théorème (4,5) - Soit (U i } E ~ une famille finie de X-schémas plats sur X 

telle que X soit la réunion des images des Ui ' et soit Ù le crible engendré 

Alors le foncteur E ~ E~ est une équivalence de la catégorie des 

modules quasi-cohérents sur X avec la catégorie des modules quasi-cohérents donnés 

~-localement. 
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Démonstration: Nous ne traiterons que le cas où X est affine et où y est en-

gendré par un X-schéma affine U ,fidèlement plat sur X • La réduction à ce cas 

est formelle, On pose X = Spec(A) et U = Spec(B) 

Si le morphisme U ~ X admet une section, X appartient au crible H 

et l'assertion est évidente, Nous nous réduirons à ce cas, 

Un module quasi-cohérent donné y-localement définit des modules M', M" 

et Mil' sur U, U XXU et U XXU XxU , et des isomorphismes p: p* M~ C! M' pour 

tout morphisme de projection p entre ces espaces; c'est là un diagramme cartésien 

M' ~ Mil 

au-dessus de 

Réciproquement ~f détermine le module donné y-localement: pour 

VEy il existe ~: V ~ U et on pose MD = ~* M' pour ~l V~U 

on a une identification naturelle ~t M' "" (~l X ~2)* Mil "" ~~ M' , et on voit 

en utilisant Mil' que ces identifications sont compatibles, de sorte que la défi-

nition est légitime, Bref, il revient au même de se donner un module ~-locale-

ment ou un diagramme M* cartésien sur U* 

Traduisons en termes algébriques: se donner M* revient à se donner un 

diagramme cartésien de modules 

au-dessus du diagramme d'anneaux 
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[précisons: on a di(bm) = di(b). di(m) ,les identités usuelles telles que 

0001 = 0000 sont vraies, et "cartésien" signifie que les morphismes 

Arcata 

0i: M' 0 B,0. (B 0 A B) -+ MI! 
~ 

sont des isomorphis-

mes]. 

Le foncteur E ~ E devient le foncteur qui, à un A-module M , associe 
jJ 

Il admet pour adjoint à droite le foncteur 

(M' ~ Mit Mil') ~ Ker(M' :: Mit) 

Il nous faut prouver que les flèches d'adjonction 

et 

Ker(M' ~ Mil) 0
A 

B -+ M' 

sont des isomorphismes. D'après (4.2)(i), il suffit de le prouver après un change-

ment de basé fidèlement plat A -+ A' (B devenant B' = BOA A') • Prenant 

A' = B, ceci nous ramène au cas où U -+ X admet une section. 

S. Un cas particulier: le théorème 90 de Hilbert. 

(S.l) Soient k un corps, k' une extension galoisienne de k et 

G Gal(k'/k). Alors l'homomorphisme 
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k' il\ k' ----> œ k' 
o E G 

x ® Y tt----""> (x,o(y)}o E G 

est bijectif. 

On en déduit qu'il revient au même de se donne,r un module localement 

pour le crible engendré par Spec(k') sur Spec(k) ou de se donner un k'-espace 

vectoriel muni d'une action semi-linéaire de G, c'est-à-dire: 

a) un k'-espace vectoriel V' , 

b) pour tout 0 E G, un endomorphisme ~o de la structure de groupe de V' 

tel que ~oCI,.v) = 0(>') ~o(v) ,pour tout>. E k' et v E V' ,vérifiant la 

condition 

c) pour tout 0, T E G , on a ~TŒ = ~T 0 ~o 

Soit V = V,G le groupe des invariants par cette action de G c'est 

un k-espace vectoriel et, d'après le théorème (4,5), on a: 

Proposition (5,2), - L'inclusion de V dans V' définit un isomorphisme 

V ®k k' ~> V' . 

En particulier, si V' est de dimension l et si v' E V est non nul, 

~o est déterminé par la constante c(o) E k'* telle que ~a(v') 

condition c) s'écrit 

D'après la proposition il existe un vecteur invariant non nul v 

On a donc pour tout 0 E G 

-1 
da) = \l.a (\l ) 

do) v' et la 

\.1 v' , \.1 E k'* , 

Autrement dit tout l-cocycle de G à valeurs dans k'* est un cobord: 

Corollaire (5,3) - On a Hl(G, k'*) 0 
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6. Topologies de Grothendieck. Nous transcrivons maintenant les définitions des 

paragraphes précédents dans un cadre abstrait englobant à la fois le cas des 

espaces topologiques et celui des schémas. 

(6.1) Soient & une catégorie et U un objet de &. On appelle crible 

sur U un sous-ensemble M de Ob(&/U) tel que si ~ v ~ U appartient à ~ 

et si ~ : W ~ V est un morphisme dans &, alors ~ 0 ~ w ~ U appartient à 

Si (~i: U
i 
~ U} est une famille de morphismes, le crible engendré 

par les U
i 

est par définition l'ensemble des morphismes ~ : V ~ U qui se facto-

risent à travers l'un des 

Si M est un crible sur U et si ~: V ~ U est un morphisme, la 

restriction de à V est par définition le crible sur V constitué par les 

morphismes ~ : W ~ V tels que ~ 0 ~ : W ~ U appartienne à ~ 

(6.2) La donnée d'une topologie de Grothendieck sur & consiste en la 

donnée pour tout objet U de & d'un ensemble C(U) de cribles sur U ,dits 

cribles couvrants, de telle sorte que les axiomes suivants soient satisfaits: 

a) Le crible engendré par l'identité de U est couvrant, 

b) Si ~ est un crible couvrant sur U et si V ~ U est un morphisme, le 

crible ~ est couvrant. 

c) Un crible localement couvrant est couvrant. Autrement dit, si M est un 

crible couvrant sur U et si ~ est un crible sur U tel que, pour tout V ~ U 

appartenant à U, le crible u' -V est cOilvrant, alors g' est couvrant, 

On appelle site la donnée d'une catégorie munie d'une topologie de 

Grothendieck. 

(6.3) Etant donné un site & ,on appelle préfaisceau sur & un foncteur 
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contravariant J de ~ dans la catégorie des ensembles. Pour tout objet U de 

~, on appelle section de J au-dessus de U les éléments de J(U) Pour tout 

morphisme V~U et pour tout s E J(U) , on note s\V (s restreint à V ) 

l'image de s dans J(V) 

Si M est un crible .sur U, on appelle section donnée M-localement 

la donnée, pour tout V ~ U appartenant à M , d'une section Sv E ~(V) telle 

que, pour tout morphisme W ~ V , on ait sV\W Sw • On dit que J est un 

faisceau si, pour tout objet U de ~, pour tout crible couvrant M sur U et 

pour toute section donnée M-localement [sv} , il existe une unique section 

s E JeU) telle que s\V = Sv ' pour tout V ~ U appartenant à ~ 

On définit de manière analogue les faisceaux abéliens en remplaçant 

la catégorie des ensembles par celle des groupes abéliens. On montre que la 

catégorie des faisceaux abéliens sur ~ est une catégorie abélienne possédant 

suffisamment d'injectifs. Une suite ~ __ ~f __ ~> q ~> ~ de faisceaux est 

exacte si, pour tout objet U de ~ et pour tout s E qeU) telle que g(s) = 0 , 

il existe localement t tel que f(t) = s ; i.e. s'il existe un crible couvrant 

M sur U et pour tout V E M , une section tv de ~ sur V telle que 

e6.4) Exemples: Nous en avons vu deux plus haut. 

a) Soient X un espace topologique et ~ la catégorie dont les objets sont 

les ouverts de X et les morphismes les inclusions naturelles. La topologie de 

Grothendieck sur ~ correspondant à la topologie usuelle de X est celle pour 

laquelle un crible M sur un ouvert U de X est couvrant si la réunion des 

ouverts appartenant à ce crible est égale à U Il est clair que la catégorie des 

faisceaux sur ~ est équivalente à la catégorie des faisceaux sur X au sens 

usuel. 

b) Soient X un schéma et ~ la catégorie des schémas sur X. On appelle 
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topologie fpqc (fidèlement plate quasi-compacte) sur ~ la topologie de Grothen-

dieck pour laquelle un crible sur un X-schéma U est couvrant s'il est engendré 

par une famille finie de morphismes plats dont les images recouvrent U 

(6,5) Cohomologie: On supposera toujours que la catégorie ~ a un objet 

final X , Alors on appelle sections globales d'un faisceau abélien J, et on note 

r J ou RO(X,~) , le groupe ~(X) Le foncteur J ~ r J est un foncteur exact 

à gauche de la catégorie des faisceaux abéliens sur ~ dans la catégorie des 

groupes abéliens on note Ri(X,.) ses dérivés (ou satellites). Ces groupes de 

cohomologie représentent les obstructions à passer du local au global. Par défini-

tion, si 0 ~ J ~ 4 ~ ~ ~ 0 est une suite exacte de faisceaux abéliens,on a une 

suite exacte longue de cohomologie: 

n( n n n+l 
~ R X,~) ~ R (X, 4) ~ R (X, ~) ~ R (X, J) ~ ••. 

(6.5) Etant donné un faisceau abélien ~ sur ~ , on appelle ~-~ 

un faisceau 4 muni d'une action ~. X 4 ~ 4 de ~ telle que localement (après 

restriction à tous les objets d'un crible couvrant l'objet final X 4 muni de 

l'action de ~ soit isomorphe à ~ muni de l'action canonique ~ X ~ ~ ~ par 

translations. 

On peut montrer que RICX,~) s'interprète comme l'ensemble des 

classes à isomorphisme près de ~-torseurs. 
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II. Topologie étale. 

On spécialise les définitions du chapitre précédent au cas de la topolo-

gie étale d'un schéma X (§ 1, 2, 3). La cohomologie correspondante coïncide dans 

le cas où X est le spectre d'un corps K avec la cohomologie galoisienne de K 

(§ 4). 

1. Topologie étale. Nous commencerons par quelques rappels sur la notion de 

morphisme étale. 

Définition (1,1) - Soit A un anneau (commutatif), On dit qu'une A-algèbre B 

est étale ~ B ~ A-algèbre de présentation finie et si les conditions 

équivalentes suivantes sont vérifiées: 

a) Pour toute A-algèbre e et pour tout idéal de carré nul J de e, 

l'application canonique 

Hom A 1 (B,e) ~ HomA 1 (B,e/J) -a g -a g 

est une bijection, 

b) B est un A-module plat et 0B/A 

rentielles relatives). 

o (on note 0B/A le module des diffé-

c) ~ B = p,( Xl"" ,Xn] /1 une présentation de B 

Alors pour tout idéal premier E de p,(X
l

, .•. ,X
n
) contenant l , il existe des 

polynômes Pl""'Pn E l tels que soit engendré par les images de Pl"" ,Pn 

det(op./oX.> tt. E 
~ J 

[cf, SGA l, exposé l oU M. RAYNAUD, Anneaux Locaux Henséliens, chapitre V ). 

On dit qu'un morphisme de schémas f: X ~ S est~ si pour tout 

x E X il existe un voisinage ouvert affine U Spec(A) de f(x) et un voisinage 

ouvert affine V = Spec(B) de x dans X Xs U tel que B 'soit une A-algèbre 

étale, 
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(1.2) Exemples: a) Si A est un corps, une A-algèbre B est étale si et 

seulement si c'est un produit fini d'extensions séparables de A 

b) Si X et S sont des schémas de type fini sur œ, un morphisme 

f : X ~ S est étale si et seulement si son analytisé fan 

isomorphisme local. 

Sorite (1.3) - a) (changement de base) Si f: X ~ S est un morphisme étale, 

il en est de même de f S': X XSS' ~ S' pour tout morphisme S' ~ S . 

b) (composition) Le composé de deux morphismes étales est un morphisme 

étale. 

c) Si f: X ~ S et g y ~ S sont deux morphismes étales, tout S-morphisme 

de X dans Y est étale. 

d) (descente) Soit f: X ~ S un morphisme. S'il existe un morphisme fidèle-

ment plat S' ~ S , tel que f S' : X Xs S' ~ S' soit étale, alors f est étale. 

(1.4) Soit X un schéma. Soit ~ la catégorie des X-schémas étales; d'après 

(1.3.c) tout morphisme de ~ est un morphisme étale. On appelle topologie étale 

sur ~ la topologie pour laquelle un crible sur U est couvrant s'il est engendré 

par une famille finie de morphismes ~i : U
i 
~ U tels que la réunion des images 

des recouvre U • On appelle site étale de X , et on note , le site 

défini par ~ muni de la topologie étale. 

2, Exemples de faisceaux, 

(2,1) Faisceau constant: Soit C un groupe abélien et supposons pour 

simplifier X noethérien. On notera ~X 
TI (U) 

le faisceau défini par U ~ Co, où 

(ou même C s'il n'y a pas d'ambiguïté) 

TI (U) est l'ensemble (fini) des compo
o 

santes connexes de U • Le cas le plus important sera C =~/n • On a donc par 

définition TI (X) 
~!n 

o 
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De plus RI(X, ~/n) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de ~/n-torseurs 

(1,6.5), autrement dit de revêtements étales galoisiens de X de groupe ~/n En 

particulier, si X est connexe et si TII(X) est son groupe fondamental pour un 

point base choisi, on a 

l H (X, ~/n) = Hom(TI I (X), ~/n) 

(2,2) Groupe multiplicatif: On notera œm,x (ou œm s'il n'y a pas d'ambi-

gutté) le faisceau défini par * U ~ T(U, 2u) ; il s'agit bien d'un faisceau grâce au 

théorème de descente fidèlement plate (1.4.5). On a par définition 

en particulier si X est réduit, connexe et propre sur un corps algébriquement 

clos k , on a: 

Proposition (2.3) - On a un isomorphisme: 

Pic (X) 

où Pic (X) est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X 

Démonstration: Soit * le foncteur qui, à un faisceau inversible ~ sur X 

associe le préfaisceau ~* suivant sur Xet : pour ~: U ~ X étale, 

D'après (4,2) (i) et (4,5) (pleine fidélité), ce préfaisceau est un faisceau; c'est 

même un œ rn-torseur. On vérifie aussitôt que 

a) le foncteur * est compatible à la localisation (étale); 

b) il induit une équivalence de la catégorie des faisceaux inversibles 

triviaux (i,e. isomorphes à 2x) avec la catégorie des 

! est trivial si et seulement si ~* l'est. 

De plus, d'après (4,2) (ii) et (4.5), 
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c) la notion de faisceau inversible est locale pour la topologie étale. 

Il résulte formellement de a), b), c) que lf est une équivalence entre 

la catégorie des faisceaux inversibles sur X et celle des œ -torseurs sur 
m 

elle induit l'isomorphisme cherché. On construit comme suit l'équivalence inverse: 

si T est un œ rn-torseur, il existe un recouvrement étale fini tuil de X tel 

que les torseurs T/U i soient triviaux; T est alors trivial sur chaque V 

étale sur X appartenant au crible ~ C Xet engendré par tui} • Sur chaque 

V E ~, T\V correspond à un faisceau inversible ~V (par b» et les ~V 

constituent un faisceau inversible donné ~-localement ~ (par a». Par c), 

ce dernier provient d'un faisceau inversible ~(T) sur X, et T~ ~(T) est 

l'inverse cherché de * 

(2.4) Racines de l'unité: Pour tout entier n > 0 , on appelle faisceau des 

racines n-ièmes de l'unité, et on note ~n ' le noyau de l'élévation à la puissance 

m 
Si X est un schéma sur un corps séparablement clos k et si n-ième dans œ 

n est inversible dans k, le choix d'une racine primitive n-ième de l'unité ~E k 

définit un isomorphisme i'" Si de ?lIn avec CJ.n 

La relation entre cohomologie à coefficients dans ~n et cohomologie 

à coefficients dans œ 
m 

est donnée par la suite exacte de cohomologie déduite 

de la 

(2.5) Théorie de Kummer. - Si n est inversible sur X, l'élévation à la 

puissance n-ième dans 
m 

est un épimorphisme de faisceaux. On a donc une suite 

o .... I\J.
n 

... œ .... 
m 

œ ... 
m 

o • 

* Démonstration: Soient U .... X un morphisme étale et a E G m(U) = r(u,2u) 

Puisque n est inversible sur U ,l'équation T
n 

- a o est séparable; autre-

ment dit u' = Spec 2u[t]/(Tn - a) est étale au-dessus de U Par ailleurs 

U' ... U est surjectif et a admet une racine n-ième sur U' , d'où le résultat. 
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3. Fibres, images directes. 

(3.1) On appelle point géométrique de X un morphisme x ~ X , où x est 

le spectre d'un corps séparablement clos k(x) , On le notera abusivement x 

sous-entendant le morphisme x ~ X , Si x est l'image de x dans X, on dit 

que x est centré en x Si le corps k(x) est une extension algébrique du 

corps résiduel k(x) , on dit que x est un point géométrique algébrique de X , 

On appelle voisinage étale de x un diagramme commutatif 

~~ où U ~ X est un morphisme étale, 
x ---> X 

Le localisé strict de X en x est l'anneau 0x - = lim r(u, ~) , ,x __ > 

la limite inductive étant prise sur les voisinages étales de x . C'est un anneau 

local strictement hensélien dont le corps résiduel est la clôture séparable du 

corps résiduel k(x) de X en x dans k(x) . Il joue le rôle d'anneau local 

pour la topologie étale, 

(3,2) Etant donné un faisceau F sur X
et

, on appelle fibre de F en 

x l'ensemble (resp, le groupe",,) F- = Hm 
x --> 

toujours prise sur les voisinages étales de x 

F(U) , la limite inductive étant 

Pour qu'un homomorphisme de faisceaux F ~ G soit un mono-/épi-/iso-

morphisme il faut et il suffit qu'il en soit ainsi des homomorphismes ~ G
x 

induit sur les fibres en tout point géométrique de X . Si X est de type fini 

sur un corps algébriquement clos, il suffit qu'il en soit ainsi en les points 

rationnels de X 

(3,3) Si f: X ~ Y est un morphisme de schémas et F un faisceau sur 

, l'image directe de F par f est le faisceau sur Y
et 

défini par 

f*F(V) = F(X Xy V) pour tout V étale sur Y 
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Le foncteur f*: (Faisc, Ab,/Xet ) ~ (Faisc. Ab,/yet ) est exact à 

gauche, Ses foncteurs dérivés à droite Rqf* s'appellent images directes supé-

rieures, Si Y est un point géométrique de y ,on a 

limite inductive prise sur les voisinages étales V de y 

Soient le localisé strict de y en y 

f'J 

rv 
y = Spec(O -Ji 

y,y 
et 

,..., 
X X Xy y ,On peut étendre F à (c'est un cas particulier de la notion 

"'"' générale d'image réciproque) de la manière suivante: soit U un schéma étale sur 

'" X ,alors il existe un voisinage étale V de 

X Xy V tel que U = U ~ y ; on posera 

F Cu) lim F (U ~ V') 
--;;> 

y et un schéma étale U sur 

la limite inductive étant prise sur les voisinages étales V' de y qui dominent 

V , Avec cette définition, on a 

Le foncteur 

réciproque" , Si x 

* on a (f F)i 

fi\- a un adjoint à gauche 

est un point géométrique de 

Cette formule montre que 

f* 

X 

" f 

, le foncteur "image 

et Hi) son image dans Y 

est un foncteur exact, Le 

foncteur f" transforme donc faisceau injectif en faisceau injectif, et la suite 

spectrale du foncteur composé r 0 f" (resp. g,f f,~) fournit la 

Suite spectrale de Leray (3,4). - Soient F un faisceau abélien sur X
et 

et 

f:X ~ Y un morphisme de schémas (resp, des morphismes de schémas X ~ Y ~ Z). 

On a une suite spectrale 

HP(y, Rqf*F) ~ HP+q(X, F) 

RP~Rqf*F => RP+q(gf),~ F) 
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Corollaire e3.5). 

Cela s'applique en particulier dans le cas suivant: 

Proposition (3.6). Soit f: X ~ Y un morphisme fini evoire, par passage à la 

limite, un morphisme entier) et F un faisceau abélien sur X. Alors Rqfi,F '" 0 , 

pour tout q > 0 • 

En effet soient y un point géométrique de Y, y le spectre du 

localisé strict de Y en y et X = X Xy Y d'après ce qui précède, il suffit 

de montrer que Hqex, F) = 0 pour tout 
,.., 

q > 0 . Or X est le spectre d'un produit 

d'anneaux locaux strictement henséliens [cf. Anneaux locaux henséliens, chapitre 1), 

le foncteur rex " ) est exact car tout X-schéma étale et surjectif admet une 

section, d'où l'assertion. 

4. Cohomologie galoisienne. 

Pour X Spec(K) le spectre d'un corps, nous allons voir que la 

cohomologie étale s'identifie à la cohomologie galoisienne. 

(4,1) Commençons par une analogie topologique. Si K est le corps des 

fonctions d'une variété algébrique affine intègre Y = Spec(A) sur œ , on a 

K = lim A[ 1/ f] 
{"fJ,.> 

Autrement dit X = lim U , U parcourant l'ensemble des ouverts de Y • On sait 
<--

qu'il existe des ouverts de Zariski arbitrairement petits qui pour la topologie 

classique sont des Ken, 1) , On ne sera donc pas surpris si l'on considère 

Spec(K) lui-même comme un K(n, 1) , n étant le groupe fondamental (au sens al

gébrique) de X ,autrement dit le groupe de Galois de K/K, où K est une 

clôture séparable de K 
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(4.2) Plus précisément soient K un corps, K une clôture séparable de K 

et G = Gal(K/K) le groupe de Galois topologique. A toute K-algèbre finie étale A 

(produit fini d'extensions séparables de K) , associons l'ensemble fini Ho~(A, K) 

Le groupe de Galois G opère sur cet ensemble à travers un quotient discret (donc 

fini). Si A = K[T]/(F) , il s'identifie à l'ensemble des racines dans K du poly-

nome F • La théorie de Galois, sous la forme que lui a donnée Grothendieck, dit 

que: 

Proposition (4.3). - Le foncteur: 

(K-algèbres finies étales) ~ (ensembles finis sur lesquels G opère continûment) 

qui à une algèbre étale A associe Ho~(A, K) est une anti-équivalence de 

catégories. 

On en déduit une description analogue des faisceaux pour la topologie 

étale sur Spec(K) : 

Proposition (4.4). - Le foncteur: 

(Faisceaux étales sur Spec(K) ~ (ensembles sur lesquels G opère continûment) 

qui à un faisceau F associe sa fibre au point géométrique Spec(K) est 

une équivalence de catégories. 

On dit que G opère continûment sur un ensemble E si le fixateur de 

tout élément de E est un sous-groupe ouvert de G • Le foncteur en sens inverse 

est décrit de la manière évidente: soient A une K-algèbre fin~ étale, 

U = Spec(A) et U(K) = Ho~(A, K) le G-ensemble correspondant à A; alors on a 

F(U) = HomG_ens(U(K),FK) • 

En particulier, si x = Spec(K) , on a • Si l'on se 

restreint aux faisceaux abéliens, on obtient en passant aux foncteurs dérivés 

des isomorphismes canoniques 
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Exemples (4. 5). - a) Au faisceau constant ?lIn correspond ?lIn avec action 

triviale de G 

b) Au faisceau des racines n-ièmes de l'unité l~n correspond le groupe 

~n(K) des racines n-ièmes de l'unité dans K, avec l'action naturelle de G 

c) Au faisceau ~m correspond le groupe avec l'action naturelle de G 

26 



III - 1 Arcata 

III. Cohomologie des courbes. 

Dans le cas des espaces topologiques, des dévissages utilisant la for

mule de KUnneth et des décompositions simpliciales permettent de se ramener pour 

calculer la cohomologie à l'intervalle 1 [0, lJ pour lequel on a 

HO(I,~) ~ et Hq<r,~) = 0 pour q > 0 

Dans notre cas, les dévissages aboutiront à des objets plus compliqués, 

à savoir les courbes sur un corps algébriquement clos; nous allons calculer leur 

cohomologie dans ce chapitre. La situation est plus complexe que dans le cas 

topologique car les groupes de cohomologie sont nuls pour q > 2 seulement. 

L'ingrédient essentiel des calculs est la nullité du groupe de Brauer du corps des 

fonctions d'une telle courbe (théorème de Tsen) § 2). 

1. Le groupe de Brauer. 

Rappelons-en tout d'abord la définition classique: 

Définition O.l). - Soit K un corps et A ~ K-algèbre de dimension finie. 

On dit qUe A est une algèbre simple centrale~ K si les conditions équiva

lentes suivantes sont vérifiées: 

a) A n'a pas d'idéal bilatère non trivial et son centre est K 

b) Il existe une extension galoisienne finie K'/K telle que ~, A ®K K' 

soit isomorphe à une algèbre de matrices carrées sur K' 

c) A est K-isomorphe à une algèbre de matrJces carrées sur un corps gauche 

de centre K 

Deux telles algèbres sont dites équivalentes si les corps gauches qui 

leur sont associés par c) sont K-isomorphes.Si ces algèbres ont même dimension, 

cela revient à dire qu'elles sont K-isomorphes. Le produit tensoriel définit par 

passage au quotient une structure de groupe abélien sur l'ensemble des classes 
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d'équivalence. C'est ce groupe que l'on appelle classiquement le groupe de Brauer 

de K et que l'on note Br(K) 

(1.2) On notera Br(n, K) l'ensemble des classes de K-isomorphisme de 

K-algèbres A telles qu'il existe une extension galoisienne finie K' de K 

pour laquelle ~ est isomorphe à l'algèbre M (K') 
n 

des matrices carrées n X n 

sur K' . Par définition Br(K) est réunion des sous-ensembles Br(n,K) pour 

nE1'l Soient K une clôture algébrique de K et G = Gal(K/K) • L'ensemble 

Br(n,K) est l'ensemble des "formes" de Mn (K) , il est donc canoniquement iso-

morphe à 

On sait que tout automorphisme de M (K) 
n 

est intérieur. Par consé-

quent le groupe Aut(Mn(K» s'identifie au groupe linéaire projectif PGL(n, K) 

et on a une bijection canonique: 

e Br(n,K) r::+ HI(G, PGLCn,K» . 
n 

D'autre part la suite exacte: 

C*) ~ K* ~ GL(n,K) ~ PGLCn,K) ~ 

permet de définir un opérateur cobord: 

En composant en et Ôn ,on obtient une application: 

Ô 
n 

Bren, K) 

On vérifie facilement que les applications Ôn sont compatibles entre elles et 

définissent un homomorphisme de groupes: 

Br(K) 
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Proposition (1.3) . - L'homomorphisme 6 

Cela résulte des deux lemmes suivants: 

Lemme (1.4). - L'application ~n 

D'après [14J, cor. à la prop. 1-44, il suffit de vérifier que chaque fois 

qu'on tord la suite exacte (*) par un élément de HICG,PGL(n,K» , le Hl du groupe 

médian est trivial. Ce groupe médian est le groupe des K-points du groupe multipli

catif d'une algèbre centrale simple A de rang n2 sur K • Pour prouver que 
l H CG, A*R) = 0 , on interprète A* comme le groupe des automorphism~du A-module 

libre L de rang l, et Hl comme l'ensemble des "formes" de L - des A-modules 

de rang n
2 

sur K, automatiquement libres. 

Lemme (1.5). Soient a E H
2

(G, R*) 

dans K, n=[K'~K) , et G'=Gal(K/K'). 

K' une extension finie de K contenue 

a H2 CG',K*) est 

nulle, alors, a appartient à l'image de 

Remarquons tout d'abord qu'on a: 

[D'un point de vue géométrique si l'on note x = Spec(K) , x' = Spec(K') et 

11 : x' .... x le morphisme canonique, on a o pour q > 0 et par 

suite pour q 2: OJ • 

Par ailleurs le choix d'une base de K' en tant qu'espace vectoriel 

sur K permet de définir un homomorphisme 

qui, à un élément x, fait correspondre l'endomorphisme de multiplication par x 

de K ®K K' . On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes: 
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-* ci< ®K K') 
lf - * -* .. K .. .. (K OK I) IK .. 

Il l 
-* GL(n, K) PGL(n,K) 1 .. K .. .. .. 

Le lemme résulte du diagramme commutatif que l'on en déduit en passant à la cohomo-

logie: 

1 - * -* R2 (G, K*) R
2

(G, - * 
R (G,(K ®K K') /K ) .. .. (K ®K K') ) 

l t::.n 
Rl(G, R2(G, -* PGL(n, K) ) ---:> K ) 

La connaissance du groupe de Brauer, en particulier sa nullité, est 

extrêmement importante en cohomologie galoisienne comme le montre la proposition 

suivante: 

Proposition (1.6). - Soient K un corps, K une clôture algébrique de K et 

G = Gal(K/K) • Supposons gue, pour toute extension finie K' de K, on ait 

Br(K') = 0 • Alors on a: 

(ii) Rq(G, F) = 0 pour tout G-module de torsion F et pour tout q ~ 2 • 

[Pour la démonstration, cf. J.p. SERRE, Corps locaux ou Cohomologie 

galoisienne]. 

2. Le théorème de Tsen. 

Définition (2.1). - On dit qu'un corps K est Cl si tout polynôme homogène 

non constant f(x l , •.. ,xn ) de degré d < n a un zéro non trivial. 
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Proposition (2.2). - Si un corps K est Cl on a Br(K) o 

Il s'agit de montrer que tout corps gauche D de centre K et fini 

sur K est égal à K 

la norme réduite. 

. Soient 
2 

r le degré de D sur K et Nrd : D ... K 

[Localement pour la topologie étale sur K, D est isomorphe - non canoniquement -

à une algèbre de matrices M 
r 

et la norme réduite coïncide avec l'application 

déterminant. Celle-ci est bien définie, indépendamment de l'isomorphisme choisi 

entre D et M 
r 

car tout automorphisme de M 
r 

est intérieur et deux matrices 

semblables ont même déterminant. Cette application définie localement pour la 

topologie étale se descend, à cause de son unicité locale, en une application 

Nrd : D ... K] . 

Le seul zéro de Nrd est l'élément nul de D, car, si x f 0 on a 

Nrd(x). Nrd(x- l ) = 1 . D'autre part, si [el, ... ,e 2} est une base de D sur K 
r 

et si x = Z xie i ' la fonction Nrd(x) s'écrit comme un polynÔme homogène 

Nrd(xl ,· .• ,x 2) 
r 

Puisque K est 

de degré r [c'est clair localement pour la topologie étale] 

Cl ' on a r
2 ~ r , c'est-à-dire r = 1 et D = K 

Théorème (2.3) (Tsen). - Soient k un corps algébriquement clos et K une 

extension de degré de transcendance de k Alors K est Cl 

Supposons tout d'abord que K = k(X) . Soit 

un polynÔme homogène de degré d < n à coefficients dans k(X) . Quitte à multi-

plier les coefficients par un dénominateur commun on peut supposer qu'ils sont 

dans k[X] • Soit alors & = sup deg(ai i) On cherche un zéro non trivial 
1'" n 

dans k[X] par la méthode des coefficients indéterminés en écrivant chaque 

Ti (i = l, ••• ,n) comme un polynÔme de degré N en X. Alors l'équation 
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f(!) 0 devient un système d'équations homogènes en les n X (N + 1) coefficients 

des polynômes Ti(X} exprimant la nullité des coefficients du polynôme en X 

obtenu en remplaçant Ti par Ti(X) . Ce polynôme est de degré + Nd au plus, il 

y a donc Ô + Nd + l équations en n X (N + 1) variables. Comme k est algébri-

quement clos ce système a une solution non triviale si n(N+l) > Nd + Ô + 1 , ce 

qui sera le cas pour N assez grand si d < n . 

Il est clair que, pour démontrer le théorème dans le cas général, il 

suffit de le démontrer lorsque K est une extension finie d'une extension trans-

cendante pure k(X) de k . Soit f(I) = f(T1, ••• ,Tn ) un polynÔme homogène de 

degré d < n à coefficients dans K . Soient s = [K : k(X)] et une 

base de K sur k(X) Introduisons de nouvelles variables U
ij 

, en nombre sn, 

telles que Ti = L U
ij 

e
j 

• Pour que le polynÔme f(I) ait un zéro non trivial 

dans K ,il suffit que le polynÔme g(X
ij

) = NK/k(f(I» ait un zéro non trivial 

dans k(X) Or g est un polynÔme homogène de degré sd en sn variables, d'où 

le résultat. 

Corollaire (2.4). - Soient k un corps algébriquement clos et K une extension 

de degré de transcendance de k . Alors les groupes de cohomologie étale 

Hq(Spec(K), œ) sont nuls pour tout q > 0 . 
m 

3. Cohomologie des courbes lisses. 

Dorénavant, et sauf mention expresse du contraire, les groupes de coho-

mologie considérés sont les groupes de cohomologie étale. 

Proposition (3.l). - Soient k un corps algébriguement clos et X une courbe pro-

jective non singulière connexe sur k Alors on a: 
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HO(X, a; ) * k 
m 

Hlex, a; ) PieCX) m 

nqex, a; ) 0 pour q "' 2 . m 

Soient ~ le point générique de X , j : ~ ~ X le morphisme canonique 

et a; le groupe multiplicatif du corps des fractions K(X) de X Pour 
m,~ 

tout point fermé x de X, soient i x l ' immer s ion canonique et ?lx le 

faisceau constant de valeur ?l sur x Ainsi est le faisceau des 

fonctions méromorphes non nulles sur X et œ le faisceau des divi-
x E X 

seurs, on a donc une suite exacte de faisceaux: 

o a; 
m 

œ 
x E X 

o pour tout q > 0 

Il suffit de montrer que la fibre de ce faisceau en tout point fermé x 

de X est nulle. Si 0 
X,x 

fractions de } on a 

est l'hensélisé de 

Spec(K) 

X en x et K le corps des 

Or K est une extension algébrique de k(X) ,donc une extension de degré de 

transcendance de k: le lemme résulte de (2.4). 

o pour tout q > 0 

En effet de (3.2) et de la suite spectrale de Leray pour , on déduit: 
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pour tout q ~ 0 et le deuxième membre est nul pour q > 0 d'après (2,4), 

Lemme (3,4), - On a o pour tout q > 0 

En effet pour tout point fermé x de x , on a o pour 

q > 0 ,car ix est un morphisme fini (11.3.6), et 

Le deuxième membre est nul pour tout q > 0 , car x est le spectre d'un corps 

algébriquement clos [On voit que le lemme est vrai plus généralement pour tout 

faisceau "gratte-ciel" sur X J. 

On déduit des lemmes précédents et de la suite exacte (*) les égalités: 

o pour q ~ 2 

et une suite exacte de cohomologie en bas degré: 

qui n'est autre que la suite exacte: 

,f 
~ k* ~ k(X) ~ Div(X) ~ Pic (X) ~ l 

De la proposition (3.1) on déduit que les groupes de cohomologie de 

X à valeur dans 7l/ n, n premier à la caractéristique de k ,ont une valeur 

raisonnable: 
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S:o.Eollaire (3.51-~ X est de genre g ,et si n est inversible dans k, les 

H
q 

(X, '!lIn) sont nuls pour q > 2 , et libres sur '!lIn de rang l, 2g, l pour 

q = 0,1,2 • Remplaçant '!lIn par le groupe isomorphe ~n ' on a des isomorphismes 

canoniques o 
H (X, !lJ.n ) = lfJ.n 

Hl (X, !fJ.n ) = Pico (X) n 

2 
H (X, l\ln) = '!lIn 

Comme le corps k est algébriquement clos, '!lIn est isomorphe (non 

canoniquement) à l~n ,De la suite exacte de Kummer: 

o -+ \\ln ° 
et de la proposition (3.1) , on déduit les égalités: 

o pour q > 2 

et, en bas degré, des suites exactes: 

o -+ o * n * H (X, !\ln) -+ k --> k -+ o 

o -+ Hl (X, l\ln) -+ Pic(X) _n_> Pic (X) 

De plus on a une suite exacte: 

o -+ Pico(X) Pic (X) ~> '!l ° 
et Pico eX) s'identifie au groupe des points rationnels sur k d'une variété 

abélienne de dimension g, la jacobienne de X Dans un tel groupe, la multi-

plication par n est surjective et son noyau est un '!lln'!l-module libre de rang 2g 

(car n est inversible dans k ); d'où le corollaire, 

Un dévissage astucieux, utilisant la "méthode de la trace", permet 
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d'obtenir en corollaire la 

Proposition (3.6) (SGA4 IX 5.7), - Soient k un corps algébriquement clos, X 

une courbe algébrique sur k et F un faisceau de torsion sur X Alors: 

(i) On a Hq(X, F) = 0 pour q > 2 • 

(ii) Si X est affine, on a même Hq(X, F) o pour q > 1 

Pour la démonstration, ainsi que pour l'exposé de la "méthode de la 

trace" , nous renvoyons à SGA4 IX 5. 

4. Dévissages. 

Pour calculer la cohomologie des variétés de dimension > 1 on emploie 

des fibrations par des courbes,ce qui permet de se ramener à étudier les morphismes 

dont les fibres sont de dimension S 1 . Ce principe possède plusieurs variantes, 

indiquons-en quelques-unes. 

(4.1) Soient A une k-algèbre de type fini et al"" ,an des générateurs 

de A • Si l'on pose X 
o 

Spec (k) , 

les inclusions canoniques k(a1, ••• ,aiJ ~ k(al, ••• ,ai , a i +13 définissent des 

morphismes Xn ~ Xn_l ~ .•• ~ Xl ~ Xo dont les fibres sont de dimension S 1 . 

(4.2) Dans le cas d'un morphisme lisse, on peut être plus précis. On 

appelle fibration élémentaire un morphisme de schémas f: X ~ S qui peut 

être plongé dans un diagramme commutatif 
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satisfaisant aux conditions suivantes: 

(i) est une immersion ouverte dense dans chaque fibre et 

x y 

(ii) f est lisse et projectif, à fibres géométriques irréductibles 

et de dimension 

(iii) g est un revêtement étale et aucune fibre de g n'est vide. 

On appelle bon voisinage relatif à S un S-schéma X tel qu'il 

existe des S-schémas X = Xn , •.. ,Xo = S et des fibrations élémentaires 

l, •.. ,n . On peut montrer [SGA 4, XI, 3.3J que si X est 

un schéma lisse sur un corps algébriquement clos k tout point rationnel de 

X possède un voisinage ouvert qui est un bon voisinage (relatif à Spec(k». 

(4.3) On peut dévisser un morphisme propre f: X ~ S de la façon 

suivante. D'après le lemme de Chow, il existe un diagramme commutatif 

X <;---,TTl....-_ 

où TT et f sont des morphismes projectifs, TT étant de plus un isomorphisme 

au-dessus d'un ouvert dense de X Localement sur S, X est un sous-schéma 

fermé d'un espace projectif type F~ 

On d€visse ce dernier en considérant la projection 

qui envoie le point de coordonnées homogènes (xo'xl"",xn ) 

C'est une application rationnelle définie en dehors du fermé 

n 
<p :FS 

d'équations homogènes . Soit l'éclatement à centre 

y ; les fibres de u sont de dimension ~ 1 • De plus il existe un morphisme 

naturel qui prolonge l'application rationnelle <p et v fait 
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de P un F~-schéma localement isomorphe à l'espace projectif type F n- l que 

l'on peut à son tour projeter sur un F l ,etc. 

(4.4) On peut balayer une variété projettive et lisse X par un pinceau de 

Lefschetz. L'éclate 
N 
X de l'intersection de l'axe du pinceau avec X se projette 

sur et les fibres de cette projection sont les sections hyperplanes de X 

par les hyperplans du pinceau. 
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IV. Théorème de changement de base pour un morphisme propre. 

1. Introduction. 

Ce chapitre est consacré à la démonstration et aux applications du 

Théorème (1.1). - Soient f: X ~ S un morphisme propre de schémas et F ~ 

faisceau abélien de torsion sur X • Alors, quel que soit q ~ 0 , la fibre de 

Rqf*F en un point géométrique s de S est isomorphe à la cohomologie 

Hq(Xs,F) de la fibre Xs = X ®S Spec k(s) de f en s 

Pour f: X ~ S une application continue propre et séparée (séparée 

signifie que la diagonale de X Xs X est fermée) entre espaces topologiques, et 

F un faisceau abélien sur X, le résultat analogue est bien connu, et élémentaire: 

comme f est fermée, les f-l(V) pour V voisinage de s forment un système 

* * fondamental de voisinages de Xs ' et on vérifie que H (Xs ' F) = lim H (U, F) , 

li> 

pour U parcourant les voisinage.s de X 
s 

. En pratique, X 
s 

a même un système 

fondamental U de voisinages U dont il est rétracte par déformation et, pour F 

* * constant, on a donc H (Xs,F) = H (U, F) • En termes imagés: la fibre spéciale 

avale la fibre générale. 

Dans le cas des schémas la démonstration est plus délicate et il est in-

dispensable de supposer que F est de torsion (SGA4 XII 2). Compte tenu de la 

description des fibres de Rqf*F (11.3.3), le théorème (1.1) est essentiellement 

équivalent au 

Théorème (1.2). - Soi~nt A un anneau local strictement hensélien et S Spec(A) . 

Soient f: X ~ S un morphisme propre et X 
o 

la fibre fermée de f • Alors, pour 

tout faisceau abélien de torsion F sur X et pour tout q ~ 0, ~ 
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Par passage à la limite on voit qu'il suffit de démontrer le théorème 

lorsque A est l'hensélisé strict d'une ~-algèbre de type fini en un idéal 

premier. On traite d'abord le cas q = 0 ou et F = ~/n (§ 2). Un argument 

basé sur la notion de faisceau constructible (§ 3) montre d'ailleurs qu'il suffit 

de considérer le cas où F est constant. D'autre part le dévissage (III. 4.3) 

permet de supposer que x 
o 

est une courbe; dans ce cas il ne reste plus qu'à 

démontrer le théorème pour q 2 (§4). 

Entre autres applications (§ 6), le théorème permet de définir la notion 

de cohomologie à support propre (§ 5). 

2. Démonstration pour q o .2!;!; 1 et F = ~/n 

Le résultat pour q o et F constant est équivalent à la proposition 

suivante [théorème de connexion de Zariski]: 

Proposition (2.1). - Soient A un anneau local hensélien noethérien et S = Spec(A). 

Soient f x -+ S un morphisme propre et 

ensembles de composantes connexes TI Cx) 
o 

x 
o 

et 

la fibre fermée de f Alors les 

TI Cx ) 
o 0 

sont en bijection. 

Il revient au même de montrer que les ensembles de parties à la fois 

ouvertes et fermées Of(X) et of(X) 
o 

sont en bijection. On sait que l'ensemble 

Ofex) correspond bijectivement à l'ensemble des idempotents de r(X,Qx) ,de 

même OfeX) 
o 

correspond bijectivement à l'ensemble des idempotents de rexo,QX 
o 

Il s'agit donc de montrer que l'application canonique 

Idem rcx, 2.x) -+ Idem rexo,QX 
o 

est bijective. 

On notera ~ l'idéal maximal de A 
A 

,rex,QX) le complété de 
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rcx, QX) pour la topologie ~-adique et, pour tout entier n ~ 0 , 

X = X ®A A/m
n
+

l 
• D'après le théorème de finitude pour les morphismes propres 

n -

[EGA III, 3.2J , rCX, Qx) est une A-algèbre finie; comme A est hensélien, il 

en résulte que l'application canonique 

est bijective. 

D'après le théorème de comparaison pour les morphismes propres 

[EGA III, 4.1], l'application canonique 

~ k~ rCxn , Qx ) 
n 

est bijective. En particulier l'application canonique 

Idem lim 

est bijective. Mais, puisque Xn et Xo ont même espace topologique sous-jacent, 

l'application canonique 

est bijective pour tout n ,ce qui achève la démonstration. 

Puisque HlCX, ~/n) est en bijection avec l'ensemble des classes 

d'isomorphisme de revêtements étales galoisiens de X de groupe ~/n , le 

théorème pour q=l et F =~/n résulte de la proposition suivante. 

Proposition C2.2), - Soient A un anneau local hensélien noethérien et 

S = SpecCA) . Soient f : X ~ S un morphisme propre et 

de f • Alors le foncteur de restriction 
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Rev.et. (x) ~ Rev.et. (x ) 
o 

est une équivalence de catégories. 

[ Si x 
o 

est connexe et si l'on a choisi un point géométrique de x 
o 

comme point base, cela revient à dire que l'application canonique TIl(Xo ) ~ TIl(X) 

sur les groupes fondamentaux (profinis) est bijective]. 

La proposition (2.1) montre que ce foncteur est pleinement fidèle. En 

effet, si X' et X" sont deux revêtements étales de X, un X-morphisme de X' 

dans X" est déterminé par son graphe qui est une partie ouverte et fermée de 

Il s'agit donc de montrer que tout revêtement étale x' o 
de X 

o 

s'étend en un revêtement étale de X 

dépendent pas des éléments nilpotents 

On sait que les revêtements étales ne 

[SGA l, chap. 1], par conséquent x' 
o 

se 

relève de manière unique en un revêtement étale x' n 
de X 

n 
pour tout n :2 a , 

autrement dit en un revêtement étale )(' du schéma formel )E complété de X 

le long de X o • D'après le théorème d'algébrisation des faisceaux cohérents 

formels de Grothendieck (théorème d'existence, EGA 111.5], }l'est le complété 

formel d'un revêtement étale X' de X = X ®A A 

Par passage à la limite, il suffit de démontrer la proposition dans le 

cas où A est l'hensélisé d'une ~-algèbre de type fini. On peut alors appliquer 

le théorème d'approximation d'Artin au foncteur F: (A-algèbres) ~ (ensembles) 

qui, à une A-algèbre B, fait correspondre l'ensemble des classes d'isomorphisme 

de revêtements étales de X ®A B • En effet ce foncteur est localement de présen

tation finie: si Bi est un système inductif filtrant de A-algèbres et si 

B = li~Bi ' on a F(B) = li~ F(Bi ) . D'après le théorème d'Artin, étant donné 

un élément ~ E F~), en l'occurrence la classe d'isomorphisme de X' , il 

existe ~ E F(A) ayant même image que ~ dans F(A/~) • Autrement dit il 

existe un revêtement étale X' de X dont la restriction à Xo est isomorphe 
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à X' 
o 

3. Faisceaux constructibles. 

IV - 5 Arcata 

Dans ce paragraphe, on considère un schéma noethérien X et on appelle 

faisceau sur X un faisceau abélien sur 

Définition (3.1). - On dit qu'un faisceau F ~ X est localement constant 

constructible (en abrégé l.c.c.) s'il est représenté par un revêtement étale de X. 

Définition (3.2). - On dit qu'un faisceau F sur X est constructible s'il 

vérifie les conditions équivalentes suivantes: 

(i) Il existe une famille finie surjective de sous-schémas Xi ~ X 

tels que la restriction de F ..! Xi soit l.c.c .. 

(ii) Il existe une famille finie de morphismes finis Pi: X'i ~ X , 

pour chaque i un faisceau constant constructible (= défini pa~ un groupe abélien 

fini) Ci ~ X' i ' et Un monomorphisme F ~ Ci . 

On vérifie facilement que la catégorie des faisceaux constructibles 

sur X est une catégorie abélienne. De plus, si u : F ~ G est un homomorphisme 

de faisceaux et si F est constructible, le faisceau Im(u) est constructible. 

Lemme (3.3). - Tout faisceau de torsion F est limite inductive filtrante de 

faisceaux constructibles. 

En effet, si U ~ X est un schéma étale de type fini sur X, un 

élément S E F(U) tel que n S o définit un homomorphisme de faisceaux 

j! ~/~ ~ F dont l'image (le plus petit sous-faisceau de F dont S soit 

section locale) est un sous-faisceau constructible de F. Il est clair que Fest 

limite inductive de tels sous-faisceaux. 

Définition (3.4). -~ C une catégorie abélienne et T un foncteur défini 
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sur C à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. On dira gue T ~ 

effaçable dans C si, pour tout objet A ~ C et tout a E T(A) , il existe 

un monomorphisme u : .A ... M dans C tel que T(u).a, = 0 • 

Lemme (3.5). - Les foncteurs Hq(X, .) pour q > 0 sont effaçables dans la 

catégorie des faisceaux constructibles sur X 

Il suffit de remarquer que, si F est un faisceau constructible, il 

existe nécessairement un entier n > 0 tel que F soit un faisceau de ~/n-modules. 

Alors il existe un monomorphisme F c.,. G , où G est un faisceau de ~/n-modules 

et Hq(X, G) = 0 pour tout q > 0 . On peut par exemple prendre pour G la 

résolution de Godement TI i x* Fi ,où x 
x E X 

i 
x 

:i ... x est un point géométrique centré en 

parcourt les points de X et 

x D'après (3.3) G est limite 

inductive de faisceaux constructibles, d'où le lemme, car les foncteurs Hq(X,.) 

commutent aux limites inductives. 

Lemme (3.6). - Soit ~. T· ~ TI- un morphisme de foncteurs cohomologigues 

définis sur une catégorie abélienne C et à valeurs dans la catégorie des groupes 

abéliens. Supposons que T9 est effaçable pour q > 0 et soit e un sous-ensemble 

d'objets de C tel gue tout objet de C soit contenu dans un objet appartenant 

à e • Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

(0 ~q(A) est bijectif pour tout q '" 0 ~ A E Ob C 

(ii) ~o(M) est bijectif et ~q(M) surjectif pour tout q > 0 et tout 

MEe. 

(iii) ~o(A) est bijectif pour tout A E Ob C et T,q est effasable pour 

tout q > 0 

La démonstration se fait par récurrence sur q et ne présente pas de 

difficultés. 
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Proposition (3,7). - Soit x 
o 

un sous-schéma de x , Supposons que, pour tout 

n ~ 0 et pour tout schéma X' fini sur X, l'application canonique 

.. 
où X~ = X' Xx Xo ,est bijective pour q = 0 et surjective pour q > 0 

Alors, pour tout faisceau de torsion F sur X et pour tout q ~ 0 ,l'appli-

cation canonique 

est bijective. 

Par passage à la limite, il suffit de démontrer l'assertion pour F 

constructible. On applique le lemme (3.6) en prenant pour C la catégorie des 

faisceaux constructibles sur X, Tq 
= Hq(X, .) , T,q H9 (X ,.) et e 

o 

l'ensemble des faisceaux constructibles de la forme TI C. ,où Pi 
Pi* 1. 

X' ..... X 
1. 

est un morphisme fini et Ci 

4, Fin de la démonstration, 

un faisceau constant fini sur X' 
i 

Par la méthode de fibration par des courbes (r:!. 4. 3), on se ramène à 

démontrer le théorème en dimension relative ~ 1 • D'après le paragraphe précédent, 

il suffira de montrer que, si S est le spectre d'un anneau local noethérien 

strictement hensélien, f : X .... S un morphisme propre dont la fibre fermée 

est de dimension ~ 1 et n un entier ~ 0 , l'homomorphisme canonique 

est bijectif pour 9 o et surjectif pour q > 0 

Les cas q = 0 et ont été vus plus haut et on a 

X 
o 

pour q ~ 3 ; il suffit donc de traiter le cas q = 2 • On peut évidemment supposer 
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que n est une puissance d'un nombre premier. Si r 
n = p où p est la 

caractéristique du corps résiduel de S ,la théorie d'Artin-Schreier montre 

qu'on a • Si n =,f,r , ,f, f p , on déduit de la théorie de 

Kummer un diagramme commutatif 

Pic (X) a 
> H2 (X,71./,f,r) 

1 l (3 
Pic(X ) > H2 (X 7l./,f,r) 

0 0' 

où l'application S est surjective [On l'a vu au chapitre III pour une courbe 

lisse sur un corps algébriquement clos, mais des arguments similaires s'appliquent 

à n'importe quelle courbe sur un corps séparablement clos]. 

Pour conclure, il suffira donc de montrer: 

Proposition (4.1). - Soient S le spectre d'un anneau local noethérien hensélien 

et f: X ~ S un morphisme propre dont la fibre fermée X 
o 

est de dimension ~ 1. 

Alors l'application canonique de restriction 

Pic (X) ~ Pic(X ) 
o 

est surjective [Il suffit d'ailleurs que le morphisme f soit séparé de type 

fini] • 

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que X est intègre, 

bien que cela ne soit pas nécessaire, Tout faisceau inversible sur X 
o 

est 

associé à un diviseur de Cartier (car X
o 

est une courbe, donc quasi-projectif), 

il suffit donc de montrer que l'application canonique Div(X) ~ Div(Xo ) est 

surjective. 

Tout diviseur sur X est combinaison linéaire de diviseurs dont le 
o 

support est concentré en un seul point fermé non isolé de Xo . Soient x un 
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tel point, t 
o 

un élément régulier non inversible de .9.x x 
0' 

et D 
o 

le diviseur concentré en x d'équation locale t 
o 

• Soit U un voisinage ouvert 

de x dans X tel qu'il existe une section t E r(U, .9.
U

) relevant t 
o 

Soit 

y le fermé de U d'équation o quitte à prendre U assez petit, on peut 

supposer que x est le seul point de Y n Xo Alors Y est quasi-fini 

au-dessus de S en x ; puisque S est le spectre d'un anneau local hensélien, 

on en déduit que Y =YI JLY2 
où YI est fini sur S et où Y2 

ne rencontre 

pas X De plus, 
0 

comme X est séparé sur S , YI est fermé dans X 

Quitte à remplacer U par un voisinage ouvert plus petit de x , on 

peut supposer que Y = YI , autrement dit que Y est fermé dans X On définit 

alors un diviseur D sur X relevant D 
0 

en posant DIX Y 0 et 

DIu = div(t) ce qui a un sens car t est inversible sur U - Y 

Remarque (4.2). - Dans le cas où f est propre, on pourrait aussi faire une 

démonstration du même style que celle de la proposition (2.2). En effet, comme 

X
o 

est une courbe, il n'y a pas d'obstruction à relever un faisceau inversible 

sur aux voisinages infinitésimaux X 
n 

de X 
o 

, donc au complété formel 

le long de X 
o 

• On conclut alors en appliquant successivement le 

théorème d'existence de Grothendieck et le théorème d'approximation d'Artin. 

5. Cohomologie à support propre. 

Définition (5.1). - Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps k 

D'après un théorème de Nagata, il existe un schéma X propre sur k et une 

immersion ouverte j : X ~ X Pour tout faisceau de torsion F ~ X on 

~ j!F le prolongement par 0 ~ F ..!.. X et on définit les groupes de 

cohomologie à support propre en posant 
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Montrons que cette définition est indépendante de la compactification 

j : X ~ X choisie. Soient j1 : X ~ Xl et j2: X -+ X2 deux compactifications. 

Alors X s'envoie dans Xl X X2 par x ~ (jl(x), j2(x)) et l'image fermée 

de X par cette application est une compactification de X . On a ainsi un dia-

gramme commutatif 

où et P2 ' les restrictions des projections naturelles à X3 ' sont des 

morphismes propres. 

Il suffit donc de traiter le cas où on a un diagramme commutatif 

avec p un morphisme propre. 

Notons tout de suite que le lemme suffit pour conclure. En utilisant 

la suite spectrale de Leray du morphisme p, on en déduit qu'on a, pour tout 

q 2: 0 , 

Pour démontrer le lemme, on raismne fibre par fibre en utilisant le 
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le théorème de changement de base (1.1) pour p, Le résultat est immédiat, car, 

au-dessus d'un point de X, P est un isomorphisme et, au-dessus d'un point de 

Xl-X, j2,F est nul sur la fibre de p 

(5,3) De même, si f: X ~ S est un morphisme séparé de type fini de schémas 

noethériens, il existe un morphisme propre f: X ~ S et une immersion ouverte 

On définit alors les images directes supérieures à support propre 

Rqf, en posant pour tout faisceau de torsion F sur X 

On vérifie comme précédemment que cette définition est indépendante de 

la compactification choisie, 

Théorème (5.4). - Soient f: X ~ S un morphisme séparé de type fini de schémas 

noethériens et F un faisceau de torsion sur X • Alors la fibre de 

en un point géométrique s de S est isomorphe à la cohomologie à support 

de la fibre de f en s 

c'est une simple variante du théorème de changement de base pour un 

morphisme propre (1,1), Plus généralement, si 

g' 
X <,----- X' 

'1 
S <,---- S' 

g 

est un diagramme cartésien, on a un isomorphisme canonique 

(5.4.0 

49 



Arcàta IV - 12 

6. App lications. 

Théorème d'annulation (6.1). Soient f: X ~ S un morphisme séparé de type fini 

dont les fibres sont de dimension ~ n et F un faisceau de torsion sur X 

Alors on a q > 2n 

D'après le théorème de changement de base, on peut supposer que S est 

le spectre d'un corps séparablement clos. Si dim X = n , il existe un ouvert 

affine U de X tel que dim(X-U) < n ; on a alors une suite exacte 

o ~ FU ~ F ~ F
X

_
U 
~ 0 et, par récurrence sur n ,il suffit de démontrer le 

théorème pour X = U affine. Puis la méthode de fibration par des courbes (111.4.1) 

et le théorème de changement de base permettent de se ramener à une courbe sur un 

corps séparablement clos pour lequelle on déduit le résultat voulu du théorème de 

Tsen (cf, 111.3.6). 

Théorème de finitude (6.2). - Soient f: X ~ S un morphisme séparé de type fini 

et F un faisceau constructible sur X . Alors les faisceaux 

constructibles. 

Nous ne considérerons que le cas où F est annulé par un entier inver-

sible sur X. 

Pour démontrer le théorème on se ramène au cas où F est un faisceau 

constant et où f: X ~ S est un morphisme propre et lisse dont les fibres 

sont des courbes géométriquement connexes de genre g Pour n inversible sur 

X ,les faisceaux Rqf~~F sont alors localement libres de rang fini, nuls pour 

q > 2 (6.1), Remplaçant ~!n par le faisceau localement isomorphe (sur S) ~n ' on a 

canoniquemen t 

0 
R f" ~n ~n 

(6,2,1) ~n Pic (X!S)n 

R
2
f" ~n = ~!n 
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Théorème (6.3) (comparaison avec la cohomologie classique). -

Soient f:X ~ S un morphisme séparé de schémas de type fini sur œ • et F ~ 

faisceau de torsion sur X • Notons par un exposant an le foncteur de passage aux 

espaces topologiques usuels, et par les foncteurs dérivés du foncteur image 

directe à support propre par fan. On a 

En particulier, pour S un point et F le faisceau constant 7lln , 

Des dévissages utilisant le théorème de changement de base nous ramènent 

au cas où X est une courbe propre et lisse, où S = un point, et où F =7l!n • 

Les groupes de cohomologie considérés sont alors nuls pour q 1 0,1,2, et on in-

voque GAGA: en effet, si X est propre sur œ , on a 

nl(X) = completé profini de nl(X
an

) , d'où l'assertion pour q = 0,1 • Pour q=2 , 

on utilise la suite exacte de Kummer et le fait que, par GAGA encore, Pic (X) 

PicCXan ) . 

Théorème (6,4) (dimension cohomologique des schémas affines). Soient X ~ 

schéma affine de type fini sur un corps séparablement clos et F un faisceau de 

torsion sur X • Alors on a HqCX, F) = ° pour q > dim(X) • 

Pour la très jol~démohstration nous renvoyons à SGA 4, XIV §2 et 3. 

Remargue (6,5). - Ce théorème est en quelque sorte un substitut pour la théorie 

de Morse. Considérons en effet le cas classique où X est lisse et affine sur 

œ plongé dans un espace affine type œN Alors, pour presque tout point 

la fonction "distance à p" sur X est une fonction de Morse et les 

indices de ses points critiques sont plus petits que dim(X) • Ainsi X est obtenu 

par recollement d'anses d'indice plus petit que dim(X) , d'où l'analogue classique 

de (6.4). 
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V. Acyclicité locale des morphismes lisses 

Soient X une variété analytique complexe et f: X ~ D un morphisme 

de X dans le disque. On note [0, t] le segment de droite fermé d'extrémités ° 
et t dans D et )0, tJ le segment semi-ouvert, Si f est lisse, l'inclusion 

est une équivalence d'homotopie; on peut pousser la fibre spéciale 

dans f-l([O, t]) • 

x 
o 

En pratique, pour t assez petit, (JO, t]) sera un fibré sur 

JO, tJ de sorte que l' inc lusion 

sera également une équivalence d'homotopie, On appelle alors morphisme de 

cospécialisation la classe d'homotopie d'applications: 

l % 1 ~ 
cosp: Xoc;;.c_-",» f- ([0, tJ) <--- f- (] 0, t) <~-'---- X

t 

On peut exprimer cette construction en termes imagés en disant que, pour un 

morphisme lisse, la fibre générale avale la fibre spéciale. 

Ne supposons plus f nécessairement lisse (mais supposons que 

f-I(]O, tJ) soit un fibré sur ]0, t) ). On peut encore définir un morphisme 

cosp* en cohomologie dès que j* lZ ; lZ et Rqj* lZ = ° pour q > ° . Sous ces 

hypothèses, la suite spectrale de Leray pour montre qu'on a 

et cosp* est le morphisme composé: 
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cosp* 

en un point x E X o se calcule comme suit. On 

prend dans un espace ambiant une boule B e 
de centre x et de rayon e assez 

petit, et pour n assez petit, on pose -1 
E = X n Be n f (n t) ; c'est la variété 

des cycles évanescents en x • On a 

et le morphisme de cospécialisation est défini en cohomologie dès que les variétés 

de cycles évanescents sont acycliques [Ho(E,~) ~ et Hq(E,~) = 0 pour q > OJ, 

ce qui s'exprime en disant que f est localement acycligue. 

Ce chapitre est consacré à l'analogue de cette situation pour un morphisme 

lisse de schémas et pour la cohomologie étale. Cependant il est indispensable dans 

ce cadre de se limiter aux coefficients de torsion et d'ordre premier aux caracté-

ristigues résiduelles. Le paragraphe l est consacré à des généralités sur les 

morphismes localement acycliques et les flèches de cospécialisation. Dans le para-

graphe 2, on démontre qu'un morphisme lisse est localement acyclique. Dans le 

paragraphe 3, on joint ce résultat à ceux du chapitre précédent pour en déduire 

deux applications: un théorème de spécialisation des groupes de cohomologie (la 

cohomologie des fibres géométriques d'un morphisme propre et lisse est localement 

constante) et un théorème de changement de base par un morphisme lisse. 

Dans tout ce qui suit, on fixe un entier n et "schéma" signifie 

"schéma sur lequel n est inversible", "Point géométrique" signifiera toujours 

"point géométrique algébrique" (II 3.1.) x:SpecCk)'" X , avec k algébriquement clos. 
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1. Morphismes localement acycliques. 

de S 

Notation (1,1), - Etant donnés un schéma S et un point géométrique s 

on notera SS le spectre du localisé strict de S en s 

Définition (1.2). - On dit qu'un point géométrique t de S est une 

générisation de 

d'un point de SS 
s'il est défini par une clôture algébri~e du corps résiduel 

On dit aussi que est une spécialisation de t et on 

appelle flèche de spécialisation S-morphisme 
NS 

t ... S 

Définition (1,3), - Soit f: X'" S un morphisme de schémas, Soient 

s un point géométrique de S, t une générisation de s, x un point géométrique 

de X au-dessus de McX t 
X"'S 

Alors on dit que est une 
S 

variété de cycles évanescents de f au 
--'---

x 

On dit gue f est localement acyclique .E.:L la cohomologie réduite de 

toute variété de cycles évanescents 
"'x 
X

t 
est nulle: 

0.3,0 " .""x 
H*(X

t
, ?lIn) 0 

i.e. HO(Xx , ?lIn} = ?lIn ~ Hq(JÇ, ?lIn} 0 pour q > 0 
t 

Lemme (1.4). - Soient f: X ... S un morphisme localement acyclique et g: S' ... S 

un morphisme quasi-fini (ou limite projective de morphismes quasi-finis), Alors le 

morphisme f' : X' ... S' déduit de f par changement de base est localement 

acyclique. 

On vérifie en effet que toute variété de cycles évanescents de f' est 

une variété de cycles évanescents de f 

Lemme 1.5. Soit f: X'" S un morphisme localement acyclique. Pour tout point géo-

métrique t k S , donnant lieu à un diagramme cartésien 
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x x 

r r 
t S 

On a 8;~ 7l./n f* 8* 7l./n et Rq 
8;~ 7l./n 0 pour q > 0 

Soient S l'adhérence de e:(t) , S' le normalisé de S dans k(t) , 

et le diagramme cartésien 

Les anneaux locaux de S' sont normaux à corps de fractions séparablement clos, 

Ils sont donc strictement henséliens, et l'acyclicité locale de f' (1,4) fournit 

i'*7l./n =7l./n , Rqi'* 7l./n o pour q > 0 • Puisque ~ est entier, on a alors 

et le lemme, 

(1,6) Etant donnés un morphisme localement acyclique f: X ~ S et une 

flèche de spécialisation t ~ SS ,nous allons définir des homomorphismes cano-

niques, dits flèches de cospécialisation 

* cosp H* (X , 7l./n) 
s 

reliant la cohomologie de la fibre générale X
t 

spéciale Xs = X XSs 

X Xs t et celle de la fibre 
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Considérons le diagramme cartésien 

'" r X '" X 

l f' r 8 
t SS 

déduit de f par changement de base, D'après 1,4, f' est encore localement 

acyclique. De la définition de l'acyclicité locale, on tire aussitôt que la restric

tion à Xs des faisceaux Rqe 'l, 7l./n est 7l./n pour q=O, et 0 pour q > 0 • 

Par 1.5, on sait même que Rqe',; 7l./n = 0 pour q > 0 • On défi-

nit COSpl' comme la flèche composée 

Variante: Soient S l'adhérence de e(t) dans ,S' le normalisé de S 

dans k(t) et X'/S' déduit de X/S par changement de base, Le diagramme (1.6.1) 

peut encore s'écrire 

Théorème (1,7), -~ S s 

de S ~ f : X ~ S un morphisme, On suppose 

a) le morphisme f 

b) t ~ Ss et pour tout q ~ 0 , 

pour tout q ~ 0 
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Pour démontrer le théorème, il est clair qu'on peut supposer S = Ss 

On va en fait montrer que, pour tout faisceau de ~/n~-modules F sur S ,l'homo-

morphisme canonique ~q(F) 

Tout faisceau de ~/n~-modules est limite inductive filtrante de faisceaux 

constructibles de ~/n~-modules (IV.3.3), De plus tout faisceau constructible de 

~/n ~-modules se plonge dans un faisceau de la forme II~* <). 

est une famille finie de générisations de et C).. un ~/n ~-module libre de 

rang fini sur ~ • D'après la définition des flèches de cospécialisation, la 

condition b) signifie que les homomorphismes ~q(F) sont bijectifs si F est de 

cette forme. 

On conclut à l'aide d'une variante du lemme (IV.3.6): 

Lemme (1.8). - Soit C une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives 

filtrantes existent. Soit ~.: T' 1 T" un morphisme de foncteurs cohomologiques 

commutant aux limites inductives filtrantes, définis sur C et à valeurs dans la 

catégorie des groupes abéliens. Supposons gu'il existe deux sous-ensembles ~ et 

e d'objets de C tels gue: 

a) tout objet de C est limite inductive filtrante d'objets appartenant à ~ 

b) tout objet appartenant à ~ est contenu dans un objet appartenant à e 

Alors les conditions suivantes sont éguLvalentes: 

(i) ~q(A) est bijectif pour tout q ~ 0 ~ A E Ob C 

(ii) ~q(M) est bijectif pour tout q ~ 0 et tout MEe 

1,1'\ démonstration du lemme se fait par oassage à la limite inductive, 

récurrence sur q et application répétée du lerrnne des cinq au diagramme de suites 

ex~ctes de cohomologie déduit d'une suite exacte 01 A 1 M 1 A' 10 ,avec A E ~ , 

MEe, A' E Ob C 

Corollaire (1.9) . - Soient S le spectre d'un anneau local noethérien strictement 

hensélien et f: X 1 S un morphisme localement acyclique. Supposons gue, pour tout 
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point géométrique t de S 
o H (X t , 7l./n) = 7l./n 

q > 0 [autrement dit les fibres géométriques de f sont acycliques). Alors on a 

o pour q > 0 

Corollaire (1.10). - Soient f: X ~ Y et g: Y ~ Z des morphismes de schémas 

localement noethériens. Alors, si f ~ g sont localement acycliques, il en est 

de même de g 0 f • 

On peut supposer que X, Y et Z sont strictement locaux et que f et 

g sont des morphismes locaux. Il s'agit alors de montrer que, si z est un point 

géométrique algébrique de Z , on a HO (X , 7l./n) "7l./n 
z 

q > 0 , 

Puisque g est localement acyclique, on a 

et pour 

Hq(y , 7l./n) "0 pour q > 0 • Par ailleurs le morphisme f : X ~ 
z z z 

est locale-

ment acyclique (1.4) et ses fibres géométriques sont acycliques, car ce sont des 

variétés de cycles évanescents de f , D'après (1,9), on a donc Rqf 7l./n = 0 
z* 

pour q > 0 . De plus fz* 7l./n est constant de fibre 7l./n 

à l'aide de la suite spectrale de Leray de fz' 

2. Acyclicité locale d'un morphisme lisse, 

sur Y • On conclut 
z 

Théorème (2.1). - Un morphisme lisse est localement acycligue. 

Soit f: X ~ S un morphisme lisse. L'assertion est locale pour la 

topologie étale sur X et S , on peut donc supposer que X est l'espace affine 

type de dimension d sur S . Par passage à la limite, on peut supposer que S 

est noethérien et la transitivité de l'acyclicité locale (l,la) montre qu'il suffit 

de traiter le cas d" l . 
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Soient s un point géométrique de S et x un point géométrique de X 

centré en un point fermé de X
s

' Il s'agit de montrer que les fibres géométriques 

du morphisme sont acycliques. On posera désormais S = SS = Spec(A) et 

X ·XX. On a X ~ Spec A[T} , où ArT} est l'hensélisé de ACT] au point T = 0 

au-dessus de s 

Si t est un point géométrique de S ,la fibre X
t 

est limite pro-

jective de courbes affines et lisses sur t On a donc Hq(X
t

, ~/n) = 0 pour 

o l 
q 2 et il suffit de montrer que H (X

t
' ~/n) = ~/n et H (X

t
' ~/n) = 0 pour 

n premier à la caractéristique résiduelle de S . Cela résulte des deux proposi-

tions suivantes. 

Proposition (2.2). - Soient A un anneau local strictement hensélien, S Spec(A) 

~ X = Spec ArT} . Alors les fibres géométriques de X ~ S sont connexes. 

On peut se ramener par passage à la limite au cas où A est un hensélisé 

strict d 'une ~-algèbre de type fini. 

Soient t un point géométrique de S localisé en t ,et k' une 

extension finie séparable de k(t) dans k(t) On pose t' = Spec(k') et 

X
t

' X Xs Spec(k') . Il nous faut vérifier que, que~ que soient t et t' , Xt ' 

est connexe (par quoi on entend connexe et non vide). Soit A' le normalisé de A 

dans k' , i.e. l'anneau des éléments de k' entiers sur l'image de A dans k(t) 

On a AtT} ®A A' ~> A'tT} : le membre de gauche est en effet hensélien local 

(car A' est fini sur A, et local) et limite d'algèbres locales étale sur 

A'[TJ = ACT) ®A A' . Le schéma Xt' est donc encore la fibre en t ' de 

X' Spec(A'tT}) sur S' Spec (A ,) Le schéma local X' est normal, donc 

intègre; son localisé X
t

' est encore intègre, a fortiori connexe. 
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Proposition (2.3). Soient A un anneau local strictement hensélien, S Spec(A) 

et X = Spec (AtT}) . Soient un point géométrique de S et X
t 

la fibre géo-

métrique correspondante. Alors tout revêtement étale galoisien de Xt d'ordre 

premier à la caractéristique du corps résiduel de A est trivial. 

Lemme (2.3.0 (!:héorème de pureté de Zariski-Nagata en dimension 2). - Soient C 

un anneau local régulier de dimension 2 et C' ~ C-algèbre finie normale étale 

au-dessus de l'ouvert complémentaire du point fermé de Spec(C). ~ C' ~ 

étale sur C 

En effet C'est normal de dimension 2, donc prof(C') = 2 . Puisque 

prof(e') + dim proj(C') = dim(C) 2 , on en conclut que C'est libre sur C. 

Alors l'ensemble des points de C où C'est ramifié Est défini par une équation, 

le discriminant; puisqu'il ne contient pas de point de hauteur l, il est vide. 

Lemme (2.3.2) (cas particulier du lemme d'Abhyankar). - Soient S = Spec(V) ~ 

trait, TI une uniformisante, ~ le point générique de S, X lisse sur S, 

irréductible, de dimension relative 1, :XT) un revêtement étale galoisien de 

de degré n inversible sur S, ~ [ lin] SI = Spec(V TI ). Notons par un indice 

le changement de base de S à SI' Alors, Xl~ se prolonge en un revêtement 

étale de Xl' 

~ -Soit Xl le normalisé de Xl dans XIT)' VU la structure des groupes 

d'inertie modérée des anneaux de valuation discrète localisés de X aux points 

'" génériques de la fibre spéciale Xs 'Xl est étale sur Xl sur la fibre générale, 

et aux points génériques de la fibre spéciale. Par 2.3,1, il est étale partout. 

2.3.3. Prouvons 2.3. Notons t le point en lequel t est localisé. Il nous est 

loisible de remplacer A par le normalisé de A dans une extension finie séparable 

k(t') de k(t) dans k(t) (cf. 2.2). Ceci, et un passage à la limite préliminaire, 
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nous permettent de supposer que 

a) A est normal noethérien, et t est le pointegénérique de S. 

b) Le revêtement étale considéré de X
t 

provient d'un revêtement étale de 

Arcata 

c) Il provient d'un revêtement étale ~ de l'image réciproque ~ d'un ouvert 

non vide U de S Crésulte de b): t est la limite des U ), 

d) Le complément de U est de codimension ~ 2 (ceci au prix d'agrandir k( t) , 

par application de 2.3.2 aux anneaux de valuation discrète localisés de S en 

les points de S-U de codimension l dans S ; ces points sont en nombre fini). 

e) 
N 

Le revêtement ~ est trivial au-dessus du sous-schéma T=O. (Ceci quitte à 

encore agrandir k(t) ). 

Lorsque ces conditions sont remplies, nous allons voir que le revête-

IV 
ment ~ est trivial. 

Lemme (2,3.4). - Soient A un anneau local strictement hensélien normal et 

noethérien, U un ouvert de Spec(A) dont le complément est de codimension ~ 2 , 

V son image réciproque dans X ~ SpecCA[T}) et V' un revêtement étale de V. 

Si V' est triviall au-dessus de T = 0 , alors V' est trivial. 

Soit B = r(V', ~) • Puisque V' est l'image inverse de V dans 

Spec(B) , il suffit de voir que B est fini étale sur AtT} Cdonc décomposé, 

puisque A[T} est strictement hensélien). Soit X = A[[T]] , et notons par 

le changement de base de X à X • Le schéma X est fidèlement plat sur X 

On a donc rcv', ~) = B ®A{T} ACCT)J , et il suffit de voir que cet anneau 

fini étale sur ACeT)) 

"-
Soit V

m 
Cresp. V'm) le sous-schéma de V (resp. V') d'équation 

B est 

Tm+1
= 0 • Par hypothèse, V'o est un revêtement trivial de Vo une somme de 

n-copies de Vo ' De même pour V' Iv m m 

insensibles aux nilpotents. On en tire 

cp : rCV', ~) ... lim rcv' , ~) 
~ m 

m 

, puisque les revêtements étales sont 

(limr(V, (\t»n 
<E--- m 
m 
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Par hypothèse, le complément de U est de profondeur :a: 2 : on a 

rcv ,1'9) = A[T)/(Tm+l) , et cp m 
est un homomorphisme de B dans A[[T))n , 

Au-dessus de U , il fournit n sections distinctes de VI Iv VI est donc 

trivial, somme de n copies de V, Le complément de V dans X étant encore 

de codimension :a: 2 (donc de profondeur :a: 2) , on en déduit que B = A[[T])n , 

dloù le lemme, 

3. Applications, 

Théorème (3,1) (spécialisation des groupes de cohomologie), -

Soit f:X ~ S un morphisme propre et localement acyclique, par exemple un morphisme 

propre et lisse, Alors les faisceaux Rqf*~/n sont localement constants cons

tructibles et pour toute flèche de spécialisation t ~ Ss , les flèches de co-

spécialisation Hq(Xt , ~/n) ~ Hq(Xs ' ~/n) sont bijectives, 

Cela résulte immédiatement de la définition des flèches de cospécialisa-

tion et des théorèmes de finitude et de changement de base pour les morphismes 

propres, 
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Théorème (3.2) (changement de base par un morphisme lisse), - Soit un diagramme 

cartésien 

x' x 

1 " l, 
s' ---'"'----ê> S 

avec g lisse. Pour tout faisceau F ~ X , de torsion et premier aux caracté-

ris tiques résiduelles de S ,~ 

En prenant un recouvrement ouvert de X ,on se ramène au cas où X 

est affine, puis par un passage à la limite au cas où X est de type fini sur S, 

Alors f se factorise en une immersion ouverte X ~ X et un morphisme propre 

f : X ~ S , De la suite spectrale de Leray pour f 0 j et du théorème de changement 

de base pour les morphismes propres, on déduit qu'il suffit de démontrer le théorème 

dans le cas où X ~ S est une immersion ouverte, 

Dans ce cas, si F est de la forme €;, C , où € : t ~ X est un point 

géométrique de X, le théorème est corollaire de l,S, Le cas général en résulte par 

le lemme 1,8, 

Corollaire (3,3). - Soient K/k une extension de corps séparablement clos, X un 

k-schéma et n un entier premier à la caractéristique de k Alors l'application 

canonique Hq(X, Zl/n) ~ Hq(~ ,Zl/n) est bijective pour tout q '" 0 

Il suffit de remarquer que K est limite inductive de k-algèbres lisses, 

Théorème (3,4) (pureté relative), - Soit un diagramme commutatif 
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0,4,0 

avec f lis~purement de dimension relative N, h lisse purement de dimension 

relative N-l , i un plongement fermé et U = X-y. Pour n premier aux caracté-

ristigues résiduelles de S, ~ 

[ 

j;< 7l./n 

Rlj* 7l./n 

Rqj* 7l./n 

7l.!n 

o pour q 20 2 

Dans ces formules, 7l./nC-O désigne le 7l./n-dual de \-Ln' Si test 

une équation locale pour Y, l'isomorphisme Rl j;<7l./n""7l./nC-I\ est défini par 

l'application a: 7l./n --> RI j* \-Ln qui envoie sur la classe du \-Ln-torseur 

des racines 
ièmes 

n de t , 

La question est de nature locale. Ceci permet de remplacer CX, y) par 

un couple localement isomorphe, par exemple 

avec T '" et i = section à l'infini. Le corollaire 1.9 s'applique à g, 

et fournit Rq~ 7l./n = 7l./n pour q=O, 0 pour q > 0 • Pour f, on a par 

ailleurs (IV 6.2.1) 

Rqflf 7l./n = 7l./n , 0, 7l./nC-l} ,0 pour q > 2 • 

On vérifie facilement que j* 7l./n = 7l./n , et que les Rqj* 7l./n sont 

concentrés sur i(T) pour q > 0 , La suite spectrale de Leray 
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i* Rqj* '!lIn 0 

i* Rlj* '!l/n 0 d 

'!lIn ~'!l/n (-0 o 

Rqj,. '!lIn = 0 pour q 2: 2 , et R Ij* '!lIn est le prolongement par zéro d'un 

faisceau localement libre de rang un sur T (isomorphe, via d
2

, à '!l/n(-l». 

L'application a, définie plus haut, étant injective (ainsi qu'on le vérifie fibre 

par fibre), c'est un isomorphisme, et ceci prouve 3.4. 

3.5. Nous renvoyons à SGA 4 XVI (§ 4 et § 5) pour la démonstration des applications 

suivantes du théo~ème d'acyclicité (2.1). 

(3.5.1) Soient f: X ~S un morphisme de schémas de type fini sur œ et F un 

faisceau constructible sur X 

(cf IV 6.3; en cohomologie ordinaire, il est nécessaire de supposer F constructible 

et non seulement de torsion). 

(3.5.2) §oient f X ~ S un morphisme de schémas de type fini sur un corps k 

de caractéristique 0 et F un faisceau constructible sur X 

sont également constructibles. 

La preuve utilise la résolution des singularités et 3.4. Elle 

est généralisée au cas d'un morphisme de type fini de schémas excellents de 

caractéristique 0 dans SGA4 XIX §5. Une autre démonstration, indépendante de la 

résolution,est donnée dans ce volume (Th. finitude, 1.1), elle s'applique à un 

morphisme de schémas de type fini sur 'un corps ou sur un anneau de Dedekind. 
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VI. Dualité de Poincaré 

1. Introduction 

Soit X une variété topologique orientée, purement de dimension N , et 

supposons que X admette un recouvrement ouvert fini U = (Ui)l~ i~ K ,tel 

que les intersections non vides d'ouverts Ui soient homéomorphes à des boules. 

Pour une telle variété, le théorème de dualité de Poincaré peut se présenter ainsi: 

" A. La cohomologie de X est la cohomologie de Cech correspondant au revêtement u. 
c'est la cohomologie du complexe 

Cl) 
A 

o -+;Z 0 .. 
et U

i 
n ... n U

i 
f 0} 

o k 

B. Pour U 
a 

= Ui n ... n Ui et soit 
o k 

l'inclusion de U dans X. Le faisceau constant ;Z sur X admet la résolution 
a 

(à gauche) 

(2) o 

La cohomologie à support compact Rl'(X, 
j a! ;Z) n'est autre que la cohomologie 

c 

à support propre de la boule (orientée) U a 

Ri(X, j ,;Z) = 

[; 
si i f N 

c a. 

si i N 

La suite spectrale d'hypercohomologie, pour le complexe (2) et la 

cohomologie à support propre, affirme donc que est le (i-N)-ième groupe de 

cohomologie d'un complexe 
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(3) ° 
Ce complexe est le dual du complexe (1), d'où la dualité de Poincaré. 

Les points essentiels de cette construction sont 

a) l'existence d'une théorie de cohomologie à support propre 

b) le fait que tout point x d'une variété X purement de dimension N a un 

système fondamental de voisinages ouverts U pour lesquels 

(4) pour i '" N 

pour i N 

La dualité de Poincaré en cohomologie étale peut se construire sur ce 

modèle. Pour X lisse purement de dimension N sur k algébriquement clos, 

n inversible sur X et x un point fermé de X, le point clef est de calculer 

la limite projective, étendue aux voisinages étales U de x 

(5) si i 'f 2N 

si i 2N 

De même que pour les variétés topologiques il faut d'abord 

traiter directement le cas d'une boule ouverte (voire simplement celui de l'inter-

valle JO, l[ ), ici il faut d'abord traiter directement le cas des courbes (§2). 

Le théorème d'acyclicité locale des morphismes lisses permet ensuite de ramener 

(5) à ce cas particulier (§ 3). 

Les isomorphismes (4) et (5) ne sont pas canoniques: ils dépendent du 

choix d'une orientation de X. Pour n inversible sur un schéma X, \-ln est 

un faisceau de ~/n-modules libres de rang un. On note ~/n(N) sa puissance 

tensorielle Nième (N E~) • La forme intrinsèque de la deuxième ligne de (5) est 
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(S') 'll,/n 

et 'll,/n(N) s'appelle le faisceau d'orientation de X; le faisceau 'll,/n(N) 

étant constant, isomorphe à 'll,/n , on peut le faire sortir du signe H et écrire 

plutôt 

CS") 

et la dualité de Poincaré prendra la forme d'une dualité parfaite, à valeurs dans 

'll,/n(-N) , entre HieX, 'll,/n) 

2. Le cas des courbes. 

(2.1) Soient X une courbe projective et lisse sur k algébriquement clos, et 

n inversible sur X • La preuve de III 3.5 fournit, pour X connexe, un iso-

morphisme canonique 

Pic(i{)/nPic(X) ~g:> 'll,/n 

Soient D un diviseur réduit de X et X X - D 

X c :> X <-----.:> D 
i 

La suite exacte 0 ~ j!~n ~ ~n ~ i* ~n ~ 0 et le fait que 

HiCX, i#) HiCD, ~ ) = 0 pour i > 0 fournis'sent un isomorphisme 
n n 

Pour X disconnexe, on a de même 

et on définit le morphisme trace comme la somme 

Tr 
TT eX) 

ttL/ n) 0 _---'2:=--_'» 'll, / n 
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Théorème(Z,Z).-La forme Tr(a U b) identifie chacun des deux groupes Ri(X, 'lZ/n) 

et au dual Cà valeurs dans 'lZ/n ) de l'autre, 

Preuve transcendante, 8i X est une courbe projective et lisse sur un trait 8, 

et que j : xc.... X est l'inclusion du complémentaire d'un diviseur D étale sur 8 

les cohomologies (resp, les cohomologies à support propre) des fibres géométriq~es 

spéciales et génériques de X/S sont "les mêmes", i,e. les fibres de faisceaux 

localement constants sur S. Ceci se déduit des faits analogues pour X et D 

via la suite exacte 0 ... j! 'lZ/n'" 'lZ/n ... 7l./n
D 

... 0 (pour la cohomologie à 

supports propres) et les formules jl' 'lZ/n = 'lZ/n ,Rlj* 7l./n;::. 'lZ/nD(-l) 

Rij*'lZ/n = 0 (i ~ Z) (pour la cohomologie ordinaire) (V 3.4), 

Ce principe de spécialisation ramène 2.2 au cas où k est de caracté-

ristique O.Par V 3.3,ce cas se ramène à celui où k = œ Enfin, pour k = œ , 

les groupes R*(X,71./n) et R~(X, I-ln ) co1ncident avec les groupes de même nom, 

calculés pour l'espace topologique classique XcI et, via l'isomorphisme 

'lZ/n ... I-ln : x ~ exp (2rrix) , le morphisme trace s'identifie à "l'intégration sur 
n 

la classe fondamentale", de sorte que 2.2 résulte de la dualité de Poincaré pour XcI 

(Z.3) Preuve algébrique. Pour une preuve très économique, voir (Dualité §2). En voici 

une autre, liée à l'autodualité de la jacobienne. 

Reprenons les notations de 2.1. On peut supposer - et 

on suppose - que X est connexe. Les cas i=O ou 2 étant triviaux, on suppose 

aussi que i l Définissons D~m par la suite exacte 

(sections de a; 
m 

congrues à l mod D). Le groupe 

classifie les faisceaux inversibles sur trivialisés sur D • C'est 

le groupe des points de PicD(X) ,une extension de 'lZ (le degré) par le groupe 

des points d'une jacobienne généralisée de Rosenlicht (correspondant au conducteur l 

en chaque point de D o -PicD(X) ,elle-même extension de la variété abélienne 

par le tore a;D/(a; diagonal). 
m m 
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a) La suite exacte 0'" j! f.ln -+ D a; a; .... 0 fournit un m D m 

isomorphisme 

(2.3.1) RI(X f.ln ) 
o -

c ' PicD(X)n 

b) L'application qui à x E X(k) associe la classe du faisceau inversible ~(x) 

sur X ,trivialisé par l sur D, provient d'un morphisme 

Pour la suite, on fixe un point base 0 et on pose fo(x) f(x) - f(o) 

0- - l 0-
Pour tout homomorphisme v: Pic

D 
(X) n -+ 7Z/n ,soit vER (Pic

D 
(X), 7Z/n) 

l'image par v de la classe dans Hl(PiC~(X) ,Pic~(X)n) du torseur défini par 

l'extension 

0-
PicD(X) -+ 0 

La théorie du corps de classe géométrique (telle qu'exposée dans Serre [15J) 

montre que l'application v ~ f~(v) : 

(2.3.2) 

est un isomorphisme. Pour déduire 2.2 de (2.3.1) (2.3.2), il reste à savoir que 

(2.3.3) TrCu u f'~(v» 
o 

-veu) 

Cette compatibilité est prouvée en (Dualité, 3.2.4). 

3. Le cas général. 

Soient X une variété algébrique lisse et purement de dimension N , 

sur k algébriquement clos. Pour énoncer le théorème de dualité de Poincaré, il 

faut tout d'abord définir le morphisme trace 

Tr : H
2N

(X,7Z/n(N» -+7Z/n 
c 

La définition est un dévissage pénible à partir du cas des courbes (SGA 4 XVIII 

§ 2 ). On a alors 
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Théorème (3. 1) • _ La forme TrCa U b) identifie chacun des groupes 

!! H
2N

-
i 

(X, 7l./n) au dual de l'autre. 

Soient x E X un point fermé et X x 
le localisé strict de 

Nous posons, pour U parcourant les voisinages étales de x 

.. Cl) 

Il serait préférable de considérer plutôt le pro-objet "Hm" H*(U 7l./n) 
t-- c ' 

X en x • 

mais, 

les groupes en jeu étant finis, la différence est inessentielle. Comme on a tenté 

de l'expliquer dans l'introduction, (3.1) résulte de ce que 

o pour i of 2N et que 
(2) 

Tr: H
2N (X 7l./n(N)) ~> 7l./n est un isomorphisme. c x' 

Le cas où N=O est trivial. Si N > 0 , soit y 
y 

le localisé strict en un 

point fermé d'un schéma Y lisse purement de dimension N-l , et soit f: Xx ~ Yy 

un morphisme essentiellement lisse (de dimension relative un). La démonstration uti-

lise la suite spectrale de Leray en cohomologie à support propre pour f, pour se 

ramener au cas des courbes. Les "cohomologies à support propre" considérées étant 

définies comme des limites (1), l'existence d'une telle suite spectrale pose divers 

problèmes de passage à la limite, traités avec trop de détails dans SGA4 XVIII. 

Ici, nous nous contenterons de calculer. 

Pour tout point géométrique z 

i 
(R f! 7l./n) z 

de Yy ' on a 

Hi U- l
(z),71./n) 

c 

La fibre géométrique f-l(z) est une limite projective de courbes lisses sur un 

corps algébriquement clos. Elle vérifie la dualité de Poincaré. Sa cohomologie 

ordinaire est donnée par le théorème d'acyclicité locale pour les morphismes lisses: 
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Hi(f-l(z), 'iL/n} l:/" pour i a 

pour i > a 

Par dualité, on a 

Hi(f-l(z), 'iL/n) pour i 2 c {:'n(~l) 

pour i t= 2 

et la suite spectrale de Leray s'écrit 

On conclut par récurrence sur N 

4. Variantes et applications. 

On peut construire, en cohomologie étale, un "formalisme de dualité" 

* Rf! (= des foncteurs Rf*, Rf! ,f , satisfaisant diverses compatibilités et 

formules d'adjonction) parallèle à celui qui existe en cohomologie cohérente. Dans 

ce langage, les résultats du paragraphe précédents se transcrivent comme suit: si 

f : X ~ S est lisse et purement de dimension relative N, et que S = Spec(k) , 

avec k algébriquement clos, alors 

Ce résultat vaut sans hypothèse sur S. Il admet le 

Corollaire.- 2! f est lisse et purement de dimension relative N , et que les 

faisceaux sont localement constants, alors les faisceaux 

sont aussi localement constants, et 

2N-i 
Hom (R f! 'iL/n(N), 'iL/n) 

En particulier, sous les hypothèses du corollaire, les faisceaux 
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i 
R f if 7l./n sont constructibles. Partant de là, on peut montrer que, si S est de 

type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de Dedekind, alors, pour tout 

morphisme de type fini f: X ~ S et tout faisceau constructible ~ sur X, les 

faisceaux sur S sont constructibles (Th, finitude, 1,1), 
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RAPPORT SUR LA FORMULE DES TRACES 

Dans ce texte, j'ai tenté d'exposer de façon aussi directe que possible la 

théorie cohomologique de Grothendieck des fonctions L Je suis de très près cer-

tains des exposés donnés par Grothendieck à l'IHES au printemps 1966. Dans l'esprit 

de ce volume, il ne sera pas fait appel à SGA5 - sauf deux références à des passa

ges de l'exposé XV, indépendant du reste de ce séminaire. 

Dans le §10 (p.8l-90) de [lJ, le lecteur trouvera un résumé de la théorie, 

dans le cas crucial des courbes. 
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1.- Quelques rappels. 

1.1- Notations. 

p, q, :IF, :IF q 
: p est un nombre premier, 

f 
q = P une puissance de p et 

:IF une clÔture algébrique du corps premier :IF 
P 

on note :IF 
n 

p 
le sous-corps à 

n 
p éléments de 

Pour toute puissance p 

:IF 

On désignera souvent par un symbole affecté d'un indice 0 un objet 

sur Le même symbole, sans o , désigne alors l'objet qui s'en déduit par 

extension des scalaires à :IF . Par exemple, si ~o est un faisceau sur un schéma 

X sur:IF 
o q 

, on note 3' son image réciproque sur X = Xo ® :IF:IF 
q 

F Si X est un schéma sur 
o 

, on appelle morphisme de Frobenius et 

on note F l'endomorphisme de X 
o 

qui "envoie le point de coordonnées x dans celui 

de coordonnées xq " : c'est l'identité sur l'espace topologique sous-jacent et, pour 

x une section locale du faisceau structural, F'~ = x
q 

On désigne encore par F l'endomorphisme de X qui s'en déduit par extension 

des scalaires. Sur l'ensemble X(:IF) = Xo (:IF) des points ra tionnels de X ,F agit 

comnelasubstitution de Frobenius Cil E GaIC:IF/:IFq ) définie par Cil(x) = xq 
. En par-

ticulier, XF = X (:IF ) 
o q 

En cas d'ambiguité, on écrira F(q) plutôt que F 

1.2 - Correspondance de Frobenius. 

Soient X 
o 

un schéma sur :IF 
q 

, et J 
o 

un faisceau sur X 
o 

comme suit la correspondance de Frobenius (un F-endomorphisme de ~o) 

(1.2.1) F* 

J'aime voir 

On regarde Jo comme le faisceau des sections locales d'un espace [3' l o 

étalé sur Xo ([JoJ est un espace algébrique au sens de M. Artin). 
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La fonctorialité de F fournit un diagramme commutatif 

F 

l __ ---=.F __ -:>: l 
o 0 

Parce que est étale sur X 
o 

, ce diagramme est cartésien ; il fournit un 

isomorphisme [3'-
o

J ~ Fif[JoJ d'inverse (1.2.1) . On note encore F,f les cor

respondances ou morphismes déduits de F par extension des scalaires ou par fonc

if 
corialité, tels F": Hg(X,3') --7 Hc (X,3'). 

Pour une définition en forme, je renvoie à SGA 5 XV §1,2. On n'y considère 

que le cas où q p , mais le cas général se traite de même. 

1.3- La correspondance de Frobenius est fonctorielle en (Xo,Jo ) • Si 

un faisceau sur 

est un morphisme de 1Fq-schémas, Jo un faisceau sur Xo,G o 

Yo et u E Hom(f~Go'3'o) = Hom(Oo,fo"Jo ) un fo-morphisme de 00 

dans 3'0 on a un diagramme commutatif d'espaces 

diagramme commutatif de faisceaux 

X 
o 

f 
o 

f 
__ -=0 __ ::.> y 

o 

f F 
o 

F f 
o 

, et au-dessus un 

En particulier, la correspondance sur f o"3'o déduite de la correspondance de 

Frobenius de (Xo,Jo ) est la correspondance de Frobenius de (Y
O
,foif3'o)' 

1.4- Le morphisme naturel Y --7 Yo est limite de morphismes étales. rI en résulte 

que pour tout faisceau abélien 3'0 sur Xo ' les images réciproques sur Y des 

Sur , on dispose de 

a) la correspondance 

la correspondance de Frobenius; 
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b) la correspondance image réciproque sur Y de la correspon-

dance de Frobenius sur 

On déduit de 1.3 que ces correspondances coïncident. Elles induisent le terme 

initial d'une action de Frobenius sur toute la suite spectrale 

De même en cohomologie à support propre, et pour la suite spectrale 

1.5 - Changement de corps fini. 

Soient sur IFq , n un entier, et sur IF 
n 

q 
déduit de 

(Xo ,3o) par extension des scalaires. On dispose d'une part de la correspondance de 

Frobenius F (q) : Xo ---? Xo Fif 
(q) 

d'autre part de 

F : Xl ---? Xl ,F;f Flf 3'1 ----7 3'1 . On vérifie facilement que 
(qn) (qn) (qn) 

se déduit de la puissance nième de F(q) par extension des scalaires de IFq 

IFqn ; après extension des scalaires à IF on a encore la même identité 

n 
F(qn) = F(q) entre endomorphismes de X et correspondances sur X 

Si x est un point fermé de 

x E Xo (IF) = X(IF) est localisé en x 

On note F~ l'endomorphisme de ;3'-
x 

X 
o 

, avec [k(x) : IF J = n 
q 

et que 

x est un point fixe de 

induit par A isomorphisme près, 

(F~, 3'i) ne dépend pas du choix de x . La trace, etc, de F~ se désigne par 

une notation telle que Tr(F~,3') 
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1.6- Fonction L . 

Soit x 
o 

un schéma de type fini sur Ixo 1 
deg(x) = [k(x) : W ] 

P 

. On note l'ensemble de 

ses points fermés et, pour x E IXol , on pose Si 

est un ~t-faisceau sur x 
o 

(pour cette notion, voir ci-dessous) - ou un faisceau 

constructible et plat de modules sur un anneau noethérien commutatif A - on note 

L(Xo,Jo ) la série formelle de terme constant 1, dans ~t[[tJ] ou dans A[[t]], 

L(X ,J ) 
o 0 

det (l-Flf deg(x) )-1 x t ,J 

Remarque 1.7. 

Dans la définition 1.6, on a deg(x) = [k(x) w J (degré absolu) et non 
p 

deg(x) = [k(x) : W ] (degré relatif à W ) Ceci à pour effet que L(Xo ' Jo) ne 
q q 

dépend que du schéma X et du faisceau Jo 0 
, non de q et du morphisme 8 truc-

turel X --7 Spec(W ) o q 
l' indé terminée est un avatar de 

-8 
t P 

1.8- Le point de vue galoisien. 

Ce nO ne sera pas utilisé dans la suite du rapport. Pour Jo un faisceau 

abélien sur X 
o 

, le groupe de Galois GalCw/w ) 
q 

agit sur w , et par transport 

de structure sur HieX,J) . En particulier, la substitution de Frobenius 
c 

induit un automorphisme, encore noté ~ ,de 

Frobenius définit de son côté un endomorphisme 

(1.8.0 
lf-l 

F = ~ 

Pour le voir, appliquons 1.4 au cas où 

J) . La correspondance de 

Flf de Hi(X,J) 
c 

y 
o 

est un point 

. On a 

: Y 
o 

On trouve que est la fibre, au point géométrique SpecCW) de 

Jo et que Flf 

Soit [Rif!Jo ] comme 

est la fibre de la correspondance de Frobenius de 

en 1.2 . On a HieX,J) = 
c 

a) ~ agit par transport de structure, via son action sur W 
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b) Fi~ est l'inverse de F 

On conclut par l'identité F co de 1.1 

Un des intérêts du point de vue galoisien est qu'il permet de raisonner par 

transport de structure. 
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~~t-faisceaux. 

La notion de ~t-faisceau est développée en détail dans SGA 5 V, VI . Nous 

n'utiliserons que les définitions et résultats ci-dessous. 

Définition 2.1.- Soit X un schéma noethérien. Un 2Zt -faisceau 3' ~ X est un 

système projectif de faisceaux 3' n (n ~ 0) , ~ 3' 
n 

un faisceau de 

2Z/t
n

+
l 

-modules constructibles (SGA 4 IX §2), Et tel gue le morphisme de tran-

sition 3'n ~ 3'n_l se factorise par un isomorphisme 

On dit que 3' est lisse si les J
n 

sont localement constants. 

La terminologie de SGA 5 est différente, on y dit 

2Z t - faisceau cons truc tible pour 2Z t - faisceau 

et 

constant tordu constructible pour lisse 

De même, ci-dessous, pour les ~t-faisceaux. 

2.2- Si k est un corps séparablement clos, un faisceau de 2Z/t
n

-modules sur 

Spec (k) s'identifie à un 2Z1t n-module, et le foncteur 3' ~ t.!.m 3' n identifie 

les 2Zt- faisceaux sur Spec(k) aux 2Zf modules de type fini. Ceci justifie la dé

finition suivante: la fibre du 2Zt -faisceau 3' en le point géométrique x de X 

est le Um(J) 
..... n x 

2.3- Supposons X connexe, et soit x un point géométrique de X . On sait que 

le foncteur "fibre en x" est une équivalence de la catégorie des faisceaux loca-

lement constants constructibles de 2Z/tn -modules avec la catégorie des 2Z/tn - modules 

de type fini munis d'une action continue de TIl (X,x). Par passage à la limite, on 

en déduit la proposition suivante. 
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Proposition 2.4.- Sous les hypothèses ci-dessus, le foncteur "fibre en x" est 

une équivalence de la catégorie des ?lt -faisceaux lisses sur X avec celle 

des ?lt -modules de type fini munis d'une ac tion continue de TTl (X, x) . 

Proposition 2.5. Soi t J un ?l t -faisceau sur un schéma noe thérien X 

existe une partition finie de X en parties localement fermées 

que les JIXi soient lisses. 

X. 
~ 

n n n+l n 
Posons grtJ t Jm/t J m pour m ~ n ,et grtJ" 9 gr

t
J . C'est un 

faisceau de modules sur l'anneau noethérien gr t?l~ ?lIt Ct] ,gradué de 7l pour 

la filtration t-adique. C'est un quotient de gr~J ® ?lIt 'llit [t] ,donc un fais

ceau de grt'll -modules constructible (SGA 4 IX §2), et il existe une partition fi-

nie de X en parties localement fermées X. 
~ 

, telle que soit localement 

constant. Chacun des faisceaux gr~Jlxi est alors localement constant ainsi que 

les JmlXi ,qui en sont des extensions successives. 

2.6.- Si J et Q sont deux ?lt -faisceaux sur X ,on pose 

Hom(J,q) " t,!:,m Hom(Jn,Qn) ; c'est un 'llt -module. Puisque Hom(Jn,Qn)"Hom(Jm,Qn) 

pour m ~ n ,on a encore 

Hom(J,Q) t,!:,m t,im Hom(Jm4n) 
n m 

de sorte que le foncteur J ~ "t,!:,m"Jn est pleinement fidèle, de la catégorie 

des ?lt -faisceaux dans celle des pro-faisceaux sur X(= pro-objets de la catégorie 

des faisceaux sur X) . On l'utilisera pour identifier les ?lt -faisceaux à cer-

tains pro-faisceaux (ceux tels que chaque J = J/tn+lJ soit un faisceau, et que 
n 

J ~ "tim"J ) 
n 

On vérifie aisément que si J " "tim"J ... n ,avec J n un fais-

ceau constructible de ?lI tn-modules, pour que J soit un 'llt -faisceau, il faut 

et il suffit que les systèmes projectifs (en n) J Itk+lJ soient essentiellement 
n n 

constants : le système projectif des J' tim J Itk+IJ vérifie alors les condi-
k ... n n 

tians de 2.1 , et J " "tim"J' 
+- k 

n 
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Dans ce qui suit, nous abandonnons la notation J
n 

de 2.1 

7lt -faisceau, le faisceau J
n 

de 2.1 sera noté J ® 7l/t n+l 

si J est un 

2.7.- Dans la catégorie abélienne des pro-faisceaux, la sous-catégorie des 7l
t

-

faisceaux est stable par noyau, conoyau et extension. C'est clair pour les conoyaux. 

Pour les noyaux, si f: J ~ Cl est un morphisme de 7l
t 

-faisceaux, on déduit 

aisément de 2.4, 2.5 et de Artin-Rees que le système projectif des 

Ker(f : J ® 71/t
n ~ q ® 7l/tn) vérifie le critère donné en 2.6 ci-dessus. Il 

existe même un entier r tel que pout tout n 

Le cas des extensions est laissé au lecteur. 

2.8.- Un 7l
t

-faisceau J est sans torsion si Ker(t : J ~ J) = 0 . Chaque 

J ® 7l(tn est alors plat sur 7l/tn (i.e. à fibres des 7l/tn -modules libres de 

type fini). On dédui t de 2.4 2.5 que pour tout '1>-faisceau J il existe un 

entier n tel que J/Ker(t
n

) soit sans torsion. 

2.9.- La catégorie abélienne des ~t-faisceaux sur X est le quotient de celle 

des zt-faisceaux par la sous-catégorie épaisse de 7l t-faisceaux de torsion. En 

termes équivalents, ses objets sont les 7l
t
-faisceaux et, notant J ® ~t 

faisceau J ,vu comme objet de la catégorie des ~t-faisceaux, on a 

le 7l -
t 

La fibre d'un ~ -faisceau 
t 

en un point géométrique x de x est la 

~t-espace vectoriel de dimension finie 

2.10.- Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps algébriquement clos 

k et J un ~t-faisceau constructible sur X Soit J'un 7l
t 

-faisceau cons-

tructible tel que J ~ J' ® ~t . Nous verrons en (4.11) que 

est un ~t-espace vectoriel de dimension finie. Il ne dépend que de ) et se 
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La preuve n'utilise pas que t soit premier à la caractéristique, 

mais seul ce cas nous intéresse. 

2.11.- Dans cet exposé, tous les calculs importants se feront au niveau des 

'll/ t n 
-faisceaux, le passage aux Olt -faisceaux ne se faisant qu'en tout dernier lieu. 

En pratiqué, il est toutefois souvent commode de travailler systématiquement avec 

des Olt-faisceaux. Dans les exposés V et VI de SGA 5, Jouanolou donne le formalis

me qui rend cela possible. Un des résultats essentiels (VI 2.2) est que si 

f : X ~y est un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens, et J 

un 'll t-faisceau sur 

"tfm"Rqf Cl' ® 'll/ t n
) 

+- ! 

y ,alors, pour chaque 

est un 'llt -faisceau sur 

q , le pro-faisceau 

y Il démontre même une propriété 

de régularité plus forte (à la Artin-Rees) pour le système projectif des 

Jouanolou se place même dans un cadre plus général, englobant le cas très 

utile des E\-faisceaux, pour une extension finie de . Ils sont définis 

comme l'ont été les Olt-faisceaux, avec Olt remplacé par EÀ,'ll t par l'anneau 8\ 

de la valuation ).. et 'll/ t n par !!.\/nn ,pour n une uniformisante. Il 

reviendrait au même de définir un E\-faisceau comme un Olt-faisceau J ,muni 

d'un homomorphisme E\ -----? End(J) 

85 



Rapport - la -

3.- Formule des traces et fonctions L • 

On utilise les notations du §l, et t est un nombre premier ~ p 

Soient Xo un schéma séparé de type fini sur :IF (q '" /) 
q et Jo un 

~t-faisceau constructible sur x 
o 

. L'interprétation cohomologique de Grothendieck 

des fonctions L est le théorème suivant : 

f' ( 1)i+1 
lJ!det(l-F*t ,H~(X,J» -
~ 

Il est obtenu comme conséquence de la formule des traces 

Théorème 3.2.- Pour tout entier n 

Rappelons brièvement la méthode classique pour déduire 3.1 de 3.2. Posons 

T t
f 

; les deux membres sont des séries formelles en T , de terme constant 1. 

Puisque ~t est de caractéristique a , il suffit de prouver que les dérivées 10-

garithmiques 
d 

TdT log des deux membres sont égales. 

Pour calculer ces dérivées logarithmiques, nous utiliserons la formule 

T~ log det(l-fT)-l 

dont la démonstration (dans un cadre un peu plus général) est rappelée ci-dessous. 

Au premier membre, on trouve 

L 
x E IXo 1 

L [k(x) 
n 

= I: T
n

. L Fn 
n>o xEX 

et au second membre 

on compare terme à terme. 
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Proposition 3.3. - Soient A un anneau commutatif, M ~ A-module projectif de 

type fini et f un endomorphisme de M Pour toute série formelle inver-

sible Q 

(3.3.U log det (l_fT)-l 

Soit M'un A-module tel que M ffi M' soit libre de rang fini. Remplacer 

(M,f) par (M ffi M', f ffiO) ne change pas les deux membres de 3.3, et nous ramène 

au cas où M est libre. Pour M = Ad , (3.3.1) est une identité algébrique por

tant sur les coefficients f~ de f . Par le principe de prolongement des iden-
1. 

tités algébriques, il suffit de la vérifier pour A un corps algébriquement clos 

de caractéristique 0 . Les deux membres étant additifs en M dans une extension 

o ~ M' ~ M ~ M' ~ 0 ,il suffit même de ne traiter que le cas où M est de rang 

1 . Si f est la multiplication par a, (3.3.1) se réduit alors à la formule 

Corollaire 3.4. - Soient n un entier, et f(n) l'endomorphisme 

(3.4.U 

Procédant Comme en 3.3, on se ramène à supposer que A est de caractéris-

tique 0 • Il suffit alors de vérifier que les dérivées logarithmiques 

des deux membres sont égales. On a 

et on observe que 

= 0 si nlm 

n d n 
-n T dTn log det(l-f T ) 

L 
m>o 
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Remarque 3.5.- Pour A = ~t ' (3.4.1) est le cas particulier " Spec(]F n) 
q 

de 

3.1. Utilisant cette identité, il est facile de vérifier directement que le second 

membre de 3.1 est indépendant de q, et du morphisme structural Xo ---7 Spec(wq ). 

Remarque 3.6.- Si Xo ~ Xo est une compactification de Xo ' on a 

. Ceci ramène 3.1 au cas propre, et 

explique l'usage de la cohomologie à supports propres. Pour X propre, 3.2 a la 

forme d'une formule des traces de Lefschetz. On notera que les termes locaux 

Tr(Fn* 3' ) , x (x E X
Fn

) ne dépendent que de la fibre de 3' en x , et ne sont pas 

affectés de mut tiplici té. Pour X et J lissffi,cela correspond au fai t que le graphe de 

F est transverse à la diagonale (puisque dF" 0 ). 

Remarque 3.7.- Si on admet le formalisme des ~t-faisceaux (cf. 2.11 ; il faut 

disposer de la suite spectrale de Leray et du théorème de changement de base pour 

les images directes supérieures , il est facile de ramener la preuve de 

3.1, 3.2 au cas où X 
o 

es t une courbe l'isse et où est lisse. Ceci est clai-

rement expliqué dans [2 J §5 (pour 3.1; 3.2 se traite de même), 

3.8.- On dispose de deux méthodes pour prouver 3.2 •. 

A. Lefschetz-Verdier : Si X 
o 

est propre (cf. 3.6), la formule des traces géné-

raIe de Lefschetz-Verdier permet d'exprimer le second membre de 3.2 comme une 

somme de termes locaux, un pour chaque point de . Dans la version originale 

de SGA 5, cette formule n'était prouvée que modulo la résolution des singularités. 

Le lecteur trouvera une preuve inconditionnelle dans la version définitive. Dans 

le cas des courbes, cas auquel on peut se réduire (3.7), les ingrédients de la 

démonstration étaient d'ailleurs tous disponibles. 

Pour déduire 3.2 de la formule de Lefschetz-Verdier, il faut pouvoir en cal-

culer les termes locaux. Pour une courbe et l'endomorphisme de Frobenius, cela 

avait été fait par Artin et Verdier (voir J.L. Verdier, the Lefschetz fixed point 

theorem in etale cohomo1ogy, Proc. of a conf. on Local Fields, Driebergen (Springer 

Verlag 1967) et la version définitive de SGA 5). 
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B. Nie1sen-Wecken : Une méthode inspirée des travaux de Nielsen et Wecken permet 

de ramener 3.2. à un cas particulier prouvé par Weil; c'est ce qui sera expliqué 

dans les paragraphes suivants. 
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4.- Réduction à des théorèmes en 7Z/ in-cohomologie. 

Nous prouverons 3.2 par passage à la limite à partir d'un théorème analogue 

en 7l./ t n -cohomologie. L'énoncer présente la difficul té suivante. Soient x 
o 

un 

schéma séparé de type fini sur Wq , et ~o un faisceau plat et constructible de 

7l./ tn-modules. Ses fibres sont des 7l./ tn-modules libres de type fini, et le membre 

de gauche de 3.2 a donc un sens (c'est un élément de 7l./ t
n

) . Par contre, les 

Hi(X,~) ne seront en général pas libres, de sorte que le membre de droite n'est 
c 

pas défini. Obvier à cette difficulté est l'un des usages essentiels faits par 

Grothendieck de la théorie des catégories dérivées. 

4.1.- Pour la définition de la catégorie dérivée D(û) d'une catégorie abélienne 

û ,et celle des sous-catégorie D+(û) , D-Cû) ,DbCû) ,je renvoie au texte de 

Verdier dans ce volume. Pour A un anneau, on écrit D(A) au lieu de D(catégo-

rie des A-modules à gauche pour X un site, on écrit D(X,A) au lieu de 

D(catégorie des faisceaux de A-modules à gauche). De même pour , etc ... 

Le signe R (resp 
:0:., 

gauche). Par exemple, ° 
L , ou :0:.,) indique un foncteur dérivé droit (resp. 

indique le foncteur dérivé du produit tensoriel: pour 
:0:., 

comme suit: on prend des quasi-isomorphismes K' ~ K et L' ~ L ,avec 

K' et L' bornés supérieurement et l'un d'eux à composantes plates, et le simple 

complexe g(K' 0
A 

L') associé au complexe double K' 0
A 

L' 

4.2. - Même pour trai ter le seul cas de la 7l./ t
n 

-cohomologie, nous aurons besoin de 

la théorie des traces d'endomorphismes de modules sur des anneaux non nécessairement 

commutatifs (des algèbres de groupes finis 7l./ tn[GJ) . Ces traces ont été intro-

duites par Stallings et Hattori ; cf. le récent article de H. Bass: Euler charac-

teristics and characters of discrete groups, Inv. Math. 35 (1976) p. 155-196. 

Soit A un anneau (à unité, mais non nécessairement commutatif). On 

désigne 
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par le quotient du groupe additif de A par le sous-groupe engendré par les 

commutateurs ab-ba • Si f est un endomorphisme du A-module à gauche libre An, 

de matrice f~ 
l 

, on note Tr(f) l' image de dans A"'\ . Si f et g sont 

deux homomorphismes , on vérifie aussitÔt que Tr(fg)= Tr(gf) . 

Soit f un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini P . Ecri-

vons P comme facteur direct d'un module libre An: cela signifie choisir un mo-

dule p' ,et un isomorphisme a : P ffi p' ~ An ,soit encore choisir un ho-

momorphisme a: P ~ An ,et une rétraction b : An ~ P (prendre 

p' = Ker(b» Soit fI = a(f $O)a-l = afb . On pose Tr(f) = Tr(f') Cet élé-

ment de A kI ne dépend que de f : si un autre choix P ~ Am est fait, on a 
~ 

a = a(dc)(ba) ,d'oÏl 

TR(afb) Tr( adcba fb) Tr (cba fbad) Tr(cfd) 

Si f est un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini 7L./2 -gradué, 

de composantes f~ 
l 

, on pose 

Tr(f) 

S'il Y a risque d'ambiguité, on écrira plutôt Tr(f;P) . Si les homomorphismes 

sont homogènes, on vérifie aussitôt par réduction au cas libre que 

(4.2.0 Tr(fg) Tr{(_Udegf.deg g gf) 

Si f est un endomorphisme d'un A-module 7L./2-gradué filtré (P,F) ,de 

i filtration finie, compatible à la graduation, et que les GrF(p) sont projectifs de 

type fini, alors P est projectif de type fini, et 

(4.2.2.) Tr{f;p) 

(scinder la filtration pour se ramener au cas d'une somme directe). 

4.3.- Un module 7L.- gradué sera considéré comme 7L./2 -gradué par la parité du degré. 

En particulier, si f est un endomorphisme d'un complexe borné de A-modules pro-

jectifs de type fini, on pose 
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(4.3.1. ) Tr(f) 

D'après 4.2.1., si f est homotope à zéro, Tr(f) 0 

(4.3.2. ) f dR + Rd ~ Tdf) o 

Soit K f(A) la catégorie d'objets les complexes bornés de A-modules propar 

jectifs de type fini, et de flèches les morphismes de complexes pris à homotopie près. 

Le foncteur Kparf(A) ~ D(A) est pleinement fidèle. On note Dparf(A) 

image essentielle. Les formules (4.2.1)(4.3.2.) permettent de définir Tr(f) 

son 

pour 

f un endomorphisme de K E Ob D f(A) par (et cette trace ne dépend que de la classe 

d'isomorphie de (K,f» 

4.4.- Rappelons que la catégorie dérivée filtrée DF(a) d'une catégorie abélienne 

a est la catégorie déduite de celle des complexes d'objets filtrés de filtration 

finie de a en inversant les quasi-isomorphismes filtrés (= morphismes de complexes 

filtrés induisant un quasi-isomorphisme sur le gradué associé). On dispose de fonc

teurs "complexe sous-jacent" : DF(a) ~ D(a) : (K,F) 1----7 K et IIpième compo-

sante du gradué" : DF(a) ~ D(a) : (K,F) ~ Gr~(K) 

Soit 

tra tion finie 

KFparf(A) la catégorie d'objets les complexes bornés filtrés de fil

(K,F) avec des GrP(Kq) projectifs de type fini, et de flèches les 
F 

morphismes de complexes respectant la filtration, pris à une homotopie respectant 

la filtration près. Le foncteur KF f(A) ~ DF(A) par 
est pleinement fidèle ; son 

image essentielle DF f(A) est formée des (K,F) dans DF(A} , tels que les 

Gr~(A) 

alors 

(4.4.0 

par 

soient dans D f(A) et presque tous nuls ; par 

K est dans D f(A) par 

D'après 4.2.2., si f est un endomorphisme de 

Tdf,K) L Td f, Gr~(K}) 
p 

si (K,F) est dans DF f(A) par 

(K,F) E Ob DF f(A) , on a par 

4.5.- Soient A un anneau, et K E Ob D (A) . On dit que K est de 

Tor-dimension ~ r si pour tout A-module à droite N ,les hypertors 
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• :n:, 
HL(N ®A K) sont nuls pour i < -r Il est dit de Tor-dimension finie si cette 

condition est vérifiée pour un r 

On emploie la même terminologie pour un complexe de faisceaux 

Lemme 4.5.1.- Soient A un anneau noethérien à gauche, et K E Ob D-CA) 

K soit dans D fCA) par il faut et il suffit qu'il soit de 

Tor-dimension finie et que les Hi(K) soient de type fini. 

Quitte à remplacer K par un complexe isomorphe (dans D-(A» , on peut 

supposer K borné supérieurement et à composantes libres de type fini (cf. 4.7. ci

dessous). Si K est de Tor-dimension ~ r , les Hi(K) sont nuls pour i <-r 

K-r/lm(d) admet la résolution libre 

:n:, 
et pour tout A-module à droite N, H-r-k(N ®AK) 

pour k ~ l 

Par hypothèse, ces groupes sont nuls; le module Kr/lm d est donc plat de 

présentation finie, i.e. projectif de type fini. Le quotient 

de K est quasi-isomorphe à K , et ceci montre que K E Ob D f(A) par 

Proposition-définition 4.6.- Soient X un schéma noethérien, et A un anneau noe-

thérien à gauche. On note la sous-catégorie de formée 

des complexes K vérifiant les conditions équivalentes suivantes : 

i) K est isomorphe (dans D-CX,A» à un complexe borné de faisceaux de 

A-modules plats et constructibles. 

ii) K est de Tor-dimension finie et les faisceaux ~i(K) sont cons truc ti-

bles. 
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Même argument qu'en 4.5., à partir du lemme suivant. 

Lemme 4.7.- Si un complexe de faisceaux de A-modules est tel que les gi(K) soient 

constructibles, et nuls pour i grand, il existe un guasi-isomorphisme 

K' ~ K , avec K' borné supérieurement à composantes constructibles et 

On construit K' en se propageant de droite à gaucne. Pour un m tel que 

les gi(K) (i ~ m) soient nuls, on prend K,i o pour i ~ m • Supposons ensui te 

déjà construits les K,i pour 

n-l 
... ~K 

i > n 

degré n + l . Définissons des faisceaux A et B par le diagramme cartésien 

~ Ker(d) 

Î 
--------;,.) Ker(d) 

Alors, B est constructible, u est surjectif, et pour avancer d'un pas, 

il suffit de construire K
n 

plat et constructible et v : K
n ~ A tel que uv 

soit surjectif. Que ce soit possible est garanti par le lemme suivant. 

Lemme 4.8.-.Soit v : A ~ B un épimorphisme de faisceaux de B 

constructible. Il existe alors u: K ~ A avec K plat et cons truc ti-

ble et vu 

Le faisceau A est quotient d'une somme de faisceaux de la forme ~,A 

pour ep:U ~ X étale. Puisque B est noethérien CSGA 4 IX 2.10), une somme 

finie de ceux-ci s'envoie déjà sur B ,d'où le lemme. 

94 



- 19 _ Rapport 

Théorème 4.9.- Soit F: X ----7 Y un morphisme séparé de type fini de schémas 

noethériens. Si alors 

Rappelons que si X ~ X ~ y est une compactification relative de 

X/Y ,on a par définition Rf, = Rf,~oj! ,où Rfl< est le foncteur dérivé du 

foncteur f" Cette formule ramène la preuve de 4.9 au cas où f est propre. Pour 

f propre, fi, est de dimension cohomologique finie; ceci permet de définir Rf" 

sur la catégorie dérivée tout entière, et aussi comme un foncteur 

Par composition, on définit de même en général 

Pour tout A-module à droite N ,on a (preuve donnée ci-dessous) 

(4.9.0 
lL ~ lL 

N ® Rf!K ----7 Rf! (N ® K) 

Déduisons 4.9. de (4.9.1.). 

a) La suite spectrale 

et le théorème de finitude pour Rft ,montrent que RftK E Ob Db(X,A) et est à 

cohomologie constructible. Reste à prouver la Tor-dimension fi~ie (4.6.). 

b) Si K est de Tor-dimension ~ -r ,il en est de même pour RftK 

. lL 
on a !J.~(N 0 

lL 
N 0 K , les 

Rf l K) = !J.i (Rf! (N! K)) et, dans la sui te spectrale ci-dessus pour 

E~q sont nuls pour q < r -a fortiori pour p+q < r -

Prouvons 4.9.1., en restant au niveau des complexes. 

a) Utilisant la formule de définition Rf~ Rfi,o j! ,on se ramène à supposer f 

propre. 
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b) Représentons K par un complexe borné supérieurement à composantes acycli-

ques pour f., 

sible de travailler ainsi avec des complexes bornés supérieurement que parce que 

f* est de dimension cohomologique finie. 

c) Si L un A-module à droite libre, on a RPf*(L ® K
q

) 

vial pour A libre de type fini, et le cas général s'en déduit par passage à la 

limite. Le faisceau L ® K
q 

est acyclique pour f., 

:IL 
d) Soit N* une résolution libre de N On a N ® K ~ ~(N" ® K) (complexe 

simple associé au complexe double N* ® K) D'après c) , 

:IL :IL 
Rf*(N ® K) ~ Rf*(~(N* ® K»~f*(;;(N*®K »:::::: ~(N,~ f*K)~ N ® Rf*K 

soit la formule annoncée. 

Lorsque Y est le spectre d'un corps séparablement clos, le foncteur Rf! 

s'identifie à un foncteur noté 

Théorème 4.10.- Avec les notations du §l, soient x 
o 

un schéma séparé de type fini 

sur Wq ,et A un anneau noethérien de torsion, tué par un entier premier 

à p . Soit • Avec la définition 4.3. des traces, on 

a pour tout n 

(4.10) 

Dans la fin de ce §, nous allons déduire 3.2. de 4.10., et prouver 2.10. 

4.11.- Preuve de 2.10.- Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps algé-

briquement clos k , et soit Q un ~ -faisceau sur X 
t 

. D'après 2.8. on peut 

l'écrire sous la forme , avec 3' un zt-faisceau sans torsion. Posons 

K 
n 

D'après 4.9., on a 

turelle 

K E Ob D (ZZnn+l) et il résulte de 4.9.1 que la flèche na-n parf ' 
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lL 
(4.11.1) Kn ®?lltn+l ?l/tn--7 Kn_1 

est un isomorphisme. Le problème de la définition de cette flèche est discuté en 

4.12 

On peut maintenant invoquer SGA 5 XV 3.3 (p. 31, 1-2 à la fin; ce passage 

est indépendant du resœ de SGA 5) pour réaliser chaque Kn par un complexe borné de 

?lI t
n

+1-modu1es libres de type fini, et les flèches 4.11.1 par des isomorphismes de 

complexes 

K ®?ll t
n ~ K 1 n n-

Soit K le complexe tim K .... n 
. C'est un complexe borné de ?lt -modules libres, et 

(tout système projectif de groupes finis vérifie en effet la condition de Mittag

Leffler), et Ri(K) est un ?lt -module de type fini. On a 

c'est un ~t-espace vectoriel de dimension finie 

4.12.- La flèche (4.11.1) - Pour définir la flèche 4.11.1, on ne peut pas procéder 

comme en 4.9., Le. résoudre ?lltn par un complexe de ?lI tn+l-modules libres, 

puisqu'on veut construire un isomorphisme dans . La flèche voulue est 

un cas particulier de la flèche d'extension des scalaires suivante. 

(if) Soit A --7 1\' un homomorphisme d'anneaux nœthériens de torsion. Pour X un 

schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, et K E Obctf(X,A) , on a un 

isomorphisme 

lL 
----7) Ric (X,K ®A A') 

Des flèches plus générales sont construites dans SGA 4 XVII 4.2.12 . La mé-

thode est la suivante : 
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ouverte nous ramènent au cas Où X est propre. 

b) Pour X propre, il s'agit de remplacer K par un complexe borné à composantes 

acycliques pour le foncteur r , et de fibre en tout point géométrique (ou seule-

ment en tout point fermé) homotope à un complexe de À-modules pla~ Pour un tel 
JI, 

complexe, on a r(X,K) ~ Rr(X,K) et K ®ÀÀ' ~ K ®AÀ' ; la flèche (4.11.1) est dé-

finie comme la composition 

JI, JI, 

RreX,K) ®AA' ----7 r(X,K) ®AÀ' -----7 reX,K ®AA') ~ RreX,K ®f,A') 

c) Il reste à montrer qu'il est possible de remplacer K par un complexe du type 

voulu (SGA 4 XVII 4.2.10). On remplace d'abord K par un complexe borné à compo-

santes plates (4.6), puis on en prend une résolution flasque canonique tronquée 

(ceci ne modifie pas le type d'homotopie des complexes fibrés, et on tronque assez 

loin pour que soit vérifiée la condition d'acyclicité pour 1 (i.e. au-delà de la 

dimension cohomologique de r». 

4.13.- Preuve de 3.2.- Pour simplifier les notations, nous ne traiterons que le cas 

n = 1 de 3.2. Le cas général s'en déduit en remplaçant W
q 

par 

Xo ®W W n • On l'obtient aussi en remplaçant ci-dessous F par Fn 
q q 

, et Xo par 

Soient donc Xo séparé de type fini sur Wq , et 40 un ~t-faisceau sur 

X o 

K 
n 

On a 40 = 3'0 ® ~t ' pour ?lt -faisceau sans torsion convenable 3'0 Soit 

Rrc (X, 3' ® ?lI t n) . Les morphismes de Frobenius induisent des morphismes 

---->-~ K 
n 

(dans 

qui se déduisent les uns des autres via les isomorphismes 4.11.1. 

Réalisons comme en 4.11 les Kn et les isomorphismes 4.11.1 au niveau des 

complexes. Le passage déjà cité de SGA 5 XV 3.3 permet de réaliser les morphismes 

F~~ par des endomorphismes de complexes, encore notés Fi~ ,qui se réduisent les 

uns sur les autres. On note encore F'~ leur limite projective, et les endomorphis-

mes qui s'en déduisent. Puisque R~(X,q) = Ri(K) ® ~t 
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Appliquons 4.10 à 

fi = '!lI t n+1 . On trouve que 

- 23 -

t!m Tr{Flf,K*n) ,. 
n 

Rapport 

(vu comme complexe réduit au degré 0), pour 

lv
n+l r Tr(F*,Gk) mod 

x E XF 

et 3.2. en résulte par passage à la limite. 
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5.- La méthode de Nielsen-Wecken. 

Dans ce chapitre, nous prouvons deux cas particulie~de 4.10. Le cas géné-

raI sera considéré au chapitre suivant. 

Lemme 5.1.- Le théorème 4.10 est vrai pour x 
o 

de dimension o 

En dimension 0 , la formule (4.10.1) vaut pour toute correspondance, et 

non seulement pour les itérés d'un Frobenius. Elle est un cas particulier de l'énon-

cé suivant (appliqué à XCIF) , K et aux Fifn ) . 

(*) Soit X un ensemble fini, 

Ona 

F : X --7 X , K E Ob D f(X, fi) Et: Fif:F*K ---7 K par 

me u 

L F Tr(F*,K ) = Tr(F*,rCX,K» 
x E X x x 

On a r(X,K) =x t X Kx 

x t X Kx --7 x t X 

et la formule résulte de ce que pour tout morphis-

, de matrice , on a Tr(u) 

Lemme 5.2.- Soient fi un anneau noethérien de torsion, tué par une puissance du 

nombre premier t ~ p X 
o 

une courbe projective, lisse et connexe sur 

un ouvert dense de X et G un faisceau locale-
o 0 

ment constant de fi-modules projectifs sur u o 
On a 

L F Tr(F*,G ) 
x EUx 

Plus précisément, nous déduirons 5.2 du 

Théorème 5.3.- Soient X une courbe projective non singulière sur un corps algé-

briquement clos k,f un endomorphisme à points fixes isolés de X ~ 

v(f) le nombre de points fixes de f chacun étant compté avec sa multi-

plicité : v(f) est le nombre d'intersection du graphe de f avec la dia-

gonale de X X X Alors, pour t premier à l'exposant caractéristique de 

k ,~ 
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Ce théorème est dû à Weil ([4J, nO 43,66 et 68) et la démonstration de Weil 

est reproduite dans Lang [3J (VI §3 th.6 combiné avec VII §l th.3). On peut aussi le 

déduire du formalisme de la classe de cohomologie associées à un cycle ([CycleJ~~. 

Corollaire 5.4.- Soit 

f-1CU) = u 

u ~ X un ouvert dense de X ,tel que 

f dans x- U sont de mul tipI ici té un, 

alors le nombre vU(f) de points fixes de f ~~ 

avec sa multiplicité) est 

U (chacun compté 

Soit F l'ensemble fini x-u . La suite exacte de cohomologie définie par 

la suite exacte courte o --7 j, !Il
t 
--7 !Il

t 
--7 !IltF --7 0 

fournit, avec la convention de signe de 3.1. 

La trace de f* sur !Il~ est le nombre vF(f) de points fixes de f dans F 

1 'hypothèse de multiplicité unassure donc que 

comme promis. 

La preuve de 5.2. utilise quelques lemmes que nous allons développer mainte-

nant sur un cas particulier des traces non commutatives 4.2.- Pour abréger, nous 

dirons projectif pour projectif de type fini. 

5.5.- Soient A un anneau, et H un groupe fini. L'application L ah.h ~ classe 

de ae , de l'algèbre de groupe A[H] dans A" ,s'annule sur les commutateurs 

ab-ba de A[H] Elle se factorise donc par 
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Si F est un endomorphisme d'un A[RJ-module projectif P ,on pose 

R 
Tr A (F) 

où au second membre figure la trace 4.2. Pour éviter des ambiguités, on écrira par-

fois cette trace 

Proposition 5.6.-

Les propriétés formelles des traces nous ramènent à ne traiter que le cas 

où P lI[R] L'endomorphisme F est alors la multiplication à droite par un élé-

a e 

5.7- Soient A un anneau commutatif et 11 une A-algèbre. La multiplication par 

un élément de A passe au quotient pour définir une structure de A-module sur A~ 

Si R est un groupe fini, P un A[R]-module projectif et M un A[R]-module, 

projectif en tant que A-module, on sait que le A-module P i8)AM, muni de l'action 

diagonale de R , est un A[R]-module projectif. En effet: 

a) Il suffit de le vérifier par P A[R] 

b) Le A-module P ®AM ,muni de l' ac tion de R définie par son ac tion sur le pre

mier facteur, est clairement un lI[H]-module projectif; notons le CP ®AM) , 

c) L'application h ® m ----? h ® induit un isomorphisme 

(5.7.1) 

Proposition 5.8.- Avec les notations précédentes, si u est un endomorphisme de P 

~ v un endomorphisme de M 

On se ramène à supposer que P = A[R] 

multiplication à droite m x 

(5.7.1) transforme u ® v en 

par un élément x 
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5.9.- Soient G un groupe extension de ~ par un groupe fini H 

et e;+ l'image inverse de JN Soient A un anneau, et P un A[G+J-module, pro-

jectif en tant que A[H]-module. Si g E C+ on note le centralisateur de g 

dans H ; la multiplication par g est un endomorphisme de P vu comme 
Z 

A[Z ]-module . Pétant A[Z ]-projectif, une trace Tr,g(g) est définie. D'après 
g g il 

5.6., on a 

(5.9.1) 

Supposons que A soit une algèbre sur un anneau commutatif A Pour P un 

A[G+]-module, projectif en tant que A[H]-module et M un A[G+]-module, projectif 

en tant que A-module, le A[G+J-module P ®AM (action diagonale de G+) est pro-

jectif en tant que A[H]-module et d'après 5.8., pour tout g E C+ on a 

Z 
(5.9.2) TrAg(g,p)· Tr A (g,M) 

5.10.- Soient P un A[G+]-module, projectif en tant que A[H]-module, et PH les 

coinvariants de H dans P . C'est un A-module projectif. L'action de g E C+ 

passe au quotient, et définit un endomorphisme de qui ne dépend que de l'image 

de g dans JN • Nous notons F l'action des éléments g E G+ d'image l 

Z 
Proposition 5.11,- TrA(F,P

H
) = J'l TrAg(g,p) ,où 

l 
désigne une somme étendue 

aux classes de H-conjugaison d'éléments de G+ d'image 

Après multiplication par IHI ,cette formule peut se vérifier comme suit: 

Choisissons un élément g E G+ d'image 1 dans JN et soit cr l'auto-

morphisme A[H] induit par l'automorphisme adg de H Il revient au même de 

se donner un A[G+]-module, ou un A[H]-module muni d'un endomorphisme cr -linéaire 

, Dans ce langage, la formule 5.11 prend la forme: 
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pour P un A[H]-module projectif et pour y un endomorphisme 0 -linéaire de P, 

on a 

L'est une somme sur les classœde adg -conjugaison dans H Corbites de H a

gissant sur lui-même par les x ~ hxadgCh)-l} 

Sous cette forme, les propriétés des traces nous ramènent aussitôt au cas 

où P = A[H] L'endomorphisme y a alors la forme x ~ o(x) a ,avec 

. Il suffit de traiter le cas universel où les sont des 

indéterminées. Dans ce cas, A = Zl< ah>h EH (polynômes non commutatifs) et fi .... 

est sans torsion: on obtient 5.11 par l'argument du début et division par IHI 

On peut aussi calculer directement. 

Remarque 5.11.1.- Tout ce qui a été dit ci-dessus s'applique aussi bien aux modules 

Zl/2 -gradués, ou aux complexes de modules Ccf. 4.2, 4.3} . 

5.12.- Reprenons les notations de 5.2, et soit A = Zl/ t n ,n étant assez grand 

pour que A soit une A-algèbre. Soit f : V ------:> U un revêtement fini étale et 
o 0 

connexe de Uo ,galoisien de groupe de Galois H ,et tel que le faisceau 

f*G 
o 

soit constant. On note M la valeur constante de , c'est 

un A[H]-module, projectif en tant que A-module. 

Le faisceau f~fA sur U , muni de l'action naturelle de H , est un 
. 0 

faisceau localement libre (de rang un) de A[H]-modules. Le complexe RrcCU,f~fA} 

est donc objet de D fCA[HJ) par Il est muni d'un endomorphisme de Frobenius 

Pour l'action naturelle de H sur 
~f 

f· f G 
" 0 

, le morphisme trace 

~f 
f~/ Go ------:> Go se factorise par un isomorphisme 

Par ailleurs, on a f~fA ®A M (avec action diagonale de H) 
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L'isomorphisme 

se dérive (4.12) en un isomorphisme 

L'endomorphisme Flf du membre de gauche se déduit de l'endomorphisme F" 

de RrcCU,f"A) . Le complexe de A[H]-modules RrcCU,flfA) muni de Fif ,peut 

être vu comme un complexe de A[C+]-modules, pour C+ = H X lN . Les formules 5.10 

et 5.9.2., amplifiées par 5.11.1, fournissent donc 

Tr(F",Rrc (U,C» 

Où Z' est une somme sur les classes de conjugaison dans H . De plus, 

Z 
hChFif,Rr (U,f A» 

c lf 

Cette formule reste vraie pour A = 711 t
m 

,avec m de plus en plus grand. Passant 
Zh 

à la limite, on trouve que TrA (hFlf,Rrc(u,f"A» vaut 

(un élément de zt) ,et 

5.13.- Il reste maintenant à appliquer 5.4 (noter que si V est la complétion pro

jective non singulière de V , les points fixes de Fh- l sont tous de multiplicité 

un). On peut le faire sans aucun calcul: 

A. Si =0 Tr(Flf,Rrc (U,C» o 

En effet, Fh-1 n'a pas de point fixe sur V ,5.4. montre que 

E(_Oi Tr(CFh-l)lf , H~CV,!IIt» = 0 et on applique 5.12.1 

105 



Rapport - 30-

B. Dans le cas général, soit j : U' = U - UF ~ U • La filtration 

G 
o 

induit une filtration de 

D'après 4.4.1 et 5.1, on a 

de quotients successifs 

Tr(Fl',RIC(U,G») = Tr(Fl<,Rlc(U' ,G» + I: Tr(Fi.,G) 
x E UF x 

et, puisque U' F = 0 ,le premier terme au second membre es t 0 
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6.- Fin de la preuve de 4.10. 

Prouvons 4.10., sous les hypothèses additionnelles que l'anneau A est 

annulé par une puissance d'un nombre premier t # p ,et que n = 1 Le cas gé-

néral en résultera: décomposer A en ses composantes t-primaires Ct parcourant 

les nombres premiers), et remplacer JE' 
q 

par 

Pour Xo séparé de type fini sur JE'q 

et 

Il faut prouver l'identité 

On commence par observer que T'et Tf1 Cnotés génériquement T) obéissent à un 

même formalisme 

(A) Si Uo ~ Xo est un ouvert de Xo ,de fermé complémentaire Yo ,on 

a 

c'est clair pour T' Pour Tf1 
, on observe que la filtration 

de K 
o 

induit une filtration de 

sifs RrcCU,K) et Rrc(y,K) ,et on invoque 4.4.1 

Rrc(x,K) , de quotients succes-

[plus exactement énoncé : 

Ko ,muni de la filtration dite, définit un objet de DFCX,A) ; par application 

de on en déduit un objet de 

et de gradué comme dit J. 

DF fCA) par , auquel est sous-jacent, 

(B) Si K o 
est un complexe borné à composantes constructibles et plates, 
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c'est clair pour T' ; pour Til ,on applique l'argument ci-dessus à la filtration 

bête de Ko ,pour obtenir 

(C) Pour f 

et la même identité vaut pour 

et 

T' (X ,K ) 
o 0 

T' si les fibres de 

1 

-1 
(y),K

o 
f (y» 

f aux points rationnels de y 
o 

Utilisant ce formalisme, et 4.7., on ramène la preuve de 4.10 aux deux par-

ticuliers 5.1. et 5.2. 
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FONCTIONS L MODULO ~,n ET MODULO p. 

Dans cet exposé, je prouve une formule analogue au théorème du rapport sur 

la formule des traces (ce volume; cité "Rapport" par la suite) pour un anneau de 

coefficients A qui soit de torsion premier à p, ou un corps de caractéristique 

p . Un usage essentiel sera fait de SGA 4 XVII 5.5 . 
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3. Théorie d' Artin-Scheier ........................................... 11 
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2 - Fonction L mod.tn 

1.- Tenseurs symétriques. 

1.1.- Soit A un anneau commutatif. Pour une liste des propriétés des foncteurs 

ln : (A-modules) ~ (A-Modules), je renvoie à SGA 4 XVII 5.5.1 et 2. Rappelons 

seulement que pour M plat (en fait, seul le cas où M est projectif de type fini 

nous intéresse), on a 

n g 
(0 M) n 

1.2.- Soient X un S-schéma, 

projection de xn/S sur 

faisceau de A-modules sur X 
n 

(tenseurs symétriques de degré n) 

la puissance fibrée ième 
n de X et TI la 

(supposé exister). Si G est un 

le produit tensoriel externe de n copies de 

G : ~G , est un faisceau g -équÎ\rari 
n 

sur Xn/s . Nous aurons à faire usage du 

foncteur ln externe de SGA 4 XVII 5.5.7 à 9 Rappelons seulement que pour G 

un faisceau de A-modules plats (en fait, seul le cas constructible et plat nous in-

téresse), on a 

Lemme 1.3.- Pour S = Spec(k) ,~ k algébriquement clos, X une somme finie 

de copies de S et G un faisceau plat de A-modules sur X 

En effet, 

,(symnS(X) , ,n (G» 
ext 

n g 
~ G) n 

on a 

n g 
(® r'<X,G» n 

1.4.- Nous aurons à utiliser les dérivés des foncteurs non additifs 

La théorie de tels foncteurs dérivés est due à Dold et Puppe (Homologie 

nicht additiver Funktoren. Anwendungen. Ann. Inst, Fourier XI 1961, p. 201-312). 

Pour des rappels plus complets que ceux donnés ci-dessous, je renvoie à SGA 4 XVII 

5.5.3. 
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Soit G une catégorie abélienne (voire une catégorie additive où tout en-

domorphisme idempotent soit la projection sur un facteur direct). Notons N le 

foncteur de normalisation N : (complexes cosimpliciaux d'objets de G) ~ 

(complexes différentiels d'objets de , avec pour i < 0) . C'est une 

équivalence de catégories. Ainsi que son inverse, elle transforme morphismes homo-

topes en morphismes homotopes. Si T est un foncteur G ~ e , et si K est 

un complexe d'objets de , à degrés positifs pour i < 0) , on pose 

Exemple 1.5.- Si K est réduit à M en degré 0 TK est réduit à TM en de-

gré 0 

1.6.- Si K est un complexe borné, à degrés positifs, de A-module projectifs de 

type fini, le complexe de A-modules rnK a les mêmes propriétés. 

Notons ~Of(A)lasrus-catégorie de D f(A) (Rapport 4.3.) par par formée des 

complexes de Tor-dimension ~ 0 . On voit que induit un foncteur 

~O (A) ~ ~O (A) 
parf parf 

Pour la définition analogu~ mais plus compliquée, de Lr:xt ,je renvoie 

à SGA 4 XVII 5.5.14. 

1.7.- Soient K un complexe borné de A-modules projectifs de type fini, et u un 

endomorphisme de K . On note det(l-ut,K) la série formelle de terme constant 1 

fT i (_Oi 
det(l-ut,K) = " det(l-ut,K ) 

i 

On laisse au lecteur la vérification des propriétés suivantes. 

(1.7.1) Soit F une filtration finie stable par u 

projectifs de type fini. Alors 

det(l-ut,K) =TI det(l-ut,Gr~(F» 
p 
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(1.7.2) Si on translate K de q crans vers la gauche, on a 

detCl-ut,K[qJ) 
(-U q 

det(l-ut,K) 

Fonction L mod.~n 

Proposition 1.8.- Soit u un endomorphisme d'un complexe borné, à degrés positifs, 

de A-modules projectifs de type fini. On a 

(1.8.1) det(l-ut,K)-l = I TrCu,rnK)tn 

n 

Notons D(u,K) le second membre de (1.8.1) 

Lemme 1.9.- Soit u un endomorphisme d'une suite exacte courte de complexes bornés 

à degrés ~ 0 de A-modules projectifs de type fini 

o --? K' --? K --? K" --? 0 

On a D(u,K) D(u,K'). D(u,KtI ) 

dable de A-modules, rnM a une filtration naturelle, de quotients successifs les 

riM' ® ~MtI (i+j =n) . Dès lors, rnK admet une filtration naturelle, de quotients 

successifs les complexes NCN-lriK' ® N-l~KtI) Ci + j = n) , canoniquement homotopes 

aux complexes simples §.(riK' ® riK") déduit des complexes doubles riK' ® , et 

I 
i+j=n 

d'où le lemme. De 1.9., on tire par récurrence 

Lemme 1.10.- Soit F une filtration finie stable par u de K ,telle que les 

G~(Kq) soient projectifs de type fini. Alors, 

D(u,K) =TfD(u~CK» 
p 

Lemme 1.11.- Soient u un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini M 

~ M[-q] le complexe réduit à M en degré q 

D(u,M[-q) (q ~ 0) 
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D'après 1.5., c'est vrai pour q o . Procédons par récurrence, il reste 

à montrer que 

D(u,M[-ql) . D(u,M[-(q+l)]) 

Cette formule résulte de 1.9, appliqué ou complexe K réduit à M en degrés q 

et q+l (avec cl = Id) , et à sa filtration bête 

<. .. 0 ------7 M ••• ) ------7 c. .. M ------7 M) --? c. .. M ------7 O ••• ) 

En effet, K est homotope à 0 . Dans la catégorie dérivée, on a donc 

rnCK) = yPCO) ; 0 pour n > 0 et A pour n o , et D(u,K) = 1 

1.12 - Prouvons 1.8. D'après 1.10 appliqué à la filtration "bête" de K par les 

sous-complexes 

o ------7 ... ------7 0 ------7 K q ------7 ------7 .... 

on a 

q lT. n q n (-1) q 
D(u,K) = }fD(U,K [-qJ) =0 10) (I TrCu,r (K ))e ) 

q • q 

Il reste à prouver que pour u un endomorphisme d'un module projectif de type fini 

M , on a 

0.12.1) detCl-ut,M)-l 

Si u = 0 , les deux membres valent 1 • Ajoutant à M un module N sur lequel 

u = 0 , et appliquant 1.9 , on se ramène à supposer que M est libre. Prenons-en 

une base. Il s'agit alors de prouver des identités algébriques entre les coordonnées 

de u . Le principe de prolongement des identités algébriques nous ramène à supposser 

que A est un corps algébriquement clos. Le module M admet alors une filtration 

stable par u à quotients successifs de rang 1 , et 1.10 nous ramène au cas où 

M est de rang 1. La formule 1.12.1 se ramène alors à l'identité 

_1_ 
1-at 

n n Lat 
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Corollaire 1.13.- Soient u ~ u' des endomorphismes de complexes bornés K et 

K' de A-modules projectifs de type fini. Si, dans la catégorie dérivée, K ,muni 

de u ,est isomorphe à K' muni de u' 

de tC 1-u t, K) det(l-u 1 t,K') 

Appliquant 1.7.2, on se ramène à supposer que K et K' sont à degrés 

positifs. On observe alors que le second membre de 1.8 possède la propriété d'in-

variance voulue. 

1.14.- Ce corollaire permet de définir det(l-ut,K) pour u un endomorphisme de 

K E Ob D f(A) . Cette construction est ad hoc ; en fait, pour v un automorpar 

phisme de L E Ob D f(/I.) ,on peut définir det(v) E /l.l' , et det(l-ut,K) s'ob
par 

tient pour v = 1-ut ,/1. = A[[t]] et L = K ®A/I. 
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2.- Le Théorème. 

2.1.- Reprenons les notations de Rapport, §l . Pour A un anneau noethérien 

commutatif de torsion, Xo un schéma séparé de type fini sur 

<1.7,1.13 et Rapport 1.5,1.6 ). 

Théorème 2.2.- Dans chacun des deux cas suivants 

a) A est de torsion première à p 

b) A est réduit et de caractéristique p 

<2.2.U 

lF 
q 

et 

Remarque 2.3.- Dans le cas a), la méthode de Rapport §3 permet de déduire de la 

formule des traces (Rapport 4.10) que les dérivées logarithmiques des deux membres 

de 2.2.1 sont égales. L'anneau A étant de torsion, cela ne suffit pas pour prou-

ver 2.2. 

Remarque 2.4.- Si A est un corps, on a 

et la suite spectrale 

n 
detO-F;ftf,RfceX,K» = TI detO-F;ftf,E~ (X,K»e-u 

n 

montre que 

Ceci ramène 2.2 (pour A un corps) au cas particulier suivant. 

(2.4.1) Si Go est un faisceau constructible de A-espaces vectoriels, on a 
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Remarque 2.5.- Il est facile de réduire le cas b) à celui Où A est un corps (voire 

même un corps fini) de caractéristique p. cf 4.2 • 

Remarque 2.6.- Le cas particulier de b) où A 7L/p , et où K est réduit au fais-

ceau cons tant 7L/p en degré 0 

TI d () l " f n (_l)n+l 
Il (l-t eg x)- .. TT detCl-F"t ,Hc (X,7L/p» (mod p) 

x E Ixo 1 n 

avait été prouvé par N. Katz (SGA 7 XXII 3.1). Sa méthode, toute différente de celle 

suivie ici, part de la théorie p-adique de Dwork de Z(Xo,t) 

Remarque 2.7.- Contrairement à ce que j'avais imprudemment affirmé à des amis, on 

ne peut pas dans b) omettre l'hypothèse liA réduit". Pour un contre exemple, cf. 4.5. 

2.8.- Plan de la preuve de 2.2.- Une translation sur les degrés (1.7.2) nouS ramène 

à supposer que Ko est un complexe borné, à degré positifs, de faisceaux de A-modules 

constructibles et plats. On a alors Rrc(X,K) E Ob ~o (A) parf (Rapport, preuve 4.9,b». 

Nous allons utiliser 1.8 pour développer les deux membres de (2.2.1.) en série de 

puissances de 
f 

T = t L'égalité des coefficients de se déduira de SGA 4 

XVII 5.5.21 et d'une formule des traces sur symn(X) dans le cas a), la formule 

(Rapport 4.10 ), et dans le cas b) une formule qui sera prouvée dans le chapitre 

suivant. Il y a lieu de se ramener au préalable au cas où les puissances symétriques 

de Xo existent (par exemple au cas où x 
o 

est affine) à l'aide des propriétés de 

multiplicativité en x 
o des deux membres de 2.2.1 : pour u o 

un ouvert de x 
o 

de fermé complémentaire y 
o 

, on a et la formule 

analogue pour le membre de droite résulte de (1.7.1) par la méthode de (Rapport §6 

(A» 

2.9.- Le Cas Où X est fini. 
o 

La multiplicativité en X 
o 

des deux membres de 2.2.1 ramène ce cas à 

celui où Xo = Spec(Wqk) • Revenant aux définitions, on voit que (2.2.1) équivaut 

alors à Rapport 3.4. 
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2.10.- Le premier membre. 

D'après 1.8., on a 

L(X ,K ) 
o 0 

- 9 -

Le coefficient de Tn est donc la somme, étendue à celles des combinaisons liné-

V aires formelles w (n > 0 x- les n x 
presque tous nuls) d'éléments 

x E \Xoi 
de IXol telles que 

(2.10.1) 

des produits 

Pour x E \Xoi ,notons (x) le o-cycle des [k(x) : W l points de X 
q 

au-dessus de x (une orbite de F). L'application l nx x ~ l nx.(x) identifie 

les combinaisons linéaires formelles comme ci-dessus, avec L nx[k(x) ; Wq J = n 

aux o-cycles effectifs de degré n de X fixes sous F ,soit encore aux points 

fixes de F dans Symn(X) . Le coefficient de dans L(Xo,Ko ) apparatt ainsi 

comme une somme de produits (2.10.1), indenée par Symn(X)F . Plus précisément, 

on a 

Pour Yo un sous-schéma fini de plus en plus ~rand de Xo ' on a 

i.e., pour tout m , il existe un sous-schéma fini z eX o 0 
tel que si Yo 

soient congrus mod Tm . Il suffi t que z 
o 

contienne 

z 
o 

les points fermés de degré ~ m Le même fait valant pour le membre de droite, 

il suffit de prouver 2.11 pour X 
o 

fini. On a alors 

(par la formule des traces dans le cas trivial d'un ensemble fini). 
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2.12.- Le second membre.- D'après 1.8 et SGA 4 XVII 5.5.21, on a 

2.13.- Le théorème équivaut donc aux formules des traces 

Dans le cas a), elles résultent de Rapport 4.10. La formule analogue dans le cas b) 

sera prouvée au §4 
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3.- Théorie d'Artin-Scheier. 

3.1. - Dans ce qui suit, un faisceau cohérent sur un schéma S sera toujours re-

gardé comme un faisceau sur Sét . Soit S un schéma de caractéristique p > 0 

Si G est un faisceau localement constant de '!l/p -vectoriels de rang fini, 

Q = G ®'!l/plS est un faisceau cohérent localement libre sur S On notera g; 

tant l'endomorphisme f ---7 fP de 19 que son produit tensoriel avec l'identité 

de G : g; : q -7Q . La théorie d'Artin-Schéier (SGA 4 IX 3.5) affirme que la 

suite 

o -7 '!l/p -719 g; - l >19 -7 0 

est exacte. Par tensorisation avec G , on trouve une suite exacte 

0-7G-7Q g; -1;. 0-70 

3.2.- Supposons que S soit un ouvert dans un schéma noethérien S . Soient 

j : S ~ 5 le morphisme d'inclusion, et l un faisceau d'idéaux qui définit 

le fermé complémentaire S - S . Notons encore g; le prolongement par fonctoria-

Lemme 3.3.- Il existe des prolongements cohérents Q 

(3.3.1) 

Si Q est un tel prolongement, la suite 

G.3.2) 0-7j!G-7q~q-70 

est exacte. 

a) Existence: Soit Q' C j*Q un prolongement cohérent de Q à S • Pour tout n, 
n 

on a g;(InQ') C I P g;<Q') • Soit n assez grand pour que rn(p-l)-lg;(Q') C Q' 
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b) Noyau de W-l : Sur S ,l'assertion résulte de 3.1 ; il reste à vérifier qu'une 

section de x de Ker(w-l) , sur U étale sur S , s'annule 

dans un voisinage de l'image réciproque de S-S . Puisque x = W(x) , on a en 

effet par (3.3.1) x E IQ 

x est dans tous les InQ donc nul au voisinage de S-S 

c) Surjectivité de W-l: On peut supposer S affine, et écrire Q comme quotient 

de se relève alors en une application p-linéaire 
rv n n 
W : 0 --7 (9 , et il 

suffit de vérifier la surjectivité de ~ - 1 

Le faisceau on est le faisceau des sections locales du scl:éma en groupes a;n 
a 

i - 1 est induit par un homomorphisme de a;n dans 
a 

. Cet homomorphisme 

, et 

est 

étale. Pour vérifier qu'il est surjectif, il suffit de le voir après tout changement 

de base Spec(k) --7 S (k algébriquement clos) et sur k algébriquement clos, 

tout homomorphisme étale entre groupes connexes de même dimension est surjectif. 

Enfin, un morphisme étale et surjectif de S-schémas induit un épimorphisme entre 

les faisceaux correspondant sur Set 

3.4.- Frobenius et Frobenius. 

Le morphisme de Frobenius absolu Fabs : S --7 S est l'identité sur 

l'espace topologique sous-jacent à S , et f --7 fP sur le faisceau structural. 

Pour u/s étale, on a un isomorphisme canonique F:bs U = U : le diagramme 

Fabs 
U ---==------7) U 

l Fabs l 
S --..;:.:::.:::-----7} S 

est cartésien. L'endomorphisme de site annelé (Sét'o) --7 (Set,(9) défini par 

F abs peut donc être décri t comme sui t 
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{
F~bS es t l' identi té sur Sét 

l'homomorphisme F:bs~ ~ ~ ~ est ~ 

Avec cette description, pour tout faisceau étale G sur S ,la correspondance de 

Se donner un morphisme p-linéaire de faisceaux quasi-cohérents u: ~ -7 h 

sur S revient à se donner un morphisme linéaire u' : F:bs ~ -----';> h En parti-

culier, avec les notations de 3.5., l'homomorphisme ~: Q ~Q correspond à 

Lemme 3.5.- Avec les notations de 3.4., le diagramme 

------'=") G 

~. l 
-_....:-_-""') Q 

est commutatif. 

Il suffit de le vérifier localement, On peut donc supposer G constant, 

auquel cas le lemme est évident, 

La même théorie vaut pour les puissances de F
abs 

3.6.- Supposons maintenant que S soit un schéma sur et conformément 

aux conventions de Rapport §l, écrivons So,So,Go,Qo,qo au lieu de S, •.. Le 

lemme 3.5., pour F!bS = F : So ~ So ,donne un diagramme commutatif 

Fj'G ) G F'lCol ) r r r ' puis 

(ih· (~f) , 
Fj'Qo ) Qo Fl'Qo ) 

Go 

puis, par extension des scalaires de lF
q 

à lF et passage à la cohomologie 
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Flf(j 1 G) 
Fi, 

~ j,G Hlf(S,j , G) Fi< 

1 r et r 
Fifq. ) G Hif(S,Q) 

Où la seconde ligne est obtenue par extension des scalaires de 

l'endomorphisme lF -linéaire q 
~ f de 

~ H"(S,j ,G) 

l 
) Hlf(S,Q) 

lF 
q 

à lF 

La théorie d'Artin-Scheier fournit une suite exacte longue 

de 

Où ~ est l'extension p-linéaire à Hif(S,Q) Hif(S 0' ~) ®lF lF de l'endomorphisme 
q 

3.7.- Si So est propre sur lFq , les Hi(S,q> sont de dimension finie et 

~-l est surjectif (cf. 3.6 b». On a donc 

KerC1?-l 

et Fif est induit par l'extension 

l'endomorphisme lF -linéaire ~f 
q 

"Q) 

lF- linéaire à 

Appliquant le lemme 3.8. ci-dessous, on en déduit l'identité 

0.7.1) 

Lemme 3.8.- Soit ~ un endomorphisme p-linéaire d'un espace vectoriel V ~ 

de 

lF : il?(Àx) = \Pil?(x) • On pose F = ~f (F est linéaire) et on note encore œ et q 

F les extensions respectivement p-linéaire et linéaire de ~ et F ! V ®lF lF 
q 

Alors, F stabilise Ker(~ - 1) cV ®lF lF et 
q 

Tr(F,Ker(œ-1) Tr(F,V) 

Sur V ®]F lF , on a F il? = ~ F 
q 

TrCF, V ®lF ]F) 
q 

l'endomorphisme p-linéaire Fil? - il? F 

s'annule sur V, donc partout. Ecrivons V = V'+V" , avec F inversible sur V' 

et nilpotent sur V" • La théorie des endomorphismes p-linéaires assure que 
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KerC~-l) ®1F 1F---~ VI 0
1F 

1F 
q q 

Puisque Tr(F,VIf
) = 0 on a donc 

Tr(F,KerC~-l) = TrCF,KerC~-l) 0
1F 

1F) = TrCF,V I0
1F 

1F) = TrCF,V 0
1F 

1F) 
p q q 

TrCF, V) 
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4.- Formule des traces modulo p 

Théorème 4.1. x 
o 

un schéma séparé de type fini sur 

noethérien commutatif réduit et de caractéristique p et 

(4.1.1. ) Tr(Fl>,R1c (X, K» 

JF 
q 

Fonction L mod.2n 

,A un anneau 

4,2.- Réduction au cas où A est un corps fini. Un argument standard de passage 

à la limite nous ramène au cas où A est de type fini sur 'll/p . Pour chaque 

idéal maximal m de A , l'image de chaque membre de (3.1.1.) dans A/m est don
L 

née par la même formule, avec Ko remplacé par Ko ® A A/m E Ob Dctf(Xo,A/m) (pour 

le second membre, cf Rapport 4.12), Les A/m étant finis, et l'intersection des 

idéaux maximaux de A étant réduite à 0 ,on obtient la réduction annoncée. 

4 .. 3. - Réduc tion au cas où A = 'll/p . Supposons que A soi t un corps fini, et no-

tons et Til (K ) 
A 0 

les deux membres de (3.1.1.). Si, par restriction des 

scalaires, on regarde Ko comme un complexe de faisceaux de 'll/p-modules, on a 

et de même pour Til . Si C3 .1.1.) vaut pour A 'llip , on a donc 

(4.3.1.) 

J'affirme que, pour tout ),; E A ,on a même 

(4.3.2) 

et donc T'(K)=T"(K) A 0 A 0 
. C'est clair pour À = 0 • Pour À inversible, notons 

A(),;) l'image réciproque sur X du faisceau de A-modules libre de rang un sur 

Spec(JF ) pour lequel F~' = ),; 
q 

A(),;) ®AKo 

La formule (4.3.2.) n'est autre que (4.3.1.) pour 
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4.4.- La méthode de Rapport §6, ramène maintenant 4.1. à l'énoncé suivant. 

Théorème 4.1.bi.s -~ s 
o 

une courbe projective et lisse, :S ~S 
a 0 

un ouvert dense de So et Go un faisceau localement constant de ;Z/p -espaces 

vectoriels de rang fini sur 

(4.4.1) 

S o 
On a 

Preuve : Appliquons 3.3. à (So,So,Go ) . Le prolongement cohérent Go de 0
0 

dont 3.3. garantit l'existence est localement libre car il est sans torsion (on a 

et que S 
o 

est régulier de dimension un. L'endomorphisme q-linéaire Go C j"Oo)<f 

~f de 1'\ 
'to 

peut s'interpréter comme un morphisme 

u 

Il se factorise par 10 , pour l définissant le fermé S - S . Soit 

v: j!Go ----;" l'unique prolongement de l'application naturelle 

Go ----;.. Go = Go ®;Z/p 19 • Le diagramme 

Fr~ 
F<f 

? j ,G 

(4.4.2) Fa 
F'~o 

u 
,. Go 

est commutatif. 

Enfin, notons uF,f l'application composée 

on a par (3.7.1.) 

(4.4.3. ) i -
Tr(uF",H (S,O) 

Pour chaque point fermé i 
x x ~ S de S ,posons lix 

formule des traces de Lefschetz en cohomologie cohérente ("Woodshole fixed point 

formulà), appliqué à F et u , dit que 
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(4.4.4.) =( -1) i Tr ( ulfFlf,H i (S ,~)) 
i 

Au second membre 

- 18 

= 
x E 

Tr(ux,Q) 

detCI-dF ) x 

a) puisque dF o ,les dénominateurs valent 1 

b) pour x E gF_SF , l'endomorphisme u de 
x 

c) pour x E SF 4.4.4 fournit une contribution 

L'identité (4.4.1.) résulte donc de (4.4.3.) (4.4.4.) 

Fonction L mod.~n 

4.5.- Un contre-exemple. On montre par un exemple qu'on ne peut pas, dans 4.1., 

omettre l'hypothèse que A soit réduit. 

Soit Y
o 

la courbe elliptique sur F
2 

pour laquelle les valeurs propres 

de Frobenius sont • Elle a 3 points rationnels, et est supersingu1ière. L'in-

volution cr: x ~ -x n'a donc qu'un seul point fixe, le point 0 . Le quotient 

de Yo par cr est une droite projective ; celui de Y
o 

- 0 par cr est donc une 

droite affine Al 
o 

, et y - 0 
a 

est un revêtement double non ramifié de Al 
o 

TT TT TT cr 

Le faisceau TT,f71./2 est un module libre de rang un sur l'algèbre A du 

groupe à deux éléments [1, cr} sur 71./2 Cette algèbre est isomorphe à celle des 

nombres duaux sur 71./2 

Le faisceau de A-modules TT
if

71./2 est notre exemple 

a) On a H~CA l ,TT
if 

71./ 2) => H~(Y - 0, 71./2) . Puisque y 
o 

pour i > 0 , et la suite exacte longue 
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montre que H~(Y - o,2Z/2) = 0 . On a donc et 

b) Puisque Yo - 0 a deux points rationnels, en l'un des points rationnels de 

1 
IAo ' la substitution de Frobenius est l'identité, et en l'autre, c'est cr . On a 

donc 

1 + cr 

et 1 + cr 1< 0 

L'équation du revêtement TI est 2 
Y - Y 

3 x 
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La classe de cohomologie associée à un cycle. 

par A. Grothendieck, rédigé par P. Delïgne. 

Cet exposé est inspiré de notes de Grothendieck, qui formaient un état 0 

de SGA 5 IV. On y définit la classe de cohomologie d'un cycle X dans un schéma 

séparé lisse de type fini sur un corps et on prouve que l'intersection correspond 

au cup-produi t. 

Le Chapitre 1 contient quelques sorites généraux. Au Chapitre 2, on définit 

la classe d'un cycle, dans plusieurs situations plus générales que celle dite plus 

haut. La principale compatibilité non considérée est celle entre image directe d'un 

cycle et morphisme trac~ en cohomologie. Au Chapitre 3, on déduit de ce formalisme 

la formule des traces de Lefschetz pour un endomorphisme à points fixes isolés d'un 

schéma propre et lisse sur k algébriquement clos - et pour un endomorphisme de 

Frobenius d'une courbe. 

Nous faisons les conventions suivantes: 

1) "schéma 11 signifie schéma noethérien séparé (ceci est largement une hypothèse de 

commod i té) . 

2) Dans le Chapitre 2, on fixe un entier n, et n est inversible sur tous les 

schémas considérés. 

3) Dans le Chapitre 3, on fixe un nombre premier t ,et t est inversible sur 

tous les schémas considérés. La cohomologie utilisée est toujours la cohomologie 

t-adique 

·H· n 
!lit ®71 tim H (X,71!t ) 

t ... 

Classes de cohomologie de cycles, morphismes traces, .•. sont définis par passage à 

la limite à partir du cas de coefficients finis 7l/tn (cf SGA 5 VI). 
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1. Cohomologie à support et eup-produits. 

Ce paragraphe contient des rappels de topologie générale, que le lecteur 

est invité à ne consulter qu'au fur et à mesure des besoins. 

1.1. Hl et torseurs. 

1.1.1. - Soit F un faisceau abélien sur un site X . On sait que Hl(X,F) clas-

sifie les F-torseurs sur X . Nous normaliserons (= choisirons le signe) de l'iso

morphisme (ensemble des classes d'isomorphie de F-torseurs) ~ HleX,F) de telle 

sorte que pour toute suite exacte ° --7 F ~ G ~ H ~ ° et tout 

h E HOeX,H) ,le F-torseur ~-leh) C G sur lequel F agit par 

(f,x) ~ nef) + x ,soit de classe oh 

1.1.2. - Soit P un F-torseur. Si (Ui ) est un recouvrement ouvert de X , et 

v 
une section de P sur , on associe à p le cocycle de Cech 

Si, selon la règle usuelle, on définit l'application HifeX,F) ~ H"eX,F) de 

telle sorte que ce soit un morphisme de o-foncteurs, l'image de 

eP
ij

) E filex,F) dans H1(X,F) est la classe de P, telle que normalisée par 

1.1.1. 

1.1.3. La définition de Hlf(X,F) est la suivante:pour F,f une résolution à 

composantes acycliques de F, HieX,p) = HireX,p'f) . La structure de O-foncteur 

s'obtient en associant à une suite exacte courte de faisceaux une suite exacte courte 

de résolutions qui reste exacte après application du foncteur r . Si F,f est une 

résolution de F, 1 'homomorphisme de connection 0 associé à 

KerCd) ~ ° 

induit l'opposé de l'isomorphisme de définition 
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1.1.4. - Soit U une partie ouverte de X (un sous-faisceau du faisceau final) et 

soit D le "fermé complémentaire". On sait que ~(X,F) classifie les F-torseurs 

sur X trivialisés sur U . Pour toute suite exacte courte 

O---'>F~G~H---:>O et toute section à support dans D 

° -1 h E RD (X, H) , le torseur i3 (h) trivialisé sur U par la section 0, a pour 

c lasse oh 

La suite exacte longue de cohomologie à support 

est définie à partir de la suite de foncteurs 

o ---'> f D ---'> f ---'> f( U, ) ---'> ° 
(exacte sur les faisceaux injectifs). Pour toute section f E HO(U,F) 

of E H~(X,F) est la classe du torseur trivial F, trivialisé sur U par la sec-

tion f 

1.1.5. - Soit U ~ X • Si F s'injecte dans j;fj"F , la suite exacte 

fournit a L'application composée 

est l'opposée de l'application considérée en 1.1.4. 

1.1.6. - On rappelle que si ~ est un faisceau inversible sur un schéma X le 

iCm -torseur correspondant est le faisceau Ison!O,.s:) , sur lequel lem agi t par 

On rappelle aussi que si D est un diviseur de Cartier 

sur X , et : U ~ Xl' inclusion de l'ouvert complémentaire, le faisceau 

inversible o(D) est le sous-faisceau de j,fOU formé des sections locales s telles 

que sf soit dans , pour f une équation locale de D 
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1.2 Cup-produits. 

Dans ce numéro, nous développons quelques remarques sur les eup-produits 

en cohomologie à support qui nous reservirons, dans [Dualité], pour relier 

dualité de Poincaré des courbes et autodualité de la jacobienne. 

1.2.1.- Soient X un site, Y une partie fermée de X ,et F,G deux faisceaux 

abéliens sur X Par exemple X un schéma, Y un sous-schéma fermé et F,G 

des faisceaux sur X
et 

. Définissons un produit 

<1.2.l.l.) 

Le produit d'une section , à support dans Y ,de F par une section t de 

G sur Y s'obtient comme suit: localement sur X,t est la restriction à Y 

d'une section t' de G sur X ,et on forme le produit s ® t' . Il est à sup-

port dans Y , et ne dépend pas du choix de t' , ce qui légitime et permet de glo-

baliser la définition. 

Soit i YC-....:>X le morphisme d'inclusion. L'analogue local de (l.2.l.1) 

est le produit. 

<1.2.l.2.) 

dont (1.2.1.1.) se déduit par-application de r(y, ). 

1.2.2.- Dérivons ces flèches. Soient K,L et M 
TI., 

dans la catégorie dérivée, et 

une application bilinéaire K ® L ~ M . Par dérivation de (1.2.1.1.), on en 

déduit 

TI., 

<1.2.2.l. ) Rry(X,K) ® Rr(Y,L) ~ R1y(X,M) 

induisant 

0.2.2.2.) 

(le eup-produit). La flèche locale (1.2.1.2.) fournit 
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, IL , 
<l.2.2.3.) Ri . K 0 i ,fL ------? Ri . M 

dont (1.2.2.1) se déduit par application de Rr(y, ). 

1.2.3. Ci-dessus, j'ai passé sous silence les conflits qu'entraîne l'usage dans 
IL 

une même formule de dérivations à droite (Rr) et à gauche (0). 

a) Au numéro suivant, les dérivés droits considérés seront tous de dimension coho-

mologique finie. Ceci permet de travailler systématiquement dans les catégories dé-

rivées D-. Pour disposer de complexes à la fois plats et flasques, on utilise les 

résolutions flasques canoniques comme en SGA 4 XVII. 

b) Pour une théorie plus générale, il cesse d'~tre tenable d'interpréter les appli
IL 

cations bilinéaires de K et L dans M comme des morphismes de K ® L dans 
IL 

M Par exemple, Rry(X,K) ® Rr(y,L) n'est pas défini si les deux facteurs sont 

dans . Une solution est de travailler dans D+ ,de définir 

Bil(K,L;M) tlm Hom(K' 0 L' ,M') 

où la limite est prise sur les quasi-isomorphismes K' ~ K , L' ~ L, M ~ M' 

(K' ,L' ,M' bornés inférieurement) et où Hom est pour "morphisme de complexes, à 

homotopie près", et d'utiliser sys tématiquement de telles appl ications bilinéaires, 

sans jamais mentionner de ® 

1.2.4. - Deuxième thème. 

Soit U un ouvert de X et U ~ X le morphisme d'inclusion. 

Pour K dans la catégorie dérivée, sur U ,on pose Rr,(U,K) = Rr(X,j,K) . Pour 
IL ' 

K,L et M sur U, et une application bilinéaire K ® L ~ M ,on veut définir 

IL 
0..2.4.1.) Rr(U,K) ® Rr~(U,L) ----7 Rr,(U,M) 

Au niveau des faisceaux, et de leurs sections globales, un tel produit se déduit de 

l'isomorphisme j*F ® j,G ~ j,CF 0 G) , mais il faut prendre garde au fait que 

Rr, n'est en général pas le dérivé du foncteur rex,j, ). 
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On commence par définir 

lL lL 
Rj;,K ® j!L ~ j, (K ® L) --> j,M 

Appliquant RrCX, ) , on trouve 

lL 
RrCU,K) ® RT',(U,L) 

lL 
RI'(X,Rj;,K) ® Rr(X,j ,L) 

Cycle 

Ici encore, le conflit entre la gauche et la droite se résoudra au numé-

ro suivant en travaillant dans D 

1. 2.5 Coda. 

Soient u ~ X une partie ouverte et i; Y e-...:> U une partie fer-

mée de U . Soit Y un fermé de X tel que Y n U y (par exemple, le complé-

ment de U-Y). Soit K sur U 
, 

Onpose RI'y, (U,K) "'RI',(Y,Ri'K) ott RI! est 

relatif à l'inclusion de Y dans Y . Pour tout ouvert V de U, contenant 

y , RI'y,(U,K) s'envoie dans Rl,(V,K) : si on note encore i l'inclusion de Y 

dans X ,j celle de Y dans Y et k celle de V dans X, on a 

Ri'K'" jlfRi\,(klfK) , d'où un morphisme j,RitK ---'> Ri'k,Ck*K) 

lR,(Y, ), on trouve Rry,(u,K) -->R1;;;(k,kl'K) -->Rl(k,klfK) 

Lui appliquant 

lL 
Pour K,L,M sur U ,et une application bilinéaire K ® L --> M , on 

veut définir 

(1. 2.5 .1.) n( ml' n+m HY U,K) ® H"Y,L) --> HY, (U,M) 

(ce dernier groupe lui-même s'envoyant dans H~+m(V,M) ). Dans la catégorie dérivée, 

il s'agit de définir 

lL 
(1.2.5.2. ) RI'y(U,K) ® Rr, (y,L) --> Rry , (U,M) 

On identifie Rry(U,K) à Rl(y,Ri!K) 

relatif au produit local C1.2.2.3) sur 

. Le produit cherché est alors du type (1.2.4.1) 
. lL 

Y : Ri: K ® L --> Ri' M 
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1.2.6. - Ci-dessus, on a déroulé le sorite absolu. On a un sorite relatif parallèle, 

avec r remplacé par f" pour f un morphisme X ---7 S 

1.3. La règle de Koszul. 

Soient A un anneau commutatif, et (Vi)i E l une famille finie de 

A-modules gradués (ou ~/2 -gradués). Rappelons la définition du produit tensoriel 

gradué ® 
i E l 

ordre total a 

V. 
~ 

au sens de la règle de Koszul (cf. SGA 4 XVII 1.1). Pour chaque 

sur l , on va définir un module V(a) On va aussi définir un sys-

tème transitif d'isomorphismes COab : V(b) ~ V(a) et le produit tensoriel gra-

dué des Vi sera la "valeur commune" ti:,mV(a) de ce sys tème de modules. On prend 

a) V(a) = 
i 

jacents aux 

~roduit-tensoriel ordinaire des modules non gradués sous-

b) si les xi E Vi. sont homogènes, on prend (Oab(® xi) = (_l)N® xi Où N est 

la somme des deg(x.) deg(x.) étendue aux couples (i,j) tels que i <a j et 
~ J 

Exemple 1 : Prenons l = [1,2} et soient a l'ordre où < 2 ,b l'ordre où 

l > 2 . Soient vi E Vi ,homogènes, et notons vI ® v
2 

(resp v
2 

® vI) l'image 

dans le produit tensoriel gradué du produit des vi dans V(a) (resp V(b» . On 

a 

(règle de Koszul). 

Exemple 2 : Si les V. 
1 

sont tous de degré l, on a, reliant le module sous-jacent 

au produit tensoriel gradué, et le produit tensoriel ordinaire des modules IVil 

sous-jacents aux Vi ,un isomorphisme canonique 

136 



- 9 - Cycle 

Exemple 3 : Pour A un corps, et X. 
~ 

une famille finie d'espaces, la formule de 

Soit V" le dual gradué de V. L'application canonique 

0.3.0 

est v' ® v ~ v' (v) . 

On suppose maintenant que A est un corps, et on ne considère que des 

espaces vectoriels de dimension finie. L'isomorphisme canonique 

(1.3.2.) w ® V" --7 Hom(V,W) 

est w ® v' ~ (v ~ w.v'(v». Via cet isomorphisme, la composition 

Hom(Y,Z) ® Hom(X,Y) ~ Hom(X,Z) s'identifie au morphisme induit par (1.3.1) 

La trace de f V --7 V (nulle pour f homogène de degré ~ 0) est 

l'image de f par 

(1.3.4) Tr Hom(V,V) 'S.;.2 V ® VV V." ® V l.Tf A 

On vérifie aisément que, pour f de degré 0 

(1.3.5) Tr(f,V) 

Si on exprime que les deux morphismes composés de morphismes 1.3.1 

V" ® V ® WV ® W --7 k commutent, on trouve que, pour f: V --?> W et 

g : W --?> V homogènes, on a 

(1.3.6) Tr(fg) = (_1)deg f deg g Tr(gf) 
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2. La classe de cohomologie associée à un cycle. 

2.1. - La classe d'un diviseur. 

2.1.1. - Soit D un diviseur de Cartier dans un schéma X . Hors de D ,le fais-

ceau inversible O(D) est trivialisé par la section 1. La classe ctCD) de D 

dans ~(X,l!:m) 

Cl.1.6 et 1.1.4) 

est la classe du l!:m-torseur trivialisé sur X-D correspondant 

(X'~m) le morphisme 1.1.4. Si D admet 

une équation globale f ,la multiplication par f est un isomorphisme de OCD) 

trivialisé par sur X-D , avec 0 , trivialisé par f sur X-D D'après 

1.1.4 , on a donc 

(2.1.1.1) ct(D) of 

Pour tout morphisme u : X' ~X tel que u*D soit encore un divi-

seur de Cartier (i.e., u disjoint de Ass(X'»,on a ct(u,fD) = u,fct(D) . Si 

on voulait une telle fonctorialité pour tout morphisme u, il faudrait considérer 

non pas des diviseurs de Cartier, mais plus généralement des faisceaux inversibles 

munis d'une section. 

Rappelons que l'entier n est dorénavant supposé inversible sur les 

schémas considérés. Soit le cobord pour la suite 

Définition 2.1.2. - La classe ôct(D) 

Quand il n'y aura pas de risque de confusion, on omettra la mention de 

n 

2.1.3. - Le diagramme 

138 



- 11 - Cycle 

est anticommutatif. Si D admet une équation globale f ctnCD) est donc l'op

du Wu-torseur des racines posé de l'image par o de la classe dans 

ièmes 
n de f 

Proposition 2.1.4. - Soit i l'inclusion de D dans X . Si D et X sont ré-

guliers, les faisceaux de cohomologie à support sont nuls pour p = 0,1 

et R2i! f.In = '!!jln , engendré par ct CD) 
n 

Il suffit de prouver que, pour X strictement local et D défini par 

un paramètre régulier, on a ~CX'~n) = 0 pour p = 0,1 en-

gendré par ct(D) . Notant par un ~ la cohomologie réduite, on a 

L'assertion pour p = 0,1 exprime que D ne dis-

connecte par X ,et pour p 2 résulte, via 2.1.3, du lemme d'Abhyankar. 

Ceci est un analogue partiel du théorème relatif (Arcata, V 3.4) 

Grothendieck conjecture que les RPi'f.In sont nuls pour p # 2 ,du moins pour X 

excellent (conjecture de pureté), mais ceci n'est connu qu'en caractéristique a 

(SGA 4 XIX). 

Compatibilité fondamentale 2.1.5. -Scient X une courbe lisse sur un corps algé-

briquement clos k, P un point fermé de X et Tr le composé 

H~(X,f.In) ~ H~(X'~n) ~ '!LIn 

Tr ctCp) 

Soit X la courbe projective et lisse complétant X . La formule ex-

prime que le faisceau inversible ~(p) sur X est de degré 

2.2 - Méthode cohomologique. 

2.2.1.- Soit X un schéma (noethérien). Rappelons qu'un sous-schéma Y de X 

est dit d'intersection complète locale, de codimension c ,si, localement (sur 

y ), il est défini par une suite régulière de c équations dans X . Pour X le 

spectre d'un anneau local A d'idéal maximal m et Y d'idéal a, cela signifie 

que pour i < dimCa/ma) = c et toute suite d'éléments de a , 
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d'image dans a/ma une base de a/ma ,est une suite régulière d'équations pour 

y 

2.2.2 - Soit i: y~ X d'intersection complète locale, de codimension c 

On se propose de définir une classe fondamentale locale ct(y) qui soit une sec-

tion globale du faisceau de cohomologie à support R2c
i'n/n(c) (rappelons que 

n/n(c) ® c 
Wu 

Localement, y est l'intersection d'une suite de c diviseurs D. 
1. 

, et 

on définit ct(Y) comme le cup-produit des ct(D. ) 
l 

Chaque est à sup-

port dans Di ,leur produit est à support dans Y Que, localement, ce produit 

ne dépende pas du choix des D. 
1 

, résulte de 2.2.3 ci-dessous et des propriétés 

d'invariance suivantes: 

a) compatibilité à la localisation 

b) indépendance de l'ordre des Di (les ct(Di ) sont de degré 2, pair, donc le 

cup-produit est commutatif) ; 

c) le produit ne dépend que du "drapeau" Dl::::J Dl n D
2 

::::J ... ::::J Y 

Pour prouver cl, on note l'existence d'un produit (variante de 1.2,1) 

le produit des c-t,(D.) 
1 

est encore le produit des restreint à 

Lemme 2 2.3. - Soient A un anneau local d'idéal maximal m ~ ~ = (ul .•• uc ) , 

~ = (vl"'Vc ) deux suites régulières engendrant le même idéal a Il existe alors 

une suite ~i (1 ~ i ~ N) de telles suites, les reliant, telle que ~i+l se dé-

duise de par une permutation, ou en ne changeant que le dernier élément. 

Puisqu'on dispose des permutations, il reviendrait au même de se permettre 

de changer un seul élément, plutôt que le dernier. Par 2.2.1, on se ramène alors à 

vérifier que, dans l'espace vectoriel a/ma ,on peut passer d'une base à une 
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autre par une suite de permutations et de changements de base ne modifiant qu'un 

seul vecteur. Le groupe linéaire est en effet engendré par les matrices diagonales, 

élémentaires et de permutation. 

2.2.4 - Les mêmes méthodœpermettent de définir une classe fondamentale locale pour 

tout Y c X localement définissable par c équations (là où moins d'équations 

suffisent, la classe est nulle). 

2.2.5 - On peut passer d'une telle classe fondamentale locale, dans 

à une classe fondamentale globale, dans 
2c ay CX,7l:/n(c» 

lorsqu'on dispose de résultats de semi-pureté : 

Proposition 2.2.6 - (i) Si RPi! 7l:/n = 0 pour p < 2c , alors 

2c ~ 0 2c' ay (X,7l:/n(c»----7 H (Y,R i7l:/n(c» 

(ü) Soit Z une partie fermée de Y, de complément V dans Y, et k l'inclu-

o pour p < 2c alors 

SI.· RPk!"'/n= 0 pour p'::; 2c + l tt fI' h t . h· ~ , ce e ec e es un I.somorp I.sme. 

Ceci dit, (i) se 

lit sur la suite spectrale HP(Y,Rqi') ~ H~+q(X, ) Si k l 
est l'inclusion de 

, , 1 
Z dans Y , on a k = ikl , d'où Rk 7l:/n = RkiR:I/ , et la sui te exacte longue 

de cohomologie pour ZcY fournit une sui te exacte longue 

dont (ti) résul te. 

Amplification 2.2.7 - La proposition 2.2.6 reste valable pour i un quelconque 

morphisme séparé de type fini, et 2c un entier (positif ou négatif) quelconque, 

pour autant qu'on y remplace ~c(x,7l:/n(c» par H2C (y,Ri!7l:/n(c» et de même 

pour HV 
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Les résultats de semi-pureté suivants résultent de SGA 2 XIV 1.8,1.10, 

1.15. Nous rappellerons leur preuve, 

Rappel 2.2.8 Soit un morphisme de S-schémas séparés de type fini 

On suppose X lisse, purement de dimension relative N et que Y est fibre par 

fibre de dimension ~ d Soit c = N-d . 

o pour p < 2c de même pour ?l!n remplacé par un faisceau 

g*F 

(li) Si, au dessus d'un ouvert dense U de S , y est fibre par fibre de dimension 

<d p ~ 2c Si de plus le complément z U ne 

disconnecte pas localement S on a p :S: 2c + 

! ,! , 
Puisque RgOF = g*F(N)[2N] , la formule de transitivité RiRgO Rf' 

montre que R2c+qi' (g*F) = 0 ~ R -2d+qf! (F) ,Ceci nous ramène à étudier f, i. e. 

à supposer que X = S L'assertion (i) est alors SGA 4 XVIII 3.17. 

Soit y' l'image inverse de Z dans Y 

y ~ 
v y' 

fl 
u 

if 

S , Z 

D'après (i) , les RPf' ?lIn sont à support dans y' pour p < -2d+l et la suite 

spectrale RaV'Rbf' ~ Ra+b(fv), montre qu'ils co!ncident avec les 

RP(fv) '?l!n = RP(uf) '?l!n . Appliquant (i) à y' /Z et à la suite spectrale 

, on trouve que (li) résulte de la nullité de 
b , 

R u ° ?lIn 

pour b = 0 , ou b = 0 et l selon le cas 
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2.2.9 - Grothendieck conjecture l'analogue absolu suivant de 2.2.8 (conjecture de 

semi-pureté - une conséquence de la conjecture de pureté) : pour Y de codimension 

~ c 
i 

HY(X,71/n) = 0 dans x régulier, on a pour i < 2c , tout au moins si x 

est excellent. 

2.2.10 - On est maintenant à pied d'oeuvre pour définir la classe d'un cycle Y de 

codimension c dans X lisse sur un corps k 

Yi sont réduits irréductibles. Un ouvert U
i 

de Yi ' de complémentaire de co-

dimension > c , est alors d'intersection complète locale dans X . Ceci permet 

de définir la classe fondamentale locale de U. 
l 

D'après 2.2.6 et 2.2.8, celle-ci 

provient d'une unique classe fondamentale 2c ct(Y i ) E Hy . (X,71/u(c)) , et on pose 
l 

2c 
.c.f.,(Y) = L:d i c.f.,(Y i ) E H IY 1 (X,71/n(c)) 

2.2.11 - En géométrie analytique complexe, une construction de Baum, Fulton et 

Mac Pherson (Riemann-Roch for singular varieties, Publ. Math. IHES 45 (1975) p. 101-

146 - IV 4) permet de définir sans restriction la classe de cohomologie d'une inter-

section complète locale Y C X. Supposons Y purement de codimension c, et soit h le 

fibré vectoriel sur Y fibré normal de Y dans X . Ses sections locales sont celles de 

(J/J
2r , d'où J est le faisceau d'idéaux de Y . Rappelons que le faisceau des fonc

tions COO sur X est défini localement, en terme de plongements locaux de X dans ~n , 

comme la restriction à X du quotient du faisceau des fonctions COO sur ~n par l'idéal 

engendré par les parties réelles et imaginaires des équations qui définissent X • Le 

fibré h se prolonge en un fibré vectoriel complexe C
OO 

N sur un voisinage U de Y dans 

X , et pour U assez petit, il existe des sections f de N , de lieu des zéros Y , et 

telles que, sur Y , df : h --7 N soit l'identité. Deux choix de Net f sont homoto-

pes sur U assez petit. 

La classe de cohomologie ctCU) de la section 0 de N (notée 

z : U --7 N) est définie U est d'intersection complète locale dans N , et 

pour . On dispose de 

et on pose 
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La même construction marche dès qu'on a sur un sous-espace analytique Y 

de X la structure normale suivante : un faisceau localement libre C de rang c 

sur Yred ' et un épimorphisme C ----7 J!J.Jred 

2.3. Méthode homologique. 

2.3.1. - Soit f y ---7 S un morphisme plat de type fini, à fibres de dimension 

~ d Dans SGA 4 XVIII 2.9, nous avons défini un morphisme trace 

(2.3.1.1.) 

On a pour i > 2d 
, 

l'adjonction entre Rf! et Rf' 

, et pour i < -2d 

fournissent des isomorphismes 

. Ceci, et 

(2.3.1.2) 
2d 

Hom(R f,lZ!n(d),lZ!n) Hom(Rf,lZ!n(d),lZ!n [-2dJ) 

, 0 -2d' 
Hom(lZ/n, Rf'lZ/n(-d) [-2dJ) = H (Y,R flZ/n) 

Au moins pour S un point, l'image de Tr f dans les deux derniers groupes mérite le nom 

de classe fondamentale de Y (en homologie). 

On note encore l'image de. Tr f dans le second groupe, et les morphismes 

qui s'en déduisent par fonctorialité. Par exemple, pour Y/S propre, le morphisme 

(2.3.1.3) 

Supposons Y contenu dans X lisse sur S, purement de dimension rela-

tive N , et posons c = N-d 

c i 

, " , On a Rf' '" Ri 'Rg' ,et Rg'lZ/n '" lZ/nC-N) [-2NJ . La classe fondamentale de Y 

s'identifie à un élément de 
0' 2c H (Y,Ri'lZ/n(c)[2cJ) = Iry (X,lZ/nCc» la classe 

ctCy) de Y dans X Nous verrons plus loin qu'elle ne dépend que de Y c X 

non de la projection de X sur S .et que pour Y d'intersection complète locale, 

elle induit la classe locale du numéro précédent. 
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Explicitons l'isomorphisme 

2c 2d HY (X,Zl/n(c»-~-?> Hom(R f,Zl/n(d),Zl/n) 

qui transforme ct(Y) en Tr f : via les isomorphismes 

H~C(X,Zl/n(c» = ~c(Ri' Zl/n(c» = Ho~(Zl/n(d)[2d] , Ri '?l/n(N)[2N]) 

= HO~(?l/n(d)[2d]y ,Zl/n(N)[2N]) 

c'est la ligne supérieure de 

, 
où (1) est la flèche d'adjonction Rf,Rf' ~ Id . La commutativité (2) exprime 

, " que l'isomorphisme Rf' = Ri'Rg' est défini par adjonction. Enfin, la flèche dé-

duite de (3) 

2c 2d 2N Hy (X,Zl/n(c» ® R g,?l/n(d) ~ R g,Zl/n(N) 

s'interprète Comme un cup-produit (cf. 1.2) 

( 2c Définition 2.3.2 - La classe ct y) E Hy (X,Zl/n(c» a pour propriété caractéris-

2d 
tique que, pour toute section locale u de R f!Zl/n(d) , on a 

Tr (ct(y) u u) 
g 

Du fait que ct(y) ait déjà une image Tr f dans Hom(Rf, Zl/n( d)[2d], ?l/n), 

la formule 2.3.2 vaut pour les flèches déduites de Tr f par fonctorialité. Par 

exemple, pour X sur S propre et u E Hif(y, ?lin) , la formule vaut dans 

Hl:-(S,Zl/n(-d». Pour v E H,f(X,Zl/n) , elle donne 

où le cup-produit peut se calculer dans H*(X,Zl/n) 
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2.3.3 - Nous allons définir le morphisme trace, et donc la classe ctCY) ,sous 

des hypothèses plus générales. Soit donc un diagramme 

avec g lisse, purement de dimension relative N et Y fermé dans X ,fibre 

par fibre de dimension :S d . On muni t de plus Y d'un "poids" x. du type sui-

vant : E Db 
x. parf ,X 

est un complexe borné de faisceaux de ~-modules sur X ,de 

Tor-dimension finie sur S Cou sur X ,cela revient au même) et dont les fais-

ceaux de cohomologie soient cohérents et à support dans Y. On se propose de dé-

finir un morphisme Trf,~ ?lIn . Pour Y plat sur S et 

ce sera le morphisme trace précédent. En général, il ne dépend que des 

longueurs de ~ aux points génériques y des composantes irréductibles de 

y CtgyC~) = LC_l)itg~iC~)y) . Enfin, on notera ctCY,~) la classe à support dans 

y telle que 

C2.3.3.1) Tr CctCY,~) v u) 
g 

2.3.4 - La construction de Trf,x. est parallèle à celle de SGA 4 XVIII § 2 

n'en indiquerons que les grandes lignes. 

nous 

A.d = 0 Cf quasi-fini) . Soit x un point géométrique de Y son image dans 

l'image réciproque de ~ sur le localisé strict de X en x 
JL 

x.(x)s = X.Cx) ®~h kCs) son image réciproque sur la fibre géométrique en s ,et 
. S,S . 

n(x) = L(-l)~di~Cs)H~(X(x)s) . La fonction x ~ n(x) est une pondération de 

f ,et on prend le morphisme trace correspondant CSGA 4 XVII 6.2.5). La pondération 

n(x) ,et Trf,~ sont de formation compatible à tout changement de base. 

B. Cas général . Si u z ~ Ad est tel que ui 
S 

soit quasi-fini, on pose 

Ce morphisme trace est clairement compatible à tout chan-

gement de base S' Is . Pour prouver qu'il ne depend pas de u ,on' peut donc sup-

poser que S est le spectre d'un corps algébriquement clos k Soient dans ce 
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cas Yi les composantes irréductibles de Y , et ~gi la longueur de ~ au 

point générique de Yi . Si ai est l'inclusion de (Yi)red dans Y , on a 

(2.3.4.1) 

(cette formule résulte de la formule analogue et facile pour Tr .) 
Ul 

Ceci définit Trf,~ localement sur Y on procède ensuite comme en 

SGA 4 XVIII 2.9 . 

Lemme 2.3.5 - Si g = g'g" : X --4 S' ~ S , ~ g' et g" lisse et pu-

rement de dimension relative N' .§:.! Nil , ~ Y est encore, sur S' fibre 

par fibre de codimension ? c , alors la classe C~(Y,K) est la même, calculée 

en terme de g ou de g" 

Soient f' '" g"i et d' " d-N' 

XVIII 2.9 Var 3) assure la commutativité de 

~ZC(:z,2Z!n(c)) 

t 
HomS' (Rf;2Z!n(d' )[2d' ],Rg';2Z!n(N")[2N"]) 

1 Rg; (N') 

HomS (Rf !2Z!n(d)[2dl,Rg; 2Z!n(N)[2N]) 

La formule Tr 
g 

tandis que la formule analogue et facile à vérifier Trf,K = Tr g , 

que l'image de Tr f , ,~ est . L'assertion en résulte. 

Trgll (SGA 4 

assure 

Lemme 2.3.6 - Si Y est un diviseur dans X , la classe 2.3.2 coïncide avec la 

classe 2.1. 2 

Par semi-pureté (2.2.6(i) et 2.2.8(i)), le problème est local sur Y 

utilisant 2.3.5 pour remplacer S par S' convenable, ceci nous permet de suppo-

ser que N = l Utilisant à nouveau la semi-pureté C2.2.6(li) et 2.2.8 (li)) il 

suffit de prouver 2.3.6 au-dessus des points génériques de S . Une localisation 

étale nous ramène alors à supposer S spectre d'un corps algébriquement clos k. 
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les class$2.3.2 et 2.1.2 étant chacune additive en Y ceci nous ramène au cas 

où Y est un point fermé sur une courbe lisse sur k • Que la propriété carac-

téristique 2.3.2 soit vérifiée est alors la compatibilité fondamentale 2.1.5 . 

Lemme 2.3.7 La formation de ct(Y,~) est compatible à tout changement de base 

S'/S 

Résulte de la même assertion pour les morphismes trace. 

Théorème 2.3.8 - (i) ct(Y,~) ne dépend que de Y c X et des longueurs de ~ 

aux points génériquffide Y Cette classe est additive en ~ . Pour ~ = Gy et 

y d'intersection complète locale, elle induit la classe locale 2.2.2. 

(li) Soit un diagramme commutatif 

r 
S' 

__ ....:u~_---')~ X 

----?>1 
~ X' lisse sur S' Si u y) est encore fibre par fibre de codimen-

ct(u -1 (Y), Lulf~) 

(iii) Soit y' eX fibre par fibre de codimension ~ c' ,~' un poids sur y' 

et supposons que Y n y' soit fibre par fibre de codimension ~ c+c' 

:n:, 
ct(Y n Y', ~ ® ~') 

Alors 

(2.3.8.1) - Etant donné Y c X/S comme dit, il résulte de la semi-pureté (2.2.6) 

(2.2.8) que pour vérifier que deux classes dans 2c HY (X,7Z/n(c» cotncident, 

il suffit de le vérifier localement aux points génériques de Y ,voire 

même après tout changement de base s ~ S (s point géométrique générique 

de S), aux points génériques de Y 
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(2.3.8.Z) Preuve de (iO pour S s' et u un plongement fermé. 

Par localisation (Z.3.8.1) on peut supposer que X' est l'image réci

proque de la section ° par un morphisme lisse v: X ~ A~' 

X' __ --'u'---_)~ X 

1 ° 1:, 
S -----:::..-»)0 AS -_...w..._--?>S 

On applique 2.3.5 à g nv et 2.3.7 au changement de base S ---7 AN' 
S 

JI, 

(2.3.8.3) Dans une situation produit: X,. X'XgX",y = Y'XsY",1t 

ct(Y,11.) = ct(Y',1t') u ct(Y",1t") (eup-produit extérieur, Le. 

1t' ® S 11." , on a 

Des propriétés fonctoriel les de Tr 
g 

(SGA 4 XVIII Z.12) résulte la com-

mutativité de 

~ Homs(Rf;Zl/nCd 1 YLC' 'Zl/nCN')[2N'J) ® 

-----';» HomS (Rf, Zl/n(d)[2dJ ,Rg, Zl/nCN:{2N]) 

Zd' 
... ---?> Homs (R

2d 

ff"'''/")··· 
-----....:)~ HomS(R f,Zl/n,71/n) 

et on vérifie que Tr
f 

est l'image de , \Il) Tr ff! d'où l'assertion. 

Preuve de (iO : (Z.3.7) et un changement de base préliminaire nous ramènent à sup-

poser que S = S' • Factorisons u par son graphe: 

X' (Id,u,j X' X X -...::;..---';> X 

Ceci nous amène à traiter séparément pr
2 

' justiciable de CZ.3.8.3) pour X' = X', 

K' 0X' (avec ct(Y') = 1 E HO(X,Zl/n» , et (Id,u) , justiciable de (2.3.8.2). 

Preuve de 8±ù : Soit 6: X ~ X XSX l'inclusion diagonale. On utilise la for-

mule 6*(Yl Xs YZ) = Yl n YZ pour se ramener à (2.3.8.2) et (2.3.8.3). 

149 



Cycle - 22 

Preuve de (i) : Le changement de base S remplace X par X
red

; ceci 

nous ramène à supposer X et S réduits. Dne locahsation au voisinage des points 

génériques de Y nour ramène ensuite au cas où Y
red 

est irréductible et l'in-

tersection complète de c diviseurs Di . La même localisation, et la définition 

de Tr dans le cas quasi-fini, montre ensuite que ct(Y,x) = tg.ct(Y d'~ ) 
re red 

où tg est la longueur de X au point générique de y . D'après (iv), on a donc 

tg·TI ct(D. '('<}D ) 
i ~ i 

et on conclut par 2.3.6. 

Remarque 2.3.9 : Pour S le spectre d'un corps, et la classe d'un cycle étant dé-

finie comme en 2.2.10, l'assertion Ciii) dit que, si deux cycles yi et y" se 

coupent avec la bonne dimension, alors 

ctC)" n y") ct(Y') U cUy") 

pourvu que les mul tipl ici tés des composantes de y' n y" soient calculées comme 

sommes alternées de Tor. 

Remarque 2.3.10 : Soit X/Spec(k) ,k algébriquement clos. Si deux cycles de co-

dimension c dans X sont algébriquement équivalents, il résulte de l'existence 

de la théorie relative ci-dessus que les images dans H2c(X,~/n(c» de leurs 

classes sont les fibres, en deux points de S connexe convenable, d'une section 

2c 
R f,f~/n(c) pour sur S du faisceau constant H2c(X,~/n(c» (le faisceau 

f = pr
2 

: X X S ~ S) : deux cycles algébriquement équivalents ont même classe 

dans H2c(X,~/n(c» 
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3. Application la formule des traces de Lefschetz dans le cas propre et lisse. 

3.1. - Soient X et Y des variétés algébriques propres et lisses sur un corps 

algébriquement clos k ,purement de dimensions N et M • Via l'isomorphisme 

de KUnneth Hl~(X X y) = Hl~(X) ® Hl,(y) ,le morphisme trace 

H*(X X y) (M) -----7 H*(X) n'est autre que H*(X) ® (le morphisme trace 

Le morphisme étant homogène de degré pair, il n'y a pas de 

problème de signe. On le note ~ 

3.2. - Une classe 'Il E H
2q

(X X y)(q) définit un morphisme de degré 2(q-N) 

yXy : Hl,(Y) (N-q) -----7 Hl'(X) ,par la formule 

i3 I----? fy 'Il. pr!i3 

Proposition 3.3 - Soient p et q deux entiers. avec p + q = N + M , ~ 

e; E H
2p

(X X y) (p) ,'Il E H2q
(X X y) (q) . La trace de 'IlXY E:y X : H*(X) --? Hl~(X) 

étant entendue au sens 1.3, .on a alors 

Pour exorciser les signes, il y a intérêt à ne retenir de la graduation 

de Hl' que la 'll/2 -graduation sous-jacente. Pour éviter de trainer avec soi les 

twist à la Tate, on fixe de plus un isomorphisme . Soi t 1 'homo-

morphisme Hl,(y) -----7 Hl~(Yr (un isomorphisme) rendant commutatif le diagramme 

Tr H'(Y) 1 :~Y: ---'---?) Hl'(y) --"---7' li< 

H*(y) ® Hl~(y) ____ -=-1-'-'. 3::...c.::...c1 ______ ~) !II t 

L'application 'Il
XY 

est l'image de 'Il par 

Hl,(X X y) Hl,(X) ® Hl~(Y) ~ Hl,(X) ® Hl~(Y)' = Hom(Hl,(y) ,Hl,(X» 
1.3.2 

et de même pour e; La défini tion 13.4 de la trace ramène alors 3.3 à la formule 
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Remarque 3.4 - La preuve de 3.4 n'utilise pas que et soient des isomor-

phismes. Elle vaut sans supposer X et Y lisses. Toutefois, en dehors du cas 

lisSé, il ést difficile de trouver des classes de cohomologie auxquelles on veuille 

appliquer 3.3 

Remarque 3.5 - Si e,~ sont les classes de cohomologie de cycles algébriques A 

et B sur X X Y ,de codimension p et q, et que A n B est de dimension 0, 

alors Tr
X 

X y(~e:) est la multiplicité d'intersection A.B , calculée par une 

somme alternée de Tor (2.3.9). 

Proposition 3.6. - Pour q = M et ~ = ct(B) la classe d'un sous-schéma 

BeX X Y , fini sur X ,l' application ~ y est la composée 

H"(Y) 

D'après 3.2 et (2.3.3.1) pour ~ = 8B ' on a en effet 

Le cas le plus important est celui où B est le graphe d'une applica-

tion f X ~ y • Dans ce cas, 3.6 montre que Tlxy = f* 

Corollaire 3.7 - Soit f un endomorphisme de X propre et lisse sur un corps al-

gébriquement clos k . On suppose que les points fixes de f sont isolés. Alors, 

la trace Z(-UiTr(f'*,Hi(X» est le nombre de points fixes de f ,chacun compté 

avec sa multiplicité. 

Dans 3.5, on prend A graphe de l'identité, B graphe de f et on 

applique 3.3, 3.6 . 

Corollaire 3.8 -S~t X une courbe sur k algébriquement clos. déduite par ex-

tension des scalaires de Xo sur Wq ~ f le morphisme de Frobenius. Alors, 

r(-l)iTrCf,~,Hi(X» est le nombre de points fixes de f 
c 

On peut remplacer X par X
red 

,donc supposer X réduite. Soit U 

l'ouvert de X où X est lisse de dimension l, et U la complétion projective 
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et lisse de U . Les suites exactes longues de cohomologie pour (X,U) et 

(Ü,U) donnent 

et 

rr( f if , H lf(Ü) ) 
C 

rr(flf,Hlf(U» + Tr(flf,Hlf<Ü-U» 
c c 

Cycle 

Les mêmes formules valent pour les nombres de points fixes. La formule 3.8 étant 

claire pour un schéma de dimension 0 ceci ramène à prouver 3.8 pour U . Ce 

cas est justiciable de 3.7. Le fait que df = 0 garantit que les points fixes 

sont tous de multiplicité un. 

Remarque 3.9 - Pour X de dimension $ l sur k algébriquement clos, et 

f : X -------? X tel que df = 0 ,il n! est pas difficile de vérifier que 3.8 est 

encore valable. 
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On trouvera dans cet exposé quelques théorèmes et compatibilités, tous 

relatifs à la dualité de Poincaré. Au paragraphe l, le théorème de bidualité locale 

en dimension l (SGA 5 l 5.1) et quelques calculs de duaux. 

Au paragraphe 2, une démonstration très économique de la dualité de Poincaré sur 

les courbes, que m'a apprise M. Artin. Au paragraphe 3, une compatibilité qui fait 

le lien entre deux définitions de l'accouplement qui donne lieu à la dualité de 

Poincaré pour les courbes : par eup-produit, ou par autodualité de la jacobienne. 

Au paragraphe 4, enfin, la preuve de la compatibilité du titre. 

Dans tout l'exposé, les schémas seront noethériens et séparés, et n est 

un entier inversible sur tous les schémas considérés. 

SOMMAIRE 

1. Biduali té locale, en dimension 1............ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . l 

2. La dualité de Poincaré pour les courbes, d'après M. Artin ..............• 5 

3. Dualité de Poincaré et jacobienne....................................... 8 

4. Compatibilité SGA 4 XVIII 3.1.10.3, ..................•.............. , ..• 12 
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- 2 Dualité 

1. Bidualité locale, en dimension 1. 

1.1 - Soit S un schéma régulier purement de dimension 1. Nous nous proposons 

de montrer que le complexe réduit à ~/n en degré 0 est dualisant, i.e. que pour 

K E ObD:(S,~/n) (c pour constructible), si on pose alors 

DK est encore constructible à cohomologie bornée, et que le morphisme canonique 

n de K dans DDK est un isomorphisme. 

Pour K dans D , et L quelconque, on a 

JL 
Hom(K ® L,~/n) Hom(L, Hom(K, ~/n» 

Le morphisme de K dans DDK est défini en supposant DK dans D si 
JL 

i3 : DK ® K -? ~/n est l'accouplement canonique, il est défini par l'accouplement 
JL JL 

K ® DK = DK ® K ~ ~/n 

1. 2 - Soit f: X -? S un morphisme séparé de type fini. Posons 

Pour K E ObD-(X,~/n) , on pose DK = R Hom(K,Kx) . L'adjonction , 
entre Rf, et Rf' assure que 

L'accouplement correspondant entre Rf,K et RfifDK est le composé 

JL JL f 

Rf,K ® Rf*DK ~ Rf,(K ® DK) ~ Rf!Rf'~/n ~ ~/n 

La symétrie de cette description montre que, pour f propre, le diagramme 

0.2.U 

Rf{ -----------:» Dl' 
Rf*DDK DRf*DK 

est commutatif. 
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Si f est l'inclusion d'un point fermé, on sait que ?l/n=?l/n(-O[ -2J -

soit, à torsion et décalage près, ?lIn . Sur le spectre d'un corps, ce complexe 

est dualisant (dualité de Pontrjagin pour les ?lIn-modules), D'après 1.2.1, on a 

donc K ~ DDK pour K de la forme Rf,L - et donc lorsque le &upport de 

.!!*K est fini. 

Théorème 1.3 - Soient j : U"-? S un ouvert dense de S et F un faisceau lo-

calement constant constructible de ?l/n- modules sur U On a '" j~fDF 

i.e. Hom(j~l,2Zln) '" j~(F,?l/nU) et Ext~j;fF,Z/n) '" 0 pour i >0 

Sur U , Ext\j4fF,Z/n)" 0 pour i > 0 , car F est localement constant (et 

?lIn un ?l/n- module injectif), tandis que pour i '" 0 c'est le dual F
V 

de F 

On vérifie que Hom{j*F,?l/n) '" j;lf , et il reste à vérifier la nullité des 

ExtiCi > 0) en les points de S - U . Le problème est local en ces points. Ceci 

nous ramène à supposer que S est un trait strictement local et, que U est ré-

duit à son point générique n Soit l '" Ga1(n/n) . Le faisceau F s'identifie 

au module galoisien F
n 

et la fibre spéciale de 

Soit i l'inclusion du point fermé s,et appliquons D aux suites exactes 

o -----7 T -----7 J r -----7 i *r" 1 

-----7 0 

o -----? . F - l ---? F - l -----? i F _ l -----? 0 J, T1 T1 ~fTl 

On obtient un morphisme de triangles 

La suite exacte longue déduite de la première ligne fournit la nullité des 

ExtiCi > 2) et, prenant la fibre en s , on trouve 
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o ----7 (.!!lDj~l) s ----7 Hl(I.'F~V) --4 (F~I) (-1) ----7 (.!!2Dj~l) s 

---,) Hl(I~ (F- I)V )~ (F~I)V (-1) 0---7 0 
Ti Ti 

o 

Puisque (F-I)V = (F_V ) 
Ti Ti l 

posant M , il faut finalement vérifier que 

Hl(I,M) 

Si p est l'exposant caractéristique résiduel, l est extension d'un groupe iso-

morphe à ~ p' = tim 7Z!m 
(m7j')=1 

dre de M on a H (P,M) = 0 

par un p-groupe P . Puisque P est premier à l'or-

Ceci permet de remplacer 

M par J' et l par I!P . On a enfin un isomorphisme fonctoriel 

(coinvariants de 72 p' dans M) , d'où le théorème. 

Théorème 1.4 - K --~-> DDK 

Par dévissage, on se ramène à supposer que K est réduit à un faisceau 

constructible F en degré 0 ,et que F est soit à support fini (1.2), soit 

de la forme j~ll connue en 1.3 • Dans ce second cas, 1.3 nous ramène à la bi-

dualité locale pour F localement constant sur U 
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2. La dualité de Poincaré pour les courbes, d'après M. Artin. 

2.1 - Soit X une courbe projective et lisse sur k algébriquement clos. On 

pose ISe '" ~/nel)[2J et, pour DK=R Hom(K, ISe) . Pour M 

un ~/n- module, on pose aussi DM = HomeM, ~/n) de même pour les complexes de 

modules. Le morphisme trace HOex,ISe) --7 ~/n ou 
JL 

, dé-

finit un accouplement Rf'(X,K) ® RreX,DK) --7 ~!n . La dualité de Poincaré 

entre cohomologie et cohomologie à supports propres d'un ouvert : u"'---? X de 

X dit que, pour K '" j!~/n , cet accouplement identifie chaque facteur au dual de 

l'autre. 

J'expose ci-dessous une démonstration, qui m'a été communiquée par 

M. Artin, de ce que pour K E Ob DbeX,~/n) , cet accouplement est toujours par
c 

fait, i.e. définit un isomorphisme 

e2.1.1) Rr(X,K) ----))0 DRreX, DK) 

Pour tout faisceau constructible F ,posons 

~/n -dual de H-ieX,DF) 

Que (2.1.1) soit un isomorphisme équivaut au 

Théorème 2.2 Pour F un faisceau constructible de ~/n -modules, on a 

(2.2.1) 

Lemme 2.3 - Soit f X --7 Y un morphisme génériquement étale entre courbes , 
1 isses sur k On a ISe '" f,f~ = Rf· ~ ,~ pour flèche d'adjonction , 
Rf!Rf'~ --7 ~ 

On se ramène à vérifier que pour f fini, on a 

avec pour flèche d'adjonction. 

La nulli té des > 0) résulte de 1.3, et l'assertion en résulte. 
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, 
On peut dire, plus explicitement, que Rf' est le foncteur dérivé du 
, 

foncteur f' , 1'mp11'que la nul11'té des Ri f!'77/n t'FeU) = Hom(f,?lU,F) et que 1.3 u.. 

pour i > ° 
Corollaire 2.4 - Soit f: X' ~ X un morphisme génériquement étale de courbes 

projectives et lisses sur k 

est fonctoriel et le diagramme 

est commutatif. 

> 'HJ"") 
------------------>~ 'H

1
(X' ,F) 

L'isomorphisme est donné par 1.2 

2.5 - Prouvons 2.2. Si F est réduit à ?lIn en un point, prolongé par ° ,on 

a ]H"(DF) = Ext*eF, Kx) = ?lIn en degré ° ,e t dans l'accouplement 

H*eF) ® H;'(DF) ~ ?lIn , on a 1 ® 1 -? 1 eCycle, 2.1.5) : la dualité est par-

faite. Le cas où F est à support fini se traite de m~me. 

Pour F constructible quelconque, A le sous-faisceau de ses sections 

à support fini, et G = FIA ,la suite exacte 

e2.5.1) O~A~F~G~O 

fournit un diagramme 

C2.5.2) ° ~ HOCX,A) ~ HOeX,F) ~HOeX,G) ~o 

t l l 
° ~ 'H-1CX,F) ---7 'H-1CX,G) ~ 'HOCX,A) ~ 'HOeX,F) ~ 'HOX,G) ~o 

et des isomorphismes compatibles HieX,F) ~ HiCX,G) 

Ci # 0,-1) . Si j : U ---7 X est un ouvert sur lequel F est localement cons-

tant, on a une suite exacte 
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C2.5.3) ° 
avec B à support fini. Puisque d'après 1. 3, 

cet ° pour i <0 et C2.5.2) et la suite exacte longue définie par e2.5.3) 

montrent que 'Hi est toujours nul pour i < ° 
Si F = ~/n , le théorème est vrai pour i = ° et 2 . Ceci exprime que, 

pour X 
2 ~ 

connexe, le morphisme trace ; H (X,~) ~ ~!n est un isomorphisme. 

D'après 2.4, le théorème reste vrai pour i = ° et F = fl,ll/n 

Pour F à nouveau quelconque et G comme plus haut, il existe 

f X' ~ X comme en 2.4 tel que G se plonge dans f;,ll/n 

0--7 G --7 flf~/n~ Q ~ ° 
Changeant X' en un X"/X' ,on peut supposer que Hi(X,G) --7 HieX,f;,ll/n) 

RieX' ,~/n) est nul pour i > ° . Considérons alors 

L'isomorphisme en RO(X') fournit ROCX,G) ~ 'RO(X,G) , et la même 

injectivité pour F (2.5.2). On applique cela à Q pour trouver que 

RO(X,G) ~ 'RO(X,G) . De même pour F (2.5.2). Appliqué à Q, cela donne 

RleX,G) ~ 'HleX,G) . On applique cela à RI(X' ,~/n) . Ce groupe ayant même ordre 

que 'RleX' ,ll/n) DCHICX' ,ll/n)(l)) , on trouve un isomorphisme, et 

RICX,G) ~ 'H1
CX,G) . De même pour F. Pour i = 2 , on sait déjà que 

H
2

eX' ,~/n)~ 'H
2

(X' ,ll/n) ,et on procède de même, puis on s'arrête, faute de 

combattants. 
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3. Dualité de Poincaré pour les courbes. 

Dans ce paragraphe, nous prouvons la compatibilité (Arca ta VI 2.3.3) . 

3.1 - Les notations sont celles de (Arcata VI 2.3) : X est une courbe projec-

tive, lisse et connexe sur un corps algébriquement clos k, D est un diviseur 

réduit sur X ,0 un point de X = X - D 

D 

et Où D~m est le faisceau des sections de ~m congrues à 

l mod D . On rappelle que 
1 0 -

Hc(X,~) = PicD(X)n et que x ---? ~(x) définit 

une application canonique f: X ~ PicD(X) 

o -

On pose fO(x) = fex) f(O) 

X ~ PicD(X) 

Notons encore l'inclusion de X X X dans X X X La diagonale f::. 

de X X X est fermée dans X X X ; elle définit une classe dans 

2 - 2 
Hf::. eX X X,j !~) • On note C son image dans H (X X X,j ,!-ln) 

La formule de KUnneth assure que 

Nous nous proposons de calculer la (l,l)-composante de c 

La suite exacte 

o -fait de PiCD(X) 

l l 
H (X,Hc(X'!-ln» 

-torseur sur o -PiCD(X) • Notons, 

, de son image réciproque par 
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Proposition 3.2 - Avec les notations précédentes, - u 

Soit e la différence des images dans H
2

ex X X,j!~n) des classes de 

cohomologie de 6 et X X fO} La classe de X X fo} étant de type de KUnneth 

eO,2) , on a c 
1,1 el,l Soit la suite spectrale de Leray pour 

pr l 
: X XX----7X et le faisceau j !~n 

E~q = HP(X,Rqprl~,j !~) .. HPex,H~ex,\.Jn» 9> HP+qex X X,j 1\.Jn) 

Elle dégénère: c'est le produit tensoriel de H*(X) par la suite spectrale de 

Leray (triviale) pour X --7 Spec(k) et le faisceau j! \.Jn • Le di viseur 

6 - X x{O) est fibre par fibre de degré 0 ,de sorte que l'image de e dans 

est nulle. On peut donc parler de son image e 

montrer que e = - u 

Soit G sur X X X le sous-faisceau de 

dont la restriction au sous-schéma X X D est 

dans et il nOus faut 

~ formé des sections locales 
m 

. On a encore une suite exacte 

0.2.1) o --? j!\.Jn --? G --? G --? 0 

et e est l'image par d de la classe el E HleX X X,G) du faisceau inversible 

~e6 - X X [O}) trivialisé par l sur X X D 

L'image directe par Rpr
l

* du triangle distingué défini par e2.2.l) est 

un triangle distingué 

0.2.2) 

et le diagramme 

Il (1) Il 
-----'''----~) JH2 (X, Rpr ll,j ! \.Jn) 

est commutatif: notre problème devient celui d'identifier l'image dans 

EII 
= HI(X,H~(X,\.Jn» (l'image dans E02 étant nulle) de l'image par 
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00.2.2) : RlCX ,Rprl*G) ~ ]fl2CX, Rpr1ifj ,f.ln ) de la classe, encore notée el 

qui correspond à el par (1) . 

Le faisceau est défini par le schéma en groupe ~ur x image 

réciproque du groupe algébrique PiCn(X) sur Spec(k) ,et l'image de el dans 

01-
H (X,R pr~fG) = Hom(X,Picn(X» est fO 

Représentons le triangle (3.2.2) comme défini par une suite exacte courte 

de complexes de faiscea~. 

O~A~B~C~O 

Soit B' le sous-faisceau de 

obtenu en remplaçant B,l = KerCd) par l'image réciproque, par 

Ker(d) ---7 ~l(B) PiCn(X) o - A' = A n B' = sur X , de Picn(X) sur X Soient 

et C' l'image de B' On a A' = T:::; 1 (A) , et C' se déduit de C comme 

B' de B , d'où un diagramme commutatif de sui tes exactes courtes 

o ---7 A ------':><> B ------?) C ) 0 

i i r 
-----':» C' ---'> 0 

l 
0.2.2) o -

---7 Picn(X)r1] ---70 

Où la dernière ligne doit être vue Comme une suite exactes de complexes de fais-

ceaux réduits au degré l sur X . On a 

a) e E ]fl2(X,A) provient de ~ E ]fl2CX, T< lA) (car son image dans E
02 est nulle). 

On cherche l'image e de 
2 - 1 1 l 

e dans H CX,HcCX,~)[-l])=H (X,Hc(X,~» 

b) el E ]fllex,c) provient de ~l E ]fl1:X,C') ,car son image fO dans 

es t dans . On peut prendre 
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c) On a donc e = ofO ' où 0 est défini par (3.2.2), et où on utilise les iso

morphismes usuels E2( X,F[ -lJ) = Hl(X,F) . Ces isomorphismes anticonunutent à 

o ,de sorte que e = ,pour 0 défini par la suite exacte 

On conclut par (Cycles, 1.1.1). 

1 
3.3 - Pour tout homomorphisme qJ: Hc(X'~n) ~ ?lIn , soit 1 qJ(u) E H (X,?l!n) 

1 1 1 
l'image de u par qJ: H (X,Hc(X'~n» ~ H (X,?l!n) . Si 

1 
x E Hc(X'~n) ,le 

eup-produit qJ(u) v x est dans . On se propose de prouver que 

Proposition 3.4 - Tr(qJ(u) u x) qJ(x) 

Cette identité se déduit, par application de qJ' de 

0.4.0 Tr(u U x) = x 

où Tr est cette fois l'application 

de sorte que x ~ Treu U x) est l'application composée 

Où (1) est donné par a ® b ® c ~ (a u c) ® b 

Exprimons ce morphisme en terme du morphisme trace 

3 ®2 1 
Tr : Hc(X X X,~ ) ~ Hc(X'~n) relatif à la seconde projection. Pour 

x E H3 
, Tr(x) se calcule àinsi : de ses composantes de KUnneth, on ne garde que c 

celle de type (2.1) , et on applique 
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Notons u' l'image de u par l'application 

. Vu la relation entre KUnneth et eup-produit, on a 

Tr(u u x) = -Tr(u' u prl~) 

Le second eup-produit est celui de [Cycle] 1.2.4 

Le signe - provient de la permutation de deux symboles de degré l dans (1). Puisque 

c u prl'x et 1,1 i'x c v pr
l 

ont même (2,1)-composante de Kunneth, et que u'=cl,l, 

on a 

Tr(u U x) Tr( c U pri~) 

Le eup-produit à droite peut cette fois s'interpréter comme le eup-produit (Cycle 

. Sur 6 , on a 
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4. - Compatibilité SGA 4 XVIII 3.1.10.3. 

Dans SGA 4 XVIII, en proie au découragement, je n'ai pas vérifié la 

compatibilité du titre. Bien qu'elle s'avère n'être que fumée, je me crois tenu de 

réparer ici cette lacune. Pour f: X ~ S séparé de type fini, il s'agissait 
, 

de vérifier que le morphisme d'adjonction; Rf,Rf'L ~ L est compatible à toute 

localisation étale k; V ~ S . Désignant par k et f plusieurs flèches, 

comme ci-dessous, il s'agit de vérifier une commutativité 

~ 
k » X kl~f'L 

k*(adj} :> kléL 

k 
lf 

adj Il 
V ) S Rf,Rf'k*L ) kléL 

Au niveau des complexes, la commutativité voulue s'écrit (loc.cit.) 

! 
kl<f; f' L » k~fL 

tel) 
Il ! 

fifk*L ) klfL 

On la vérifie composante par composante, se qui ramène à une compatibilité analogue, 

pour L un faisceau et pour chacune des paires de foncteurs adjoints 

! 
notés simplement f' et f, . La flèche (l) es t dé finie à partir de l'isomorphisme 

! ! 
, et d'un morphisme (3) : k*f' -7 f'kif qui s'en déduit. Dans 

loc.cit, on introduit d'abord un morphisme (4) : k,f, ~ f,k, déduit de (2) par 

1 
adjonction de k" = k' et de k, : k,f, ~ k,f,klfk, = k,klff,k, ~ f,k, et 

on déduit (3) de (4) par adjonction. Il revient au même de déduire (3) de (2) par 

adjonction de et 

Ecrivant k pour k" et omettant L ,la commutativité est alors celle 

du bord extérieur de 
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fI' 
En première ligne, on trouve un homomorphisme kf!f' ~ f,f'kf!f' 

Dualité 

, défini 

1 
parce que kf! f' 

1 
est de la forme f,X (X = kf') ; il admet pour rétraction le 

morphisme d'adjonction en seconde ligne, et la commutativité du carré inférieur est 

la fonctorialité de ce morphisme d'adjonction. 

167 



Applications de la formule des traces aux SOmmes trigonométriques. 

Dans cet exposé, j'explique Comment la formule des traces permet de cal

culer ou d'étudier diverses SOmmes trigonométriques et comment, jointe à la conjec

ture de Weil, elle peut permettre de les majorer. 

Les deux premiers paragraphes donnent un "mode d'emploi" de ces outils. 

Le paragraphe 3 est un exposé, dans un langage cohomologique, des résultats de 

Weil sur les sommes à 1 variable. Les paragraphes 4 à 6 forment une étude détaillée 

des sommes de Gauss et de Jacobi - y inclus les résultats anciens et récents de 

Weil sur les caractères de Hecke définis par des SOmmes de Jacobi. Au paragraphe 7, 

nous étudions une généralisation à plusieurs variables des sommes de Kloosterman. 

Enfin, au paragraphe 8, on trouvera quelques indications sur d'autres usages qui 

ont été faits ou peuvent être faits de ces méthodes. 
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- 2 - Sonunes trig. 

Notations. 

0.1 - On utilise les notations de Rapport, paragraphe 1. On aura souvent à 

considérer une extension finie :IF :IF de On notera par un indice o un 

objet sur :IFq , et par un indice 1 un objet sur :IF 
n 

q 
. Remplacer un indice 

par un indice (resp. supprimer l'indice) signifie qu'on étend les scalaires à 

:IF n (resp. à :IF ) 

q 

0.2 On désigne par t un nombre premier j p • Nous utilisons librement le 

langage des ~t-faisceaux, ainsi que celui des EÀ-faisceaux, pour 

sion finie de (cf. Rapport, paragraphe 2 et spécialement 2.11). 

E 
À 

une exten-

0.3 - Soit H* un espace vectoriel gradué. Si T est un endomorphisme de H* 

on pose (cf. Cycle, 1.3.5) 

Tr(T,Hif) 

1. - Principes. 

1.1 - Soient Xo un schéma séparé de type fini sur une extension 

finie de et un E,,-faisceau sur . La formule des traces dit que 

(1.1.1) 

Avec la notation 0.3, le membre de droite s'écrit simplement Tr(Flf,H~(X,3i» 

o 

Cette formule des traces pour les EÀ-faisceaux peut soit être déduite de 

Rapport 4.10 par passage à la limite (cf. Rapport 4.11 à 4.13) ,soit être déduite 

de la formule des traces pour les ~t-faisceaux (Rapport 3.2) par la méthode de 

(Fonctions L mod.t
n 

,4.3). 

Nous allons interpréter diverses sonunes trigonométriques comme le membre 

de gauche de (1.1.1), pour Xo et Jo convenables. 
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1. 2 - Soit A un groupe fini. Un A-~ sur un schéma X est un faisceau 

T sur X , muni d'une action à droite de A , qui, localement (pour la topologie 

étale) sur X, est isomorphe au faisceau constant A sur lequel A agit par trans-

lation à droite. 

Si T: A ~ B est un homomorphisme, et T un A-torseur, il existe à 

isomorphisme unique près un et un seul B-torseur T(T) muni d'un morphisme de 

faisceaux T: T ~ T(T) tel que 

0.2.U 

Si T est un A-torseur sur X , et p une représentation linéaire de 

A : p : A ~ GL(V) (v espace vectoriel de dimension finie sur E 
À 

, il exis-

te à isomorphisme unique près un seul EÀ-faisceau J , lisse de rang dim(V) 

muni d'un morphisme de faisceaux 

(1.2.2) p 

tel que p( ta) = p( t) p(a) . On le note peT) . Pour T: A ~ B et p une 

représentation de B, on a un isomorphisme canonique p(T(T» = (pT)(T) 

Dans ce paragraphe (sauf l'appendice), on ne considère que le cas où A 

est commutatif et où V = E
À 

: p est un caractère et peT) un 

EÀ-faisceau lisse de rang un. Le morphisme 1.2.2 s'interprète COmme un morphisme 

partout non nul 

(1.2.3) p T --7 peT) 

tel que pCta) p(a).p(t) 

1.3 - Soient S un schéma, G un schéma en groupe commutatif sur S , et G' une 

extension de schémas en groupes commutatifs sur S 

O~A~G'~G~O 

Le faisceau T des sections locales de TI est alors un A-torseur sur G 
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Si X est un schéma sur S ,et f,g deux S-morphismes de X dans G, 

du fait que T est défini par une extension, on a un isomorphisme canonique 

(1.3.1) (f+g)*T 

A gauche, f + g est la somme de f et g ,au sens de la loi de groupe G à 

droite, + désigne une somme de torseurs. 

Si f: X -----7 G se factorise par G' ,f'fT est trivial Cet une fac-

torisation donne une trivialisation):à isomorphisme (non unique) près, le A-torseur 

f,fT ne dépend que de l'image de f dans RomSeX,G)/n RomSCX,G') : il est donné 

par le morphisme 0 dans la suite exacte 

Rom(X,G') ----7 Rom(X,G) ~ RlCX,A) 

Nous appliquerons ces constructions aux suites exactes de Kummer 

a -----7 ~n -----7 ~m -----7 ~m -----7 a ,et aux torseurs de Lang. 

1.4 - Le torseur de Lang. Soit GO un groupe algébrique commutatif connexe sur 

F (pour le cas non commutatif, voir l'appendice). La loi de groupe est notée q 

multiplicativement L'isogénie de Lang 

-1 x -----7 Fx. x 

est étale; son image, un sous-groupe ouvert de GO ' ne peut être que GO lui-

même ; son noyau est le groupe fini GO (:IF q) . Le torseur de Lang L est le 

GO(Fq)...torseur sur GO défini par la suite exacte 

(1.4.1) a ----7 Go (F q) ----7 Go ~ Go ----7 a 

Notation : On note encore L et (ou et ~Cq) ) les objects déduits de 

L et ~ par extension du corps de base. En cas de besoin, on précisera par un in-

dice a ou 
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Sonnnes trig. 

Exemples Pour G = a; o a 

(1.4.2) 0----7 

(1.4.3) 0----7 

ou a; 
m 

- 5 -

les suites (1.4.1) 

q-l 
----7 a; x ) a; ----7 0 

m m 

s'écrivent 

1. 5 - Calculons l'endomorphisme F* de la fibre du torseur de Lang en 

y E G
F 

GO(lFq). Si 

(Rapport, 1.2) 

g E .s:-l(y) c: G on a Fg = Fg.g-1.g = yg . Dès lors 

(1.5.0 

1.6 - Sur l'identité F lF n n-l q 
plique que .s: .s:(q) 0 .iT F~q) 

i (qn) ~=o 

x !---7 x
q de GalClF IlF ) Sur 

qn q 

est 

n 
F(q) (qn) 

-1 
g 1-------7 g Y 

entre endomorphismes de Gl 

Sur 
i 

GO(lF n) ,F(q) agit comme l'élément 

q i 
GO(lF n) liF (q) est donc le composé 

q 

im-

de 

la norme Go(lF n)---;" GO(lFq) et de l'inclusion GO(lF q) c: GO(lF n) : le diagramme 
q q 

o -----'>==> 

(1.6.0 

est commutatif. Dans le langage des torseurs, ceci fournit un isomorphisme canonique 

(1.6.2) 

Définition 1.7 : Soient fO 

un caractère. On pose J(~, 

On a les propriétés de fonctorialité suivantes 

a) J(X' fol est bimultiplicatif en 'X et fO 

(1.7.0 

(1.7.2) 
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Cela résulte de la définition de X(T), pour T un torseur, joint à (1.3.1) pour 

(1.7.0. 

b) Pour 

(1.7.3) 

c) Pour uo 

(1.7.4) 

, où ;J(X) désigne ;J(X,Id
G

)' 
o 

Go ~ HO un morphisme, et X H (JF ) ~ E" ,on a o q À 

d) Pour G '" 11" Gi ,X de coordonnées ~ 
o iE l 0 

(i E 1) et fO de coordonnées 

il résulte de (l.7.l)à(1.7.4) que 

Cl.7.5) i 
® ;J(X.,fo) 

i E l 1. 

Noter le 
-1 

X dans la définition 1.7 . Il assure que, pour x E XF 

(utiliser que la fibre en x du morphisme 1.2.'2, pourp"'x-\conunute à Fif 
X 

, et 1.5.0. 

Si ;J(x,fO)l est le faisceau déduit de ;J(x,f
O

) par extension du corps 

de base à :IF n ' on déduit de 1.6.2 que 
q 

(1. 7. n 

1.8 - Abus de notations (i) : Si E est une notation pour l'application composée 

on écrira parfois 3«S) au lieu de 3«X,f
O

) 

(1.7.1) à (1.7.5), on ne risque guère d'ambiguité. Par exemple: 

a) on écrit ;J(X) pour J(X,Id
G

) (notation déjà utilisée en 1.7 b» 
o 

c) avec les notations de 1.7 d), on écrit ;J(1T~f~) pour ;J(X'O 
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Avec cette notation, (1.7.4) exprime que l'écriture J(X uofo) n'est 

pas ambiguë, (1.7.1) (1.7.2) (1.7.S) expriment une multiplicativité de 

, et (1.7.6) se récrit Flf = S (x) 
x 

sur J(:E:) 
x 

Cii) Si X est un schéma sur une extension k 

morphisme de X dans GO ®:IF k on notera encore 
q 

de :IF q ,e t que 

J( X, f) ,J( Xf) 

J$:) en 

f est un 

ou 3« X) 

(pour f une inclusion) l'image réciproque par f du E\-faisceau déduit de 

-1 X (La (Go» par extension des scalaires de :IF q à 

extension finie de 

c'est encore le 3«X, fa) 

J( xf) = 3« XNk/:IF f) 
q 

k 

de 

Appliquant 1.1.1 à 1.7.6 et 1.7.7, on trouve 

. Si 

l.7 

Scholie 1.9 : Soient Sa un schéma séparé de type fini sur 

fa est le composé 

. Pour k est une 

:IF q , GO un groupe 

algébrique commutatif connexe sur :IFq ,fa: Sa ----7 Go un morphisme et 

X : G (:IF ) ----7 Elf a q \ 

(l.9.1) 

et, pour tout entier n ~ 1 

(l.9.2) 

Remarque 1.9.3 : Prenons pour GO un produit. Avec les notations de 1.7 d) et 1.8 cl, 

la .formule 1.9.2 devient 

Remarque l. 9.4 Prenons GO = Ce} . La formule (1.9.1) devient 

Il est rare qu'on puisse explicitement calculer le membre de droite de 

(1.9.1). Voici un exemple amusant, avec GO = Ce} 
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Exemple 1.10 : Une quadrique projective non singulière de dimension impaire sur 

lF
q 

ale même nombre de points rationnels que l'espace projectif sur lFq de la 

même dimension. 

Si, sur «:, X est une hypersurface quadrique non singulière dans l'es-

pace projectif F
2N et Y un hyperplan, on sait que pour i ~ 2dim(X);2dim(Y) 

les inclusions X ~ F 2N ~ Y induisent des isomorphismes (en cohomologie 

ordinaire) 

Par spécialisation, il en résulte que si X' o est une hypersurface qua-

drique non singulière dans l'espace projectif F
2N sur lF , et y' un hyper-
0 q 0 

plan, les inclusions X'~F2N o 0 ~yO induisent des isomorphismes 

Ces isomorphismes commutent à Fi. , et on applique la formule des traces. 

1.11 - On peut aussi utiliser la formule des traces pour comprendre les formules 

classiques donnant le nombre de points rationnels des groupes linéaires sur les 

corps finis, et ceux de certains espaces homogènes (voir le paragraphe 8). 

1.12 - On dispose d'un dictionnaire permettant de traduire en termes cohomo1ogi-

ques divers types de manipulations classiques sur les sommes trigonométriques. Ce 

dictionnaire sera donné au paragraphe 2. L'énoncé cohomologique étant plus "géomé-

trique", il pourra parfois s'appliquer à des situations où l'argument classique ne 

s'applique qu'après une extension du corps fini de base. Voici un exemple (un cas 

particulier d'un théorème de Kazhdan). 

Théorème 1.13 (Kazhdan) Soi t Xo un schéma sur lF q . Supposons gu' il exis te une 

action p de ~a sur X et un morphisme f X --7 Y de schémas sur lF 

faisant de X un ~a-torseur sur Y . Alors, le nombre de points rationnels de 

Xo est divisible par q 
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Supposons d'abord que p , y et f soient définis sur Wq 

Argument classique: Les fibres de f: XO(Wq) ~ YO(Wq) 

ments : IXo(Wq)1 = q.IYo(wq)1 ' d'où la divisibilité. 

ont toutes q élé-

Traduction cohomologique Les faisceaux images directes supérieures sont 

pour i '" 2 

La suite spectrale de Leray de f dégénère donc en un isomorphisme 

Pour comprendre l'effet d'un twist à la Tate sur les valeurs propres de Frobenius, 

le plus commode est d'utiliser le point de vue galoisien (Rapport 1.8), et de noter 

que la substitution de Frobenius ~ agit sur ~t(l) par multiplication par q 

Les valeurs propres de F* sur H~(X'~t) sont donc les produits par q des va

leurs propres de F* agissant sur H~-2 (Y, ~t) On sai t que celles-ci sont des 

entiers algébriques (SGA 7 XXI 5.2.2) ; dès lors 

(*) les valeurs propres de F* agissant sur sont des entiers algébriques 

divisibles par q 

Descente : Revenons aux hypothèses du théorème. Pour n convenable, on peut supposer 

que p, y et f sont définis sur W n Le morphisme de Frobenius relatif à W,'n 
q q 

é tant la puissance nième de celui relatif à W q , l'énoncé (;f) pour le schéma 

sur déduit de par extension des scalaires nous fournit : 

ièmes 
les puissances n des valeurs propres de 

des entiers algébriques divisibles par n 
q 

agissant sur sont 

Cette assertion implique (;f). Le nombre de points rationnels de Xo ' soit 

est donc un entier algébrique divisible par q. Ceci impli-

que qu'il soit divisible par q en tant qu'entier rationnel. 
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1.14 - La formule 1.9.3 contrB1e la dépendance en n de la somme trigonométrique 

au membre de gauche. Elle implique des identités entre une somme trigonométrique 

et celles qui s'en déduisent par "extension des scalaires". La plus célèbre de ces 

identités est celle de Hasse-Davenport : soient X : JF~ --7 !C* et 

'!' : JFq --7!C* des caractères, '!' non trivial, 

Gauss T(X,'!') par 

et définissons la somme de 

(1.14.1) r '1' (x)X -1 (x) 

x E JF~ 

Théorème 1.15 (Hasse-Davenport): On a 

(1.15.1) 

Soient E c!C un corps de nombres contenant les valeurs de X et 'l' 

et E
À 

le complété de E en une place de caractéristique t ~ p . L'identité 

(1.15.1) est une identité dans E . Il revient au même de la prouver dans !C 

ou dans Nous la prouverons dans E
À 

, en regardant X et 'l' comme à va-

leurs dans E* 
À 

On applique 1.9.3 pour Xo 
Hi(~ ,J(X-1'!'» sont nuls pour i ~ 1 

c m 

~ sur 
m 

, et le 

sur 

T (X 0 NJF / JF ' 'l' 0 / JF ) 
n q n q 

, et (1.1CS.1) en :résu1teq. 

D'après 1.9.3, 

JF q et GO '" ~m X I!:a 

Hl est de dimension 
c 

. Les 

(4.2). 

est l'unique valeur propre de 

Des exemples analogues sont donnés dans Weil [7J (App V, 3~ éd.) 

1.16 Un E -faisceau 
À 

sur est dit ponctuellement de poids n si 

pour tout point fermé x E IXol , les valeurs propres de (Rapport 1.2) sont 

des nombres algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue 

n/2 
qx ' où qx est le nombre d'éléments de k(x) . Le théorème suivant sera démon-

tré dans (P. De1igne - La conjecture de Weil II - en préparation). 
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Théorème 1.17 : Si JO est ponctuellement de poids n ,pour toute valeur propre 

a de l'endomorphisme de , il existe un entier 

les conjugués complexes de a soient tous de valeur absolue q 

m :::; n+i 

m/2 

Les faisceaux considérés en 1.9 sont de poids ° . Le théorème fournit 

donc pour la somme 1.9.1 (ou plutBt, pour tous ses conjugués complexes) la majora-

tion 

(1.17.0 

Remarques 1.18 a) Si dim S ~ n ,pour tout EÀ-faisceau J sur S ,on a 

o pour i ~ [O,2n] 

b) Le groupe est le groupe des sections globales de J sur S dont le 

support est propre. Si S est connexe, non complet, et J lisse, ou bien si S 

est connexe, J lisse de rang un, et non constant, ce groupe est nul. 

c) Si S est lisse purement de dimension n ,et J lisse, la dualité de 

Poincaré dit que les espaces vectoriels sont duaux 

l'un de l'autre (pour l'effet d'un twist à la Tate sur les valeurs propres de 

Frobenius, cf. la 2ème partie de la preuve de 1.13) . 

d) Si dim S ~ n ,la dualité de Poincaré permet de calculer comme suit 

H~n(S,J) : on prend un ouvert U de Sred ,dont le complémentaire est de dimen-

sion < n ,lisse purement de dimension n ,et sur lequel J est lisse. On a 

alors , car dans la suite exacte longue de cohomologie, 

o pour i = 2n,2n-l . Par Poincaré, on a donc 

Supposons U connexe, et soit u un point géométrique de U Le "sys-

tème local" J correspond à une représentation de sur et 

(J") 
u 

TIl (U,u) 
«J) (U »11 (dual des coinvariants). On a donc 

TIl ,li 
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(3) Cu ) (-2n) 
u TIl ,u 

e) Ces remarques permettent souvent le calcul de b et b2n Calculer les autres 
0 

b. peut être difficile. Si b = 0 et que b2n- l '" 
0 , la majoration 0.17.1) 

l 2n 

est une majoration à la Lang-Weil , avec, pour q grand, un gain en \fq par rapport 

à la majoration triviale en O(qn) . On prendra toutefois garde que la majoration 

(1.17.1) n'implique pas formellement la majoration triviale 

dont il peut être utile de tenir compte (cf. la preuve de 3.8). 

J'explique ci-dessous une méthode pour prouver que b i = 0 pour i '" n 

Quand elle s'applique, elle fournit une estimation en O(qn/2) . La constante im-

plici te dans o est b 
n 

et peut être difficile à calculer. 

Proposition 1.19 : Soient X un schéma propre sur un corps algébriquement clos k, 

j: X~X un ouvert de 

a) o 

b) o 

Alors, les applications 

sont des isomorphismes. 

x 

pour x E X 

E -faisceau sur 
) 

X, i.e. 

pour i > 0 

x . On suppose que 

Les hypothèses a) b) signifient que j,3'-----')~Rjif3' ,d'où 

Autrement dit, la suite spectrale de Leray pour 

dégénère, par b) en des isomorphismes 
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tandis que, par a) 

Exemple 1.19.1 : Si X est une courbe, ou si X est lisse, X le complément d'un 

diviseur à croisements normaux et J modérément ramifié, l'hypothèse a) de 1.19 

(pas d'invariants sous la monodromie locale) implique l'hypothèse b) 

Proposition 1.20 : ~ Xo un schéma affine lisse purement de dimension n sur 

lFq et JO ~ E,,-faisceau lisse ponctuellement de poids m sur Xo . On suppose 

que les applications H~eX,J) ~ HieX,J) sont des isomorphismes ecf. 1.17) 

HieX,J) " 0 
c 

pour i f n , et les conjugués complexes des valeurs propres 

sur H~ex, J) sont de valeur absolue 
em+n)/2 

q 

La dualité de Poincaré met en dualité HieX,J) 
c 

(resp. H2n- i eX,J(n») . D'après SGA 4 XIV 3.2, les Hi 

port sont nuls pour i > n . Par dual i té, les Hi 
c 

sont nuls pour i < n 

avec 

sans sup-

; puisque 

Hi(X,J) ~ Hi(X,J) , ces groupes sont nuls pour i f n Appliquons 1.15 à c 

JO et à J~ (n) (de poids -m-Zn). On trouve que les conjugués complexes a des 

valeurs propres de 

d'où l'assertion. 

et 

-em+n) /2 
q 

Remarque 1.21 : Le dernier argument montre que si Xo est un schéma séparé lisse 

sur lF , que JO est un E -faisceau lisse ponctuellement de poids m sur Xo q À 
i i et que Hc(X,J) ~H (X,J), alors les conjugués complexes des valeurs propres 

de F* sur H!eX, J) sont de valeur absolue q emti} /2 
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Appendice - L'isogénie de Lang dans le cas non commutatif. 

1.22 - Soient GO un groupe algébrique connexe sur ]F q et S, le morphisme 

-1 
x 1----;> Fx. x de dans lui-même. C'est un morphisme de 

si à la source on fait agir GO 

but par x 1-7 (y t---7 Fx.y.x -1) 

par translation à gauche 

. On a s,(xy) s,(x) pour 

Comme dans le cas commutatif, fai t donc de 

GO-espaces homogènes, 

x 1-7 (y 1--7 xy) 

y E GO (]F q) , et 

un 

, au 

sur GO ,le torseur de Lang 

sentation linéaire de GO(]Fq) 

L . Si p: GO(]F ) --7 GL(n,E) est une repré-
q À 

, nous noterons ~(p) le E -faisceau peL) (1.2). 
À 

1.23 - Soit y E G
F = Gc/]Fq) 

Soit g E G tel que s,(g) = y 

, et calculons l'endomorphisme F* de 

e E En 
À 

, on a 

, d'où un repère 

F{p(g){e» p{Fg)(e) p(yg)(e) p(g.g -lyg)(e) 

-1 F(p(g)(e» = p(g)p(g yg)(e) 

(1.23.0 p{g)-l(Flf)-lp{g) = p(g-lyg) 
y 

et 

p(g) identifie l'inverse de Flf en y à l'automorphisme 

Reste à comprendre ce qu'est -1 
g yg' 

Lemme 24 

(H) Soient y E Go{]Fq) et tel que Fg.g 
-1 

g Y 

son de y' -1 dans Go(]Fq) dé]2end de celle de '" g Fg ne gue 

L'ap]2lication ',induite ]2ar y l-? y' 

La classe 

y 

. Pour 

de conjugai-

de conjugaison de Go(]Fq) dans lui-même, est bijective. Son inverse est 

l'application' ]2our le grou]2e opposé. 
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(i) Si Y 

F(g-lFg) = (Fg) 

g E GOClFq ) 

(H) 

droi te sous 

, les 

-1 
Fg.g 

- 15 -

les identités Fg = yg et Fy = Y donnent 

-1 -1 1 
g Y FyFg g- Fg , de sorte que 

g 

y 

y 

tels que Fg.g-l 
= Y forment une classe à 

, on a FCaga- l )Caga- l )-l = aya- l • Pour 

-1 
Go(lFq ) , les g tels que Fg.g =y parcourant une classe de conjugaison dans 

parcourent donc une double classe sous GOClFq ) , et y' = g 

classe de conjugaison. 

parcourt une 

(iii) Enfin, l'inverse de -1 -1 
g Fg 1---7 Fg. g 

1. 25 La formule 1.23.1 peut se lire, brièvement: F* en y est 
-1 pC y') 

Si Y appartient à la composante neutre de son centralisateur, on peut prendre g 

dans Z(y) . On a alors y = y' Si cette condition n'est pas remplie, y et 

y' peuvent ne pas être conjugués. 

1. 26 Un exemple - Pour GO '" SL(2) q impair, a E lF~- lF lc2 
q 

et y la classe 

de conjugaison de -l(l+N) avec N
2 

0 y' est la classe de conjugaison de 

-1. (1+aN) , de sorte que y' f Y si N f a 
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2. Dictionnaire. 

Une manipulation élèmentaire sur les sommes trigonométriques peut sou-

vent être vue comme le reflet, via la formule des traces, d'un énoncé cohomologique. 

Dans ce paragraphe, j'énumère de tels énoncés, et leur reflet; il portent le même 

numéro, augmenté d'une * pour l'énoncé cohomologique. 

2.1 - "Une somme d'entiers algébriques est un entier algébrique" admet pour 

analogue cohomologique le théorème suivant, prouvé dans SGA 7 XXI 5.2.2 (cf. l'u-

sage de 2.1* en 1.13). 

Théorème 2.1* : Soient Xo un schéma séparé de type fini sur :IF 
q et 3'0 un 

Si, pour tout x E \xoi , les valeurs propres de 

sont des entiers algébriques, alors les valeurs propres de F~f sur 

sont des entiers algébriques. 

2.2 - D'autres résultats d'intégralités sont dans SGA 7 XXI (5.2.2 et 

5.4) si , et que a est une valeur propre de F* sur 

on a 

a) sous les hypothèses de 2.li< , et si i > n 

b) si les inverses des valeurs propres des 

n- l est entier, sauf en p Plus précisement, 

gébrique. 

, alors qi-n divise a 

sont des entiers algébriques, alors 

infCn, i) -1 q a est un entier al-

Pour les faisceaux considérés en 1.9, les valeurs propres des Fif sont 
x 

des racines de l'unité, de sorte que les hypothèses du théorème et celle de b) 

ci-dessus sont vérifiées. 

2.3 - Soient f: A ~ B une application d'un ensemble fini dans un autre, 

et € une fonction sur A 

(2.3.1) L da) 
a E A 

On a 

L L da) 
b E B f(a)=b 
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2.3* Soient f: X ~ Y un morphisme de schémas séparés de type fini sur 

k algébriquement clos, et J un EÀ-faisceau sur X. La suite spectrale de Leray 

de f en cohomologie à support propre s'écrit 

Soient fO: Xo ~YO un morphisme de schémas séparés de type fini 

sur lFq 
et un EÀ-faisceau sur . On a entre (2.3.1) et (2.3.1)* la 

compatibilité suivante. 

a) Le faisceau Rqf J se déduit par extension des scalaires de 1 à lF du 

faisceau . En tant que tel, il est muni d'une correspondance de 

de la correspondance de Frobenius de J c'est le composé 

b) La formule des traces pour JO s'écrit 

(l) 

celle pour 

(2 ) 
q 

TrCF*,H*(X, J» 

L TrCFi"Rqf, J) 
y EYo(lF

q
) y . 

On a, pour y E Y(lF) , (Rqf,J) 
. y 

d'où par la formule des traces sur la fibre 

x [XO(lF
q

) Tr(F~,3V 
f(x)=y 
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Prenant la somme alternée des identités (2q) ,on trouve donc 

L'égalité des membres de gauche de (1) et (2) résulte de (2.3.1), celle 

des membres de droite de (2.3.1)" (compte tenu du fait que F* est un endomorphis-

me de toute la suite spectrale). 

2.4 Soient (Ai) i E l une famille finie d'ensembles finis, A 

une fonction sur Ai ,et € la fonction a 1----71t'€i(a i ) sur A 

Tf A. 
i El l. 

On a 

(2.4.0 a~A€Ca) iVla~Ai€i(ai) 
Soient (Xi \ E l une famille finie de schémas séparés de type fini sur 

k algébriquement clos, X- '7Tx., J. un 
i El 1. 1. 

E, -faisceau sur Xi et J le pro-

duit tensoriel externe J. ~ pr-l,t(J.) On a la formule de 
liEr 1. 1. 

KUnneth 

(2.4.0,< G1 
i El 

Si on veut un isomorphisme (2.4.1)'< canonique, et indépendant du choix 

d'un ordre total sur l ,il faut prendre au membre de droite le produit tensoriel 

gradué au sens de la règle de Koszul (Cycle, 1.3). 

2.5 - Soient A un ensemble fini, B une partie de A et € une fonction 

sur A On a 

(2.5.0 r. €(a) = 
a E A a 

€Ca) + L €Ca) 
a E B 

2.5* - Soient X un schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, Y 

un sous-schéma fermé et J un EÀ-faisceau sur X . On a une suite exacte longue 

de cohomologie 

(2.5.1)* 
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Plus généralement, si on part d'une filtration finie de X par des par-

ties fermées X 
p 

(p E 7J; on suppose que Xp:=l Xp+1 
, que X 

P 
X pour 

assez petit, et que X 
P 

o pour p 

2.6 - Soient A un ensemble fini, 

assez grand), on a une suite spectrale 

(Ai)i E l un recouvrement fini de 

p 

A et 

€ une fonction sur A . Pour J l ,soit AJ l' inter sec tion des Aj (j E J) • 

On a 

(2.6.1) L o 
Je l 

2.6* - Soient X un schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, 

(X
i

\ E l un recouvrement fermé (resp. ouvert) fini de X par des sous-schémas, et 

J un EÀ-faisceau sur X . Pour J c l , soit X
J 

l'intersection des 

X.Cj E J) • On a des suites spectrales respectives (de Leray) 
J 

(2.6.1)* 

Si J 0 n'était pas exclus, on aurait de même des suites spectrales convergeant 

vers 0 Les facteurs 1x:I7J;J sont là pour nous dispenser de choisir un ordre 

total sur l 

2.7 - Soient A un groupe commutatif fini, et X A --? E'~ un caractère 
) 

non trivial. On a 

(2.7.1) ,[ x(a) 
a E A 

o 

On prouvera l'analogue cohomologique de (2.7.1) en en transposant la 

preuve suivante : si x E A a ~ xa est une permutation de A ,et 
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~ x(a) 
a E A 

L X(xa) 
a E A 

(x(x)-1) L x(a) 0 
a E A 

x(x) ~ x(a) 
a E A 

et il existe par hypothèse x tel que X(x)-l # 0 

d'où 

Théorème 2.7 if - Soient GO un groupe algébrique commutatif connexe sur JF
q 

X : GO(JF ) --7 Eif un caractère non trivial. On a 
q À 

(2.7.1)* o 

Pour x un point rationnel de G , notons t la translation 
x 

tx (g) = xg de G La formule .\:t 
x = tJ:(xl exprime que (t x,tJ:(x)) est un 

tomorphisme du diagrame G~G (G muni du torseur de Lang). Soit p(g) 

l'automorphisme de (G,J(X)) qui s'en déduit. Pour g E Go(JFq) , i.e. pour 

'\:(g) = e , c'est l'identité sur G , et la multiplication par 
-1 

X(g) sur 

et 

au-

Notons PH(g) l'automorphisme de H~(G,J(X)) déduit de p(g) Un ar-

gument d'homotopie (lemme 2.8 ci-dessous) montre que ~(g) = ~(e) ,donc est 

l'identité. n'autre part, pour g E GO(JFq) PH(g) est la multiplication par 

-1 
~ sur Hif(G, J(x)) , la multiplication par (X (g)-1) est nulle. Prenant g 

X(g) # 1 , on obtient 2.7* 

Lemme 2.8 - Soient X et Y deux schémas sur k algébriquement clos. avec X 

séparé de type fini et Y connexe. Soient J un faisceau sur X ~ (p,8) ~ 

famille d'endomorphismes de (X,J) paramétrée par Y: 

P ~ Y-morphisme. et 

8 : pifpr~J ~ pr~J un morphisme de faisceaux 

On suppose gue p est propre. Pour y E Y(k) , soit PH(y)if l'endomorphisme de 

H~(X,J) induit par Py : X~X ~ 8y 

indépendant de y 

En effet, RPprl!pr~J est le faisceau constant sur Y de valeur 

187 



Sonunes trig. - 21 -

est la fibre en y de l'endomorphisme 

de ce faisceau. 

Remarque 2.9 - Soient GO 

p : G OF ) --~> GL(V) o q 

un groupe algébrique connexe sur Fq 

une représentation linéaire telle que 

On a encore H~(G,p(L» = 0 
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3. Sommes à une variable. 

3.1 Weil est le premier à avoir appliqué des méthodes "cohomologiques" à 

l'étude des sommes trigonométriques à une variable puisqu'il avait prouvé l'analo-

gue de l'hypothèse de Riemann pour les fonctions L d'Artin sur les corps de fonc-

tions, ces méthodes lui fournissaient d'excellentes estimations (en O(racine car-

rée du nombre de termes», et le comportement de ces sommes par "extension du corps 

de base". 

L'essentiel de ce paragraphe est un exposé, dans un langage cohomologique, 

de ses résultats. 

3.2 Les méthodes cohomologiques amènent ici à calculer des groupes 

,pour 30 un E\-faisceau sur une courbe Xo sur . Ces groupes 

sont nuls pour i # 0,1,2 et pour i = 0,2 ,ils ont une interprétation simple 

(1.18 a)b)c». De plus, la caractéristique d'Euler-Poincaré 

Xc(3) = ~(-l)idim H~(X,3) (par ailleurs égale à X(3) = ~(-l)idim H
i

(X,3» peut 

~tre calculée en terme de X de rang de 3 aux points génériques de X et 

des propriétés de ramification de 3 Le résultat essentiel est le suivant. 

Soient X une courbe projective lisse et connexe, de genre g, sur un 

corps algébriquement clos k X un ouvert dense de X ,le complément d'un en-

semble fini S de points et 3 un EÀ-faisceau lisse sur X. Soient 

X(X) = 2-2g- '* S la caractéristique d'Euler-Poincaré de X ,et rg(3) le rang 

de 3 Pour chaque point sES ,on définit un entier Sw
s

(3) ,le conducteur 

de Swan, mesurant la ramification sauvage de 3 et 

0.2,U Xc(3) = rg(3)·x(X) -
s 
~ Sw (3) 
E S s 

(Séminaire Bourbaki 286, Février 1965). 

3.3 - Soient X X ~ X et 3 comme en 3.2. Le théorème de duali té 

de Poincaré admet la forme très maniable 

duaux l'un de l'autre (Dualité 1.3), 
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3.4 - Faisons k = lF , et supposons que X,X et J proviennent de 

lF 
q 

Si Jo devient trivial sur un revêtement fini de X
o 

Weil a prouvé que les conjugués complexes des valeurs propres de F* sur 

sont de valeur absolue i/2 
q . De tels faisceaux Jo correspondent aux 

fonctions L d'Artin sur le corps de fonctions de Xo 

3.5 - Sous les mêmes hypothèses, ou plus généralement si E
À 

est le complété 

en une place À d'un corps de nombres E et que JO appartient à un système 

compatible infini de représentations v-adiques Cv place de E), on peut calculer 

TT detC_F*,HieX,J»e-l)i 
i 

à partir d'informations locales sur Jo . Ceci est expliqué dans [~J. Pour JO 

trivial sur un revêtement fini de X
o 

,c'est l'expression de la constante de 

l'équation fonctionnelle d'une fonction L d'Artin comme produit de constantes 

locales. 

Exemple 3.5 - Soit ~ le caractère expe 2ni 
TrClF /lF » 

p q p 
de ; on a 

o . Soient X
o 

une courbe projective lisse absolument irréductible de 

genre g sur lF q 

l 

, et f une fonction rationnelle sur X
o 

' i.e. un morphisme 

f : Xo ----? ]p 

S' 
f 

, non identiquement égal à 

L ~Cf(x» 
XEXO(lFq ) 

f(x)"'" 

• On s'intéresse à la somme 

Cette somme est nulle pour f de la forme gP-g . Ceci suggère de modifier la 

somme Si comme suit 

a) pour tout point fermé 

si f(x) = co 

g ) 

b) Si 

v (f) 
x 

s de , on pose 

o sinon, et 

pose ~(f(x» = ~«f+gP-g)(x» • On pose enfin 
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(J.5.U 

Où indique que la somme est étendue aux x tels que o 

On a Sf . On se propose de vérifier que si f n'est pas de la 

forme gP_g+c te ,alors 

0.5.2) 

On commence par passer du complexe au t-adique, en remplaçant 1 par un 

caractère de la forme 100TrlF IlF ,avec 10 
q p 

j : Uo ~ Xo l'inclusion de l'ouvert où f of 

(J.5.3) 

lE' ~E* 
P À 

. Pour 

, on prouve alors que 

La formule des traces ramène cet énoncé aux suivants Cpour x E XOClFq» 

a) Si v*CO 
x 

o ,alors 

b) Si v~CO';' 0 ,alors j;f3'('±'O se ramifie en x o 

La formule a) résulte de 1.7.6 si v (f) = 0 ,et on se ramène à ce cas 
x 

en remplaçant f par 1 à isomorphisme près, ceci ne change pas 3«1f)0 

sur l'ouvert où f et g sont réguliers (1.3). 

La formule b) résulte de 

0.5.4) 

Après réduction au cas où Vx(f) = V~(f) (d'où P 1 vx(f» et extension des scalai-

res à lF, cet te formule est dans (J. P Serre, Sur les corps locaux à corps résiduel 

algébriquement clos, Bull. SMF 89 (1961) p. 105-154, n 0 4.4). 

Enfin, on vérifie que le faisceau 3«,±,f) sur U est non constant si f 

n'est pas de la forme puisque 10 est injectif, la trivialité de 

3«10 = 3«100 (1.8(ii» équivaut à celle du lFq -torseur d'équation 

TP-T-f = 0 sur U . S'il était trivial, le torseur sur Uo de même équation 
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serai t l'image réciproque d'un JF q -torseur sur Spec (JF q) ,d'équation 

TP-T-" = 0 ,le JF
p 

-torseur d'équation TP-T-(f-,,) = 0 sur Uo serait trivial 

et f serait donc de la forme 

i fI, la formule (3.5.3) se réduit à 

0.5.5) 

et, d'après 3.2.1 et 3.5.4, ce Hl est de dimension (2g-2+ z= [k(x):JF J (l+v"(f») 
vi«f) >0 q x 

x 

et -Sf est sorrnne de ce nombre de valeurs propres de Fi< 

solues complexes ql/2 

chacune de valeurs ab-

3.6 - Supposons que, pour un automorphisme cr de Xo ,on ait 

f(crx) = -f(x) 

La sorrnne Sf est alors réelle. Si cr est involutif, la dualité de Poincaré permet 

de dire un peu plus : si on pose 60 

a) 60 et qo sont en dualité. 

b) IJ"fJo ~ qo et cr"qo 

composé JO = (i)"3'o ~ cr~fqo 

3'0 ,pour des isomorphismes naturels tels que le 

3'0 soit l'identité. 

c) L'accouplement 3'0 ® (l0 --? E" vérifie crif ( f. g) 

Passant à la cohomologie, on trouve que et sont en 

dualité parfaite à valeur dans E" (1) , et que la forme bilinéaire a.cr*~ sur 

est alternée: cr* agit trivialement sur 

cr*a. S -i3.o"a 

E (l) 

" 
, et 

On en conclut que Hl (X,J) est de dimension paire (on vérifie d'ailleurs facilement 

que chaque non nul est impair) et que les valeurs propres de Flf sur 

RI (X, 3') sont groupées en paires a et q/a 
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Exemple 3.7 - Ceci s'applique aux sommes de Kloosterman L (faire 

a 
x+x ,D'X =-x les pôles de f sont 0 et 

x E]F~ 
~, et en chacun d'eux 

v~( 0=1 ; le Hl est de dimension -2+2+2=2 ). On a donc (pour a # 0) 

q 
xy=a 
x,y E]F qn 

Ce résultat est dO à L. Carlitz (K1oosterman sums and finite field extension, Acta 

Arith. li (1969/70) p. 179-193, MR 40 4213) 

Voici maintenant une application d'une méthode de Lang-Weil. 

Proposition 3.8 - Soit P E]Fq [Xl, ... ,XnJ un polynôme à n variable,de degré d, 

dont on suppose qu'il n'est pas de la forme QP_Q+c te . Posant encore 

'l'(x) exp(2TT i Tr]F /]F ex» ~ 
p q p 

I L 'l'p(xl ,··· ,xn ) 1 :;;;: (d_Oqn-i 
xi E ]F q 

On a pour le membre de gauche l'estimation triviale n 
q . Il suffit donc 

de prouver 3.8 lorsque d-l < ql/2 ; supposons seulement que d < q+l , et soit 

Pd la partie homogène de degré d de P Rappelons le 

Lemme 3.9 - Une hypersurface de degré d dans r -IP (r.2:l) ne peut passer par tout 

les points rationnels sur ]Fq que si d.2: q+l 

On procède par récurrence s'il existe un hyperplan rationnel non en-

tièrement contenu dans l'hypersurface (tel n'est pas le cas pour r = 1) , on 

applique l'hypothèse de récurrence à la trace de l'hypersurface sur cet hyperplan. 

Sinon, le degré d est .2: le nombre d'hyperplans rationnel, .2: q+l 

Distinguons maintenant deux cas-

Cas 1 P1d - Appliquant le lemme à Pd ,on voit que, quitte à faire un changement 

linéaire de variables, on peut supposer que Pd(l,O, .•• ,O)#Q ,i.e. que le coeffi-

cient de xd 
dans 

1 
P est non nul . Un polynôme à 1 variable 
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d 

sCX) L 
i=O 

avec ad ~ 0 (p)d) n'est jamais de la forme QP_Q+C
te 

,et l'estimation 3.5.2 se 

rédui t à 

l~ '!'CS(x» j :::; (d_Oql/2 

Appliquant cette estimation aux sommes partielles obtenu~en ne faisant varier que 

Xl ' on trouve 

'( 1:::; qCn-1)(d_l)ql/2 L '!'P xl"" ,xn 
xl 

comme promis. 

Cas 2 pld (d > 0) - Si Pd est une puissance 
ième 

p , remplacer P par 

P-(Pd-p~/p) ne change pas la somme considérée, et abaisse le degré : on se déba-

rasse de ce cas en procédant par récurrence sur d . Sinon, la différentielle de 

Pd n'est pas identiquement nulle; appliquant 3.9, on peut supposer, quitte à faire 

un changement linéaire de variables, qu'elle n'est pas nulle au point (1,0, ... ,0) 

Si on écrit 

~ d-i 
J Xl S. (X2 ' ••• , X ) 

i=O 1 n 

cela signifie que la forme linéaire SI n'est pas identiquement nulle. 

La forme So est une constante, et remplaçant P par P-csoxt-s~/pxt/p), 

on peut supposer qu'elle est nulle. Soit enfin -À le coefficient de x~-l dans P. 

Pour fixes, on a 
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Au total, 

< Cd_ Uqn-l/2 

Un autre résultat de cette nature est donné par R.A. Smith CMathematika 

II (1970) p. 328-332). 

195 



Sommes trig. - 29 -

4. - Sommes de Gauss et sommes de Jacobi. 

4.1 - Soient k un corps fini de caractéristique p, X un caractère de k* 

et ~ un caractère non trivial du groupe additif de k Nous prendrons pour dé-

finition des sommes de Gauss 

(4.1.1) 
'\ -1 - L- ~(x)X (x) 

xE kif 

(noter le signe). Classiquement, X et ~ sont à valeurs complexes. Nous les 

prendrons à valeurs dans (cf. la preuve de 1.15). Regardons comme 

une somme sur les points rationnels du schéma lem sur k . D'après le paragraphe 

l, on a 

Proposition 4.2 - La cohomologie de 

dim Hl 
c 

. De plus 

le à coefficient dans 
m 

(ii) F* , agissant sur , est la multiplication par 

(iii) Si X est non trivial, on a 

vérifie 

Preuve : Pour tout n premier à p , notons K le 
n 

!-ln-torseur sur le défini 
m 

n 

par la suite exacte de Kummer O~lJ ~Ie ~Ie ~O . Si k a q 
'Cl m m 

éléments, , et le torseur de Lang sur le fk 
m 

est 

Dès lors, 

on a sur k: ~q-l 

-1 
~(X ) = X(K 1) q-

L'assertion 4.2 (ii) résulte de (i)(iii), eux-mêmes 

contenus dans l'énoncé géométrique suivant, o~ ~(~) désigne le faisceau sur 

IemfJF dédui t par extension des scalaires de k à JF de ~(~) sur le fk (1.8 
m 

(ii) ) 

Proposition 4.3 - Soit X 

(i) Hi 
c 

o i ". 1 , et dim 

(ii) Si X est non trivial, on a 

. La cohomologie de 

H*~H* c 
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Preuve : Le faisceau J(~) est la restriction à ~ d'un faisceau localement cons
m 

tant sur ~a ,sauvagement ramifié à l'infini, de conducteur de Swan 1. Le fais-

ceau X(Kn) est constant si X = 1 si X '" 1 il est ramifié en 0 et 00 

modérément. 

Le faisceau J(~) ® X(Kn ) est donc ramifié à 1'00 appliquant 1.18 b)c), 

on trouve que o pour i f 1 . Si , il est ramifié 

en 0 et et (ii) résulte de 1.19.1. 

Les conducteurs de Swan sont 0 en 0 et l en . D'après 3.2.1, la 

caractéristique d'Euler-Poincaré est donc -1 et ceci achève la démonstration. 

Remarque 4.4 - Si X est non trivial, 4.2 (iii) et la dualité de Poincaré montrent 

que Hl(~ ,J(~v-l» 
c m A. 

E
À 

(-1» . On a donc 

et H!(Œ:m,J(~-lX)J sont en dualité (dualité à valeurs dans 

-1 -1 
T(X,~).T(X ,~ )=q ,i.e. IT(X,~)I=q 

4.5 Si k est une extension de degré N de IF , on peut aussi regarder 
q 

(4.1.1) comme une sorrnne à N variables sur IFq Soit plus généralement k une 

algèbre étale sur IF , de degré N sur IFq C'est un produits de corps k. q 1 

de degré N. sur IF , et on pose 
1 q 

(4.5.1) 

C'est la signature de la permutation de S Hom
IF 

(k,IF) induite par la substitu
q 

tion de Frobenius cp E GalCIF /IF q) 

Soient '!' IFq ----? E;' un caractère non trivial, et X k" ---7 Er 
On pose 

(4.5.2) N "" -1 (-0 L ~Trk/IF (x).X (x) 
xE k lf q 

Si X a pour coordonnées les X. : k1f ---:> Elf 
1 1 À 

, on a l'identité triviale 

(4.5.3) 
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Après quelques préliminaires, nous donnerons en 4.10 une interprétation 

cohomologique des sommes (4.5.2). En 4.lZ, nouS interpreterons l'identité de Hasse-

Davenport comme une forme tordue (cf.l.12) du cas particulier suivant de (4.5.3) : 

pour k = lFN 
et q , X un caractère de lF 'f 

q 
) on a 

4.6 - Rappelons que pour M un module projectif de type fini sur un anneau A, 

le foncteur Spec(B) ~ M ®AB ,des schémas affines sur Spec(A) dans (Ens) 

est représenté par le schéma affine V(Mv ) (notations des EGA) , le spectre de 

Symï(MV). Si M = An , c'est l'espace affine type de dimension n 

Supposons que M soit une A-algèbre à unité, et posons V = V(MV) • Par 

définition, pour toute extension B de A ,l'ensemble V(B) des points de V 

à coordonnées dans B est M ®AB Le foncteur B ~ M ®AB étant à valeurs 

dans les anneaux à unité, V est un schéma en anneaux à unités sur Spec(A) Les 

morphismes norme et trace : M ®AB ---7 B sont fonctoriels en B ils correspon-

dent donc à des morphismes de schéma N et T de V dans ~a . Nous aurons à 

considérer les schémas déduits de V suivant: 

a) V* est l'ouvert des éléments inversibles de V (un schéma en groupes pour .) 

b) West l'hyperplan d'équation T o et W* W n v* 

c) P est l'hyperplan à l'infini V-[O}/~m de l'espace affine V sur Spec(A) . 

Si Q est l'hyperplan à i'infini de W W*/~ et V*AI; sont des ouverts des 
m m 

espaces projectifs Q P sur Spec(A) 

Wlf C ) V* W-{O} c ) 

(4.6.0 ln ln c 
ln 

W*/~ c :> Vlf/~ Q c :> m m 

Si , l un ensemble fini, alors V ~ ~I Vlf ~ ~I 
- a - m 

le tore ~I/(~ diagonal) 
m m ,N et T s'écrivant lTx. et Lx. ,et 

l l 

l'hyperplan projectif d1équationLx. = 0 
l 

de 
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Le cas qui nous intéresse est celui où M est fini étale sur A La 

description précédente vaut alors localement sur Spec(A) (pour la topologie étale) 

et on peut écrire Vif = 11:
1 
m 

, pour l un faisceau localement constant d'ensembles 

finis sur Spec(A) Si par exemple A est un corps, de clÔture algébrique A 

et que M est une A-algèbre séparable, on pose 

on a cet isomorphisme, N et T 

l = Hom (M,A) 
A 

s'écrivent llix. 
l 

, et, sur 

et Lx. 
~ 

4.7 Torseur de Kummer. Soient S un schéma, n un entier inversible sur S et 

G un schéma en groupes commutatifuà fibres connexes (noté multiplicativement) sur 

S • La suite 

est exacte. Elle définit un G -torseur 
n 

K (G) 
n 

(ou simplement K ) sur G . Pour 
n 

un homomorphisme du S-faisceau étale Gn dans le faisceau cons-

tant Elf 
À 

, on note :Kn (X) le E, -faisceau X- l (K ) 
f\ n 

Les torseurs Kn forment un système projectif de torseurs sous le sys-

tème projectif de groupes (morphismes de transition 

Ceci exprime la commutativité des diagrammes 

On a donc 

4.8 

étale sur 

nd 

o ~ 1:: ---+ r~~ i --? 0 

O--"?G "> G~G----70 
n 

Appliquons la construction 4.6 pour A=lF q 
et M = k une algèbre 

. Conformément aux conventions générales, on notera avec un indice 

OIes lF q -schémas notés V, V*, .•. en 4.6. Les mêmes lettres sans indice dési-

gnent les schémas sur lF qui s'en déduisent par extension des scalaires. 

On pose l Hom(k, lF) , d'où 

Dès lors, 

V ~ 1[1 
a 

199 

et T s'écrit 



Sommes trig. 33 

(4.8.1) 

Puisque V* ~ !!;I 
m 

, un caractère X de , à valeurs dans Elf 
À 

s'écrit comme une famille (Xi)i E l de caractères de I-lu indénée par l Elle 

-1 est définie sur JF si, pour tout cr E GaICJF/JFq ) on a 'Xai 
= Xi o cr Elle q 

définit alors un E -faisceau :Kn ( ( Xi ) i El) sur 
À 

V" 
0 

Si le produit des Xi est 

trivial, X se factorise par un caractère de CV"!!!; ) o m n et :Kn (( Xi ) i El) est l'i-

mage réciproque d'un faisceau, noté de même, sur . Cette construction se 

compare comme suit au torseur de Lang. 

Lemme 4.9 (i) Pour n assez divisible, on a un diagramme commutatif 

si X est un caractère X 

(ii) Pour n assez divisible, T identifie k* au; coinvariants de GaIC:iF/F) 

agissant sur l 
I-lu 

(iii) Pour k un corps, N = [k:JFqJ , wEI un plongement de k dans JF ~ 

la composante d'indice 

(iv) ~ X est non trivial sur chaque facteur de k ,lli. (X 0 T)i sont tous 

non triviaux. 

Il suffit de prouver le lemme lorsque k est un corps, de degré N sur 

JFq Dans ce cas, n est "assez divisible" si N 
q -lin Choisissons un plonge-

ment lO de k dans JFq ; l s'identifie alors à ?lIN à i E ?lIN corres-
i 

pond lOi w
q 

Via l'isomorphisme V~(JF) , on a 

a) x E k* correspond à (lOi (x» E JF*I 
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Un caractère 
i 

X_i = Xo(x
q

) Ci E 7l) 

x = (Xi) de 

N 
. Si q -lin 

Vif ~ l 
~ n 

, il Y a 

sera défini sur 1F si q 
qN_ l tels caractères Xc se 

factorise par ~ N et détermine les Pour prouver (ii), il suffit donc 
q -1 

de vérifier (i) et (iii) (ou son corollaire (iv» qui assure que 

est injectif. 

Prouvons (i) et (iii), pour n = . Notons additivement le groupe 

des endomorphismes de ; en particulier, notons n l'opérateur 

Si cr est l'opérateur de permutation circulaire 

on a . Ceci détermine 

1'CCx,» = ( lT x~j.) , et l'application induite de 
l. O<j<N~-J i 

(Vlf) 
o n 

(a) ci-dessuij (x,) ~ TIxq , ; de là résulte (ui). 
~ -]. 

Proposi tion 4.10 - La cohomologie de Vlf à coefficient dans 

o pour i 1< N et 

est la multiplication par 

X est non trivial sur chaque facteur de k 

Appliquons 4.9 (i) : sur 1F , siX 0 l' = (Xi) i E l 

(x,) r---7 
~ 

l' : on a 

dans 

~ on a 

s'écrit 

J'(X) = MnCCXi)iEI) . Les points (i) et (Hi) résultent doné de l'énoncé plus géo

métrique suivant (pour (iii), appliquer 4.9 (iv» et (ii) en résulte par la for-

mule des traces : 

Proposition 4.11 - Soit (Xi\EI une famille de caractère de ~(1F) • La coho-

mologie de Vlf ~ ICI à coefficient dans 
m 

o pour i 1< N et dim RN 
- c 

sont tous non triviaux, on a 

201 



Sommes trig. - 35 -

On a Vlf ~ 11:1 
m , Jtn((Xi» = ~ prtXi(Kn(lI:m» et 

1. 

3«'1:' 0 Tr
lF 

/k) = Tlf3«'I:') = ® pr~q('I:') 
q i 1. 

. Ceci permet d'appliquer la formule de Kunneth, 

et 4.11 résulte de 4.3. 

4.12 - De 2.4lf et (Cycle, 1.3 exemple 2), on tire aussi que le groupe des permu-

tations o de l telles que agit sur par multiplication 

par la signature 8(0) Nous allons en déduire une seconde preuve de l'identité 

de Hasse-Davenport. 

Si X est un caractère de lF lf 
q 

, le fait que, sur lF , N s'écrit 

(xi) 1-----::>- 1{xi fourni t : 3« X 0 N) = Nlf3« X) = ~ prt3«'!:') et la formule de KUnneth 
1. 

fournit : 

où, au membre de droite, le produit tensoriel est pris au sens 2.4* Puisque 

est de dimension 1 , sa puissance tensorielle 
®1 

, au sens or-

dinaire, ne dépend que du cardinal n de l . Appliquant (Cycle 1.3 Ex.2) , on 

obtient un isomorphisme canonique 

(4.12.1) 

Pour calculer l'action de Flf ,le plus commode est d'adopter le point de vue 

galoisien et de dire que l'isomorphisme 4.12.1 étant canonique, il est compatible 

à l'action par transport de structure de GalClF/lF
q

) . Si dk) est la signature 

de la permutation W de l ,on trouve que 

soit 

(4.12.2) 

Si k est un corps, ~ est une permutation circulaire de l 

8(k) (_l)N+l ,et on retrouve l'identité de Hasse-Davenport : 
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Lemme 4.13 : Pour X 0'1 (Xi) i El comme en 4.9 (i), les conditions suivantes sont 

équivalentes 

es t trivial (ii) Le produit des est trivial 

est image réciproque d'un (unique) faisceau sur V*/I& 
m 

(iv) L'image réciproque de :J'(X) ~ !Cm (envoyé dans Vlf à partir du morphisme 

structural lFq --? k ) est triviale. 

(i) ~ (iii) On regarde X comme un caractère de Vl</a; (lF ) = kif/lF lf 
m q q 

, et on 

sur Vl</I& 
m 

(ii) ~ (iii) De même, on regarde (Xi) comme un caractère de 

L'unicité dans (Ui) résulte de ce que V,f est un fibré à fibres connexes sur 

V*/I&m ,et (iii) ~ (iv) est trivial. 

Cette image réciproque est :J'(XllF~) et :t{n(TIXi) 

4.14 - Soient k une algèbre étale sur lFq , de dimension N+I et X un ca-

ractère non trivial de kl~ trivial sur lF i '. La somme de Jacobi J(X) est défin:è par 
q 

(4.14.0 
'\ 

N-l L -1 
(-0 xE kif/lFi' X (x) 

Tr(x)=O q 

Le cas le plus souvent considéré est celui où k est la somme de N+l 

copes de lFq X correspond alors à (N+l) caractères Xo""'~ non tous tri-

viaux de lFlf 
q 

de produit égal à 1 Dans ce cas, une section du quotient 

de klf est l'ensemble des (xo '" . ,xN) E k"N+l avec x = 1 ; pour un 
0 

n 
tel x ,la condition Tr(x)=O s'écrit ~ x.=-l. La somme de Jacobi s'écrit donc 

1 ~ 

(4.14.2) 

On a entre sommes de Gauss et sommes de Jacobi l'identité suivante. 
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Proposition 4.15 - Pour X comme ci-dessus et ~ un caractère additif non trivial 

de on a 

Dans le cas particulier où k w~ ,cette formule se récrit par 4.5.3 

(4.15.1) 

plus souvent écrit sous la forme 

Preuve de 4.15 : 

La somme L ~(À Tr x) vaut q-l si TrCx) o et -1 si Tr(x) # 0 . Dès 
À E w~ 

lors, 

Le second terme au second membre est nul, car somme des valeurs d'un caractère, et 

4.15 en résulte. 

La proposition 4.15 se transpose ainsi en cohomologie 

Proposition 4.16 - La cohomologie de 

o pour i # N-l et dim HN- l 
c 

(4.6,4.8) à coefficient dans 

est la multiplication par 

est canoniquement isomorphe à 
N+l -1 

Hc (V", :l'(X .~oTrk/Wq)) Cl) 
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L'assertion (ii) résulte de (i) et de la formule des traces (i) et (iii) 

résultent de 4.11 et de l'énoncé plus géométrique suivant. 

Proposition 4.17 - ~ (Xi)iEI une famille de caractères non tous triviaux de 

est éanoniquement iso-

morphe à 

La première ligne de 4.15 devient (TI comme en 4.6.1) 

(sur 

v 
o 

V"/IC) . Calculons les faiscèaux 
m 

l'éclaté de en 

(4.17.2) 

RiTI! 3«'!' Tr
k

/
lF 

) = RiTI! Tlf;;('!') 
q 

{o} . Dans le diagramme 

• Soit 

TI est une fibration de fibre des droites épointées, Vo est le fibré en droites 

correspondant, et sa section 0 . Le faisceau sur 

se prolonge en (TvO),<;J('!') sur Vo ,et la restriction de ce faisceau à Zo 

est le faisceau constant , car est nul sur 

de cohomologie à support propre s'écrit donc 

L'image réciproque --1 
TI (QO) est l'éclaté 

s'annule sur Wo ; on a donc sur 

fibré en droites 

(4.17.4) pour 

pour 

Zo • La suite exacte longue 

". 2 

2 

w 
o 
et, 

en 

TI étant un 

Si x E P ,x ~ Q ,la droite D TI-l(x) est envoyé isomorphiquement 

sur ICa par Tv on a donc (2. 7,f) 
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o et 

(4.17.5) i # 2 

pour i 2 

Conjuguant 4.17.3 et 4.17.5, on trouve enfin 

(4.17.6) RiTT TifJ('jf) 

{ 
0 pour i # 1,2 , 
E pour i = 

\ 

E).. (-l)Q pour 2 

4.18 - Calculons la cohomologie à support propre du faisceau :Kn « Xi) )®TifJ('jf) 

sur V* à l'aide de la suite spectrale de Leray de TT : V* --? Vif!a; 
m 

quant (4.17.1) et (4.17.6), on trouve comme termes initiaux les 

(car ) et les 

. Appli-

La suite spectrale se réduit à un isomorphisme, et 4.17 en résulte. 

4.19 - Les faisceaux :Kn « Xi) i El) ont un sens sur n'importe quel corps, voire 

sur n'importe quel schéma de base. Ceci va nous permettre de généraliser 4.l6(i). 

Avec les notations de 4.6, supposons M fini étale partout de rang N sur A 

et soit n un entier inversible dans A . On note a la projection de Wif!a; sur 
m 

Spec(A) Soit aussi X un caractère (morphisme de faisceaux) X: (V*!Gm)n~~ 

et :Kn(X) le faisceau correspondant. Localement pour la topologie étale, on peut 

regarder X comme une famille de caractères (Xi\ El de \.ln ,de produit trivial. 

Proposition 4 20 : (i) Si X est (en tout point) non trivial, on a 

o pour i # N-l N-l ( Ra, (:Kn X)) est lisse, de rang 1 

(ii) Un automorphisme 0 de M qui respecte X agi t sur ce par mul tipli-

cation par la signature 8(0) de 0 ,vu comme permutation de l 

(Hi) Si les Xi sont tous non triviaux, on a Ra, ~ Ra if 

Preuve : le schéma W*!I& 
m 

est le complément d'un diviseur à croisements normaux 

relatif dans le schéma Q ,propre et lisse sur Spec(A) et :t!n(X) est 
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localement constant sur W*/~m ,à ramification modérée a l'infini. Il en résulte 

que les et i R a* sont lisses, de formation compatible à tout changement 

de base. Un argument standard nous ramène alors à supposer que A est un corps 

fini, et (i) résulte de 4.17 et 4.ll(i). Pour prouver (ii), on utilise que l'action de 

cr est compatible à l'isomorphisme 4.17 et 4.12 . Pour (iii), on note que 

si les sont tous non triviaux, alors Xn(X) sur est rami-

fié le long de chaque diviseur à l'infini, et 1.19.1 
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5. Caractères de Hecke. 

5.1 - Soient F un corps de nombres (de degré fini sur ~) et K un corps 

de caractéristique 0 Voici diverses façon équivalentes de dire ce qu'est un 

homomorphisme algébrique ex: Flf -----7 klf 

(i) Soit e
i 

une base de F sur ~ . L'homomorphisme ex est algébrique s'il est 

donné par une formule 

Ceci signifie que ex coïncide sur F" avec une application rationnelle 

définie sur k de RF /~ (!Sm) dans !hm . Par dens i té de Zariski de Flf ,e t le 

fait qu'un homomorphisme birationnel est partout défini, une telle application est 

un homomorphisme de schémas en groupes : 

(ii) ex est induit par un homomorphisme de k-schémas en groupes 

Si k est un corps de nombre, la propriété d'adjonction de la restric-

tion des scalaires R montre que ceci équivaut à 

(iii) (k corps de nombres) ex est induit par un homomorphisme de ~-schémas en 

Soient k une clÔture algébrique de k ,et l = Hom(F,k) . Sur k 

le groupe des caractères de ~/~(!Sm) est 7l
I , de base les plongements de F 

dans k . Les caractères définis sur k sont ceux invariants par Gal (k/k) 

on peut les décrire soit comme ceux envoyant Fl< dans k"c k , soi t en terme 

des orbites de Gal(k/k) dans l ,correspondant elle-même aux facteurs de 

F ® k 

(iv) ex est de la forme ex = Tfwnw 
wEI 

. Les familles d'exposants (n ) 
W 

sont celles telles que n = n, pour W et w' dans la même orbite de 

permises 

w w TI 1\ 

GaHk/k) Ce sont encore celles telle que c~,(v) W E k pour tout x E F 
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(v) Posons F ® k 
m. 

j~JFj ,les Fj étant des corps. Alors, a s'écrit 

a =nNF ./k J 
J 

Dans le cas particulier où k contient une clOture normale de F ,ces 
n 

expressions deviennent : a = TTw w ,où W parcourt les [F:~J plongements de 

F dans k 

5.2 - Supposons que k soit un corps de nombres, et soit a un homomorphisme 

algébrique de F* dand k" . Il existe alors un et un seul homomorphisme, encore 

noté a du groupe I(F) des idéaux fractionnaires de F dans celui de k 

tel que 0.( (x» = (o.(x» L'unicité résulte de ce· que tout idéal a une puissance 

qui est un idéal principal, et de ce que l(k) est sans torsion. Pour prouver 
m. 

l'existence, on utilise par exemple 5.l(v) : on a o.(a) =lTNF.!k J«a» 
J 

5.3 - Rappelons la définition des caractères de Hecke algébriques, appelés par 

Weil caractères de Hecke (ou : grossencharaktere) de type AO . Soient F un 

corps de nombres, m un idéal de F (i.e., de l'anneau des entiers de F ), 

le groupe des idéaux fractionnaires de F premiers à m , et k un corps de 

caractéristique 0 . Un homomorphisme X: lm ~ k* est un caractère de Hecke 

algébrique (de conducteur ~ m) s'il existe un homomorphisme algébrique 

Xal g : Fif ----'" kif vérifiant 

premier à m , totalement positif et = l(mod m) , on a 

'X«x» = "Xalg(x) 

Par densité de l'ensemble des x de C*) , "Xal
g 

est entièrement déter-

miné par X • C'est la partie algébrique de X Si X«x» = "Xalg(x) pour x 

totalement positif et = l(mod m') X se prolonge en un caractère de Hecke de 

conducteur ~ infCm,m') : Im+m' ~ kif . On identifiera les caractères de Hecke 

qui coïncident sur leur domaine commun de définition, et on appelle conducteur de 

X le plus petit m' tel que X soit de conducteur ~ m' 
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Remarque 5.4 : Si un caractère de Hecke algébrique X prend ses valeurs dans un 

sous-corps k' de k c'est déjà un caractère de Hecke à valeurs dans k' il 

k' , et ceci suffit de voir que Xal g : RF!~C~m) ---7 ~m est déjà défini sur 

résulte de la densité de Zariski dans ~!~C~m) de l'ensemble des x totalement 

positif _ lem). On pour toujours prendre pour k' un sous-corps de k de degré 

fini sur ~. 

5.5 - Si € est une unité totalement positive = lCmod m) , on a 

. L'homomorphisme Xal g 
se factorise donc par le quotient 

par l'adhérence de Zariski du groupe E c F* des unités tota
m 

lement positives = l(mod m) 

D'après Serre [5JII§3, si k est une clôture algébrique de ~ , et que 

m est assez grand, les caractères TI nw 
W de ~/IIlC~m) de la forme sont 

caractérisés comme suit : il doit exister un entier N , le poids de X (ou de 

VI) , tel que pour tout élément cr de GaICk/~) conjugué à la conjugaison A,a g 

complexe, on ait n +n =N 
w a\ll 

Si FI est le plus grand sous-corps de F qui 

soit une extension quadratique totalement imaginaire d'un corps totalement réel 

Fi 
xllFI 

cela revient à dire que Xal g 
est de la forme , et que 

Si 'X est de poids N , pour tout idéal a de F x(a) est un nombre 

algébrique dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue NCa)N/2 

C[5JII§3 prop. 2). 

5.6 - Pour k un corps de nombres fixé, des conditions supplémentaires sont 

imposées à Xal g 
. Pour tout idéal a de F premier au conducteur, on a en effet 

C5.6.l) XalgCa) CXCa» 

de sorte que XalgCa) est principal. Puisque le groupe des idéaux fractionnaire de 

k est sous torsion, il suffit de prouver la puissance nième de C5.6.l) , n # 0 

convenable ; ceci permet de remplacer a 

avec x totalement positif = l(mod m) 

n 
par a donc de supposer a = (x) 

Il ne reste qu'à utiliser les définitions. 
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Ceci, joint à 5.5, montre que 'Xal g 
détermine la norme des en 

toutes les places de k 

5.7 - Le groupe Sm de Serre pourrait être caractérisé comme étant le groupe 

de type multiplicatif dont le groupe des caractères (sur n'importe quel corps) est 

le groupe des caractères de Hecke algébriques de conducteur ~ m (cf. [5Jll 2.1 et 

2.2). Sa relation avec les représentations t-adiques est expliquée en [5Jll 2.3. 

Théorème 5.8 ([5J) : Soit X un caractère de Hecke algébrique de F dans 

une extension finie de . Il existe alors un (et un seul) homomor-

(i) X
À 

est non ramifié en dehors du conducteur f de X et de t 

(u) Pour p un idéal premier de F premier à 

le Frobenius géométrique en p ,~ 

X (F ) = X(p) 
À p 

f et à t et F E GalCF/F)ab 
p 

5.9 - Dans la fin de ce paragraphe, nous donnerons un critère pour qu'une re-

présentation À-adique provienne ainsi d'un caractère de Hecke, et, au paragraphe 

suivant, nous l'appliquerons aux sommes de Jacobi. Nous retrouverons ainsi, un peu 

généralisés des résultats de Weil [8J [9], avec la seconde partie de la démonstra-

tion de Weil remplacée par un argument de cohomologie t-adique. 

Théorème 5.10 : Soient F de k deux corps de nombres, À une place de k de 

un homomorphisme, non ramifié 

en dehors de t et d'un ensemble fini S de places, On suppose qu'il existe un 

ensemble T de places (contenant S et les places au-dessus de t ), de densité 

o ,et un homomorphisme algébrique 'Xc: F* -----? kif tels que 

(i) Pour k une clôture algébrique de k ''Xc 

type considéré en 5.5, de poids N 
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X\ (Fp ) est dans kif , (X\ (Fp )) = Yo(p) 

X (F) sont de valeur absolue (NP)N/2 

, et tous 

les conjugués complexes de 
\ p 

Alors, XÀ. 
est défini (5.8) par un caractère de Hecke algébrique de F 

à valeurs dans k de partie algébrique Xo 

Soit X' un caractère de Hecke algébrique à valeurs dans une extension 

galoisienne finie k' de k , de partie algébrique Yo (5.5) Quitte à aggran-

dir T , on peut supposer que le conducteur de X' est à support dans T . Soient 

une place de k' au-dessus de le composé 

et défini par (5.8). Posons 

€ = 

L'hypothèse (ii), et 5.5, 5.6, 5.8 assurent que pour p ~ T , on a 

8(F ) E k'* , et que, dans tous les complétés de k', ce nombre est de norme 
p 

Il en résulte que €CF ) 
P 

appartient au groupe (fini) ~ racines de l'unité de 

k' D'après le théorème de densité de Cebotarev, et l'hypothèse de densité faite 

sur T les Fp(P $ T) sont denses dans Ga1(F/F)ab , de sorte que 

- ab 8(0) E ~ pour tout 0 E Gal(F/F) : le caractère 8 est un caractère d'ordre 

fini Ga1(F/F)ab ---> ~ . D'après la théorie du corps de classe, il correspond à 

un caractère d'ordre fini du groupe des classes d'idèles de F , i.e. à un carac-

tère de Hecke algébrique de partie algébrique triviale. Corrigeant X' par ce ca-

ractère, on se ramène à supposer que X
À

' = X~, , et il reste à montrer que X' , 

à priori à valeurs dans k' , est en fait à valeurs dans k . Si 0 E Gal(k'/k) , 

X' et X,O coïncident sur tout idéal premier p $ T , puisque 

X'(p) = X;,(Fp ) = X\,(Fp ) E kif. Les caractères X\' et X;,O coïncident donc 

sur une partie dense de Gal(F/F)ab , donc sont égaux, de sorte que 

X' = X,O : X' est à valeurs dans k 
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6. - Les caractères de Hecke définis par les sommes de Jacobi. 

L'idée de ce paragraphe est la suivante. Soit une somme de Gauss 

T
W 

(X,y) . Elle-même, et le faisceau correspondant J(X- ly ) sont deux fois liés 
q 

à la caractéristique p et au corps de base W q 

a) car il y apparaît le caractère additif y et le faisceau ;3«Y) 

b) car ;3«X) est défini à partir de la suite exacte de Lang 

Deux difficultés si on veut relever sur un corps de nombres F les constructions 

cohomologiques correspondantes, et trouver des représentations t-adiquesde 

Gal(F/F) où les valeurs propres de Frobenius soient des sommes de Gauss. 

Si x est trivial sur W* ,la somme T
W 

(y,y) est indépendante de 
q q 

, et est q fois une somme de Jacobi. Celle-ci est liée à la cohomologie de 

W,f/IGm ,à valeurs dans un faisceau déduit de y : y ,et la difficulté a), ont 

disparu. Pour résoudre b), il suffit de décrire les faisceaux utilisés à l'aide 

de suites exactes de KUmmer (qui ont un sens en toute caractéristique). C'est pos-

sible g~ce à 4.9. 

Une fois trouvées les représentations t-adiques, on utilise 5.10 et le 

théorème de Stickelberger pour montrer qu'elles proviennent de caractères de Hecke 

algébriques. 

6.1 Si E est un corps, de clôture algébrique Ë ,et que est un car ac-

tère d'ordre divisant n de ~d(Ë) ,on note n À le caractère de ~CË) tel que 

À et nÀ induisent le même caractère de ?lCl)Ë = t;!cm \.\n(Ë) 

un caractère de ?l(l)t 

De même pour À 

Soient F et k deux corps de nombres, F une clôture algébrique de 

F , l un ensemble fini muni d'une action de GalCF /F) une 

On suppose que Ài # l(i E 1) ,que 
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le produit des Ài est trivial et que la famille À est défini sur F i.e. 

que pour tout ° E Gal(F!F) 

L'ensemble galoisien l est l'ensemble des homomorphisme dans F d'une 

algèbre E séparable sur F Si C est l'ensemble des orbites de Gal(F!F) 

dans l on a une décomposition de E en produit de corps E = TT E 
aE C a 

, où 

s'identifie à l'ensemble des plongements de E dans 
a 

Si les caractères 

pour iEe. , sont d'ordre d 
a 

, le corps E contient les racines 
a 

d ièmes 
a 

de 

1 et il existe ), : I-ld (E )~kl, tel que, si E a correspond au plonge-
a a a -1 ment °i 

de E dans F , on ait d Ài Àaoi a a 

6.2 - Soient n > ° un multiple des d 
a 

r l'ensemble des places de F 

où E!F se ramifie ou qui divisent n ,I-l une place de k de caractéristique 

résiduelle t ,et A l'anneau des éléments de F entiers en dehors de r et 

t La clôture intégrale M de A dans E est finie étale de rang N = III sur 

A Avec les notations de 4.6, 4.8, les n'i définissent 

CV*/IC) ----7 k* c k* 
m n Il 

Soit a la projection de sur Spec(A) . D'après 4.20, le fais-

ceau est lisse de rang un ; il définit une représentation t-adique 

(ou simplement jl-l non ramifiée en dehors de ~ et t 

6.3 - Calculons . CF ) 
J Il p . D'après 4.20, il suffit de le faire après réduction 

modulo p Soient donc f = Afp , e M!pM et f la clôture algébrique de f 

définie par une place de F au-dessus de p On a encore l = HomfCe,f) . Après 

réduction, n~ admet encore une description 6.1 : 

a) Soit D l'ensemble des orbites de Gal(f!f) dans l 

en produit de corps s'écrit 

plongements de dans f 

e = TI e 
(3E D (3 J où 

Pour (3 E D 
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contenant ~ et d~ = daC~) . Soit 

b) Si 

par e 

mod p 

).~ fld (e~) ~ fld (E (~» 
"d( ê) ) klf 

~ ~ a 

i E l correspond au plongement dans , la réduction 

de est 

Soient le nombre d'éléments de x~ = ~}l"~ 
de coordonnées les 

(4.6), ou plutÔt sur le tore 

de Vlf/i& 
m 

. Dès lors 

Sur l'espace affine sur 

, on a des isomorphismes 

, et 

A/p défini 

Proposition 6.4 - Avec les notations de 6.2 et 6.3, jflCFp) est la somme de Jacobi 

JCX) 

Récrivons les formules liant 

-1 
À 0 [J. a ~ 

réduction de 

À 
a 

(Ài \ El à (x~) ~ E B: pour i E ~ c a 

fld CE ) -----7 klf 
a a 

e lf 
~ -----7 k* 

Théorème 6.5 - La représentation jfl est définie par un caractère de Hecke algé

brique de F à valeurs dans klf 

Nous le vérifierons à l'aide de 5.10. On rejoint ici la démonstration de 

Weil [8J [9J, par l'usage du théorème de Stickelberger, et je ne donnerai que quel-

ques indications. 

6.6 - Etant donné et une extension finie F'/F ,on 

vérifie à l'aide de 5.10 que est défini par un caractère de Hecke si et seule-

ment si j IGalCF/F') l'est. Cette remarque permet dans 6.5 de se réduire au cas 

où Galois agit trivialement sur l , et où F contient les racines nièmes de 
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n 

l'unité. On peut ensuite se réduire au cas où F ~(Vl) ,puis prendre k = F 

Dans ce cas, chaque est dé fini par ai E ?lIn : c'est 

On a Lai" 0 , et 

6.7 - Dans un corps de nombres, les places de degré 1 forment toujours un en-

semble de densité 0 En appliquant 5.10, on peut donc négliger les autres, et 

n'utiliser Stickelberger que pour un corps premier. Soient donc p premier, 

o < a < p-l ,x: lF;----'> ~~ le caractère "relèvement multiplicatif" et 

g ~ ~-aÇxE ~ (Ç) ,pour 
xE F,f p 

. ième une raCl.ne p ç de l • Notons encore x 

p 

l'entier dans [O,p-l] relevant x , et développons ÇX = O+n)x par la formule 

El . 
du binôme. On trouve g " _ A.nl. avec A. E de réduction mod p la somme 

i=O l. l. 

L -a x b divisible p-l L b 
Si i X ElF lf x (i) Pour non par on a xElF"x 0 <a 

p p 
(~) est un polynôme en x de degré i < a , d'où A. = O(mod p) De même, l. l. 

= .E.:!(mod 
a a 

A p) , et g~~ : la valuation de g estdonnée par v(g)/v(p)=----'l a - a! a. p-

6.8 - Soit ai (i E ?llni'J l'élément de tel que pour 

Çn=l ,et notons additivement le groupe des homomorphisme algébriques 
n n 

<Q(VOlf ~ ~(VO" • Pour À comme en 6.6, défini par une famille (ai)i El 

d'entiers mod n non nuls et de somme nulle 5.10, 4.15.1 et 6.7 montrent que 

j~rÀJ est défini par un caractère de Hecke algébrique j[aJ et que, si N est la 

norme, sa partie algébrique est donnée par 

(6.8.0 '\' '\ {ia,} (Nj[al) = L....., L----1 
alg i E (?lIn)" j El n 

Où { } est la partie fractionnaire. 

n 
6.9 - Le cas le plus intéressant est celui où F c ~(Vl) ,et où la famille 

des nÀi est construite comme suit : 

n 
a) On prend une famille finie (Aj ) jEJ d'orbites de Gal(lIl(vO/F ) H (?l 1 nH 

dans ?lIn . On suppose que A. 'i' {O} et que L a = 0 
J a E Aj 
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b) On prend l jfJAj Galois agit sur chaque 

c) On prend F ~ ~(~l) , k = ~(~l) et, si i E l 

À. (x) 
n ~ 

a 
" x 

A. 
J 

correspond à 

S01llllles trig. 

a E A. c (l'lIn)" 
J 

On vérifie à l'aide de 4.20 qu'un j~ général (relatif à FI ) se déduit 

d'un j~ comme ci-dessus (pour 
n 

F c ~CI[l) extension de F par restriction 

à GaICF/F
1

) et multiplication par un caractère d'ordre deux. 

Pour a E GalCk/~) =(l'l/n)lé , a transformé la famille des A. 
J 

en celle 

des . Si a EH , la famille des est donc préservée, et les . CF ) 
J~ p 

sont invariant par H 

Proposition 6.10 - Sous les hypothèses de 6.9, j~ est défini par un caractère de 

Hecke algébrique de F à valeurs dans F 

n 
Faisons à nouveau F ~(I[l) et considérons les caractères de Hecke 

j[aJ définis par une famille (a i \ El' ai E l'lIn , ai '" 0 , Lai = 0 . Le théo

rème suivant a été obtenu indépendamment par Vishik. 

n 
Théorème 6.11 - Tout caractère de Hecke algébrique de l!{CI[O a une puissance dans 

le groupe engendré par les j[aJ et la norme. 

Puisqu'on travaille "à torsion près", seule compte la partie algébrique 

des caractères de Hecke considérés. Appliquant 6.8.1 aux j[aJ ,avec a = un élé-

ment de l'lIn répété n fois, on se ramène au lemme suivant 

Lemme 6.12 - Notons tx/'j les éléments de l'algèbre de groupe ~[Cl'l/n)"] ,ll 

soit X le sous-groupe de ceux tels gue x
j 

+x 
-j 

C~ Alors, X est engendré 

~ III ~ N = I:0j 
et par les ga = I:ria}o-i 

n i Ca E l'l/n,a '" 0) 
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Tant X que Y = <N, (ga) > sont des idéaux de l'algèbre du groupe, 

et il suffit de vérifier qu'ils sont annulés par les mêmes caractères complexes 

X de (LZ/n) * . Ceci revient à dire qu'un caractère impair (X(j)=-'X(-j» n'an· 

nule jamais tous les ga . Si X est primitif, on a 

Dans le cas général, si X provient d'un caractère primitif de (Z/d)* 

X(gn/d) se ramène à une somme analogue sur (Z/d),:- , d'où le lemme. 
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7.- Sommes de Kloosterman généralisées. 

7.1 - Soient un corps fini à q éléments, et 1 un caractère additif 

non trivial. Dans ce paragraphe, nous faisons une étude cohomologique des sommes 

de Kloosterman généralisées 

Cl.1.U K n,a 

Pour a=O , cette somme est élémentaire (cf. 7.7) 

C7,1.2) K =(_U n- l 
n,O 

Le cas intéressant est celui où a ~ 0 . Les xi sont alors dans . Nous 

prouverons dans ce cas une majoration 

n-l 
Cl .1.3) IK 1 _< nq-Z-n,a 

Nos outils essentiels seront les énoncés cohomologiques de reflet les 

identités suivantes 

Cl.1.4) K =L 1(x
1

) _ / 1(X
2
+ ... +X ) n,a xl . "l'h ~a xl n 

L 1(X)Kn_l ,a/x (a ~ 0, xE JF* 

Cl .1.5) 

(] .1.6) 

q 

L K =L =a1 (Lxi ) " a n,a a 

Pour X un caractère non trivial de 

L 'f(Lx. ) 
x1,···,xn ~ 

JF* q 

Lx(a)K '" X(TI x. ).1 (rx. ) = (_T(X-I ,1»n 
n,a xl, ••• ,xn 1. 1. 

(somme de Gauss). 

0 

n 2: 2) 

7.2 - Soient k une algèbre étale de degré n sur JF q ,et ~(k) comme en 

(4.5.1). Posons 

~,a N 
)" )= 1 Tr(x) k~x a 

q 
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On a encore 

O.2.U 

(7.2.2) LK. '" 0 a --k,a 

0.2.3) ~ 'X(a)~,a 

~,a 

Par inversion de Fourier sur lF~ , on en déduit une expression de 

en terme de sommes de Gauss : 

~,a 

0.2.4) 

L'identité de Hasse-Davenport permet maintenant de comparer ~,a 

K n,a 

(7.2.5) ~,a 

à 

Je ne connais pas d'interprétation cohomologique de (7.2.4), mais j'en 

donnerai une de 7.2.5. Revenons aux sommes K n,a 

7.3 - Soit lF une clôture algébrique de et, pour a E lF soit 

ou simplement V a 
, l'hypersurface de /An d'équation x = a 

n 
. Comme 

d'habitude, nous regarderons ~ comme étant à valeurs t-adiques plutôt que complexea 

Avec la notation 1.8 (ii), (7.1.3) se déduit du 

Théorème 7.4 - La cohomologie de à valeurs dans vérifie 

(i) = 0 pour i" n-l 

(Ui) pour a" 0 ,dim H~-l = n 
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(iv) pour a o est canoniquement isomorphe à E 
} 

7.5 - Comme d'habitude, ce théorème contrôle aussi la dépendance de 

q ; pour chaque a E JF~ ,il existe 

al, .•. ,an ' de valeur absolue complexe 

n valeurs propres de Frobenius 
n-
-2-

q , telles que 

Sommes trig. 

K en 
n,a 

Pour n pair, x ~ -x est une involution de V 
a 

, qui transforme 

~(~) en son dual. Raisonnant comme en 3.6 , on en déduit une forme alternée non 

dégénérée canonique sur H~-l(Va,J(~» , à valeurs dans ~t(-(n-l» et le 

Corollaire 7.6 - Avec les notations de 7.5, si n est pair, les ai se groupent 

n 
~ "2 paires de racines a,a de produit égal à 

n-l q 

7.7 - Vérifions le cas a = 0 de 7.4 . L'hypersurface Va est la réunion 

des hyperplans de coordonnée xi o . Calculons la suite spectrale de Leray 

(2.6.1)* de ce recouvrement de Vo ,pour la cohomologie avec ou sans support à 

coefficient dans J(~) • D'après 2.7*, tous les termes initiaux sont nuls, sauf 

la cohomologie de l'intersection [O} de tous les hyperplans de coordonnée. Là 

subsiste un isomorphisme E
À 

qui justifie 7.4. 

Nous prouverons 7.4 et 7.8 ci-dessous par une récurrence simultanée sur 

n , en nous appuyant sur la suite spectrale dont (7.1.4) est le reflet. Ceci exige 

un contrôle de la dépendance en a de K n,a 

Soit rr: An ~/A l'application "produit des coordonnées", et cr la 

somme des coordonnées. Les hypersurfaces 

Théorème 7.8. - (i) Le faisceau 

(ii) son prolongement par 0 sur ~ 

V a 
sont les fibres de 1T 

est lisse de rang n ~ 

est l'image directe de sa restriction à 
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(iii) ~ 0 , la monodromie est unipotente, avec un seul bloc de Jordan 

l'inertie sauvage agit sans point fixe # 0 , et le conducteur de 

Swan vaut 1 

(v) i # n-1) 

Preuve de ce que 7.4 (pour une valeur donnée de n) implique 7.8 (pour la même 

valeur de n) • 

La fibre de Ri1T!6(Ya) en a est H!(Va ,6(Ya» , et sur l'ouvert dense 

1 i -1 i JA où les R 1T!6('!' a) sont localement constants, celle de R 1T"if3'(Ya) est 

Hi(V ,3'(Ya»(Th. Finitude, 2.1). L'hypothèse 7.4(n) nous fournit donc le 
a 

Lemme 7. 9 - ( i) o pour i # n-l 

n-l la fibre de ce faisceau en tout point a # 0 est de rang 

constant n En 0 , elle est de rang 

(iii) Sur un ouvert dense U 

7.10 - Nous allons maintenant utiliser la suite spectrale de Leray de TI 

pour la cohomologie avec ou sans support, à coefficients dans 3'(YO) • L'aboutis-

o (2. 7 l,) • En cohomologie à sup-

port propre, 7.9 (i) assure que pour q # n-l Les termes sont donc 

tous nuls : 

0.10.1) 

Pour p = 0 , ceci signifie que n-l 
R 1f,3'(YO) est sans section à support 

ponctuel. Vu la constance de rang 7.9 (ii), on en déduit 

0.10.2) Le faisceau Rn- l1Jj3'(YO) sur lAI est lisse sur /Al -fol , et est 

un sous-faisceau de l'image directe Q de sa restriction à lAI -fo} 
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La suite exacte longue de cohomologie de 

où le support de ~ est concentré en ° ,donne 

Les termes extrêmes étant nuls, 2 = ° et 

(7.10.3) est l'image directe de sa restriction à IAl_fo} 

Soit l'inclusion de lAI dans JPl . La version "catégorie dérivée" 

des suites spectrales de Leray est 

les faisceaux de cohomologie de ce complexé de faisceaux sont à support fini. 

D'autre part, la suite exacte longue de cohomologie du triangle 

(j,R'JT,J('l'O),RjlfR1f;fJ('l'O),t;) montre que lI*(JPl,t;) = ° . On a 

R*(JPl,t) = HO(JP1,ll*(t;)) ,et finalement t; = ° : 

En particulier, RlT,::Ji('l'O) ~ R'ff*J('l'O) et, ces complexes de faisceaux 

n'ayant qu'un faisceau de cohomologie non nul, 

(7.10.4) 

Ceci complète la preuve de (i) (ii) (v). 
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7.11 - Soient Sw
O 

et SWoo les conducteurs de Swan en 0 et en 00 de 

~1 ( ~l R TI,~ ra) . On a Xc(R TI,~(r0» = 0 (7.10.1) et la formule d'Euler-Poincaré 

(3.2.1) se réduit à 

7 .11.1) SwO + Sw
oo 

1 

un de ces conducteurs vaut 0 (ramification modéré~,l'autre vaut 

7.12 - Soit Q un faisceau de rang sur ~m ,du type kummérien 4.7 

(g Xn(X» et non constant (X ~ 1) Le faisceau ~(r0) ® TI'fQ sur 

V,f TI-1 (lIi
m

) = /An -TT-l(O) est alors du type rencontré dans l'étude des sommes de 

Gauss, et 4.11 (ii) nous donne 

La suite spectrale de Leray de TI transforme cet énoncé en 

0.12.2) 

Soit il' inclusion de ~ dans ]pl 
m 

, et 6. le mapping cylinder de 

( n-1 n-l 
Ô : i, Q® R TI,~(r» --? Ri*(Q® R TI,3'(,!,o» (où n-l = Rn-lTI ) Rai-R TI, * 

sonnant comme en 7.10, on déduit de (7.12.2) que t::. = 0 En particulier 

n-l ( 0.12.3) En 0 et en 00 , l'inertie agit sans point fixe j 0 sur Q ® R TI!~'fa) 

En , ceci vaut même si Q est trivial (7.10.4), de sorte que l'iner-

tie sauvage agit sans point fixe. En particulier, la ramification est sauvage; 

d'après 7.11, on a Sw = 1 
00 

, et la ramification en 0 est modérée. 

En 0 (7.12.3) impose à la ramification - modérée - de 

être unipotente. D'après (7.10.3) et 7.9 (ii), on a un seul bloc de Jordan. Ceci 

achève la preuve de 7.8 (n) 
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7.13 - Pour n = 1 ,7.4 est trivial. Pour achever la preuve de 7.4 et 7.8, il 

nous reste à prouver que 7.8, pour une valeur donnée de n ,implique 7.4, pour 

n+l . Le cas a=O ayant été traité (7.7), on suppose que a~O . On écrira 

X O'·· .,xn pour les coordonnée s de An+l Soient g xo V ~II) , 'f l'in-a m 

volution x~ax -1 de II) et soit plus haut le produit des , comme TI coor-
m 

données : lA n ~ lAI et cr leur somme. On notera J(ro) le faisceau 

7.14 - Ecrivons la suite spectrale de Leray de g Le faisceau sur An+l 

étant produit tensoriel externe des faisceaux J(Y) sur sur fAn , 

on trouve Ccf. 7.1.4) 

Le faisceau ;t(r) sur I&m est sauvagement ramifié en et non ramifié en 0 

tandis que T*RqTI,~(ro) est sauvagement ramifié en 0 (sans invariant sous l'i-

nertie sauvage, de conducteur de Swan 1) et modérément ramifié en Leur produit 

tensoriel est donc 

a) sauvagement ramifié en 0 et , sans invariant sous l'inertie sauvage 

b) de conducteur de Swan l en 0 et n (le rang de RqTI,J(r» en 

On a 

d'Euler-Poincaré donne enfin 

dim 'EPq l+n 2 

ceci achève la démonstration. 

o sauf pour p 

Remarque 7.15.- L'isomorphisme obtenu en 7.14. 
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Cl .15.0 

permet, avec les notations de 7.5 ,de calculer le produit det(F) des valeurs 

propres Œi de Frobenius. Le formalisme de [2J s'applique, puisque ~(~) et 

n-l 
R TI,3'(~ cr) appartiennent à des systèmes compatibles infinis de représentations 

t-adiques. Ceci nous ramène à des problèmes locaux, qu'on peut simplifier en notant 

que (cf.[2J 9.5 

a) les constantes globales pour 3'(~) sont aisées à calculer, 

la cohomologie de ces faisceaux étant de nature triviale. 

b) en tout point, pour l'un ou 1 ',autre de ces faisceaux, la représentation t-adique 

correspondante du groupe de décomposition a une semi-simplifiée non ramifiée. 

Le résultat, pour la somme à n variables, est que 

(7.15.2) 

Remarque 7.16 - Pour p = 2 

n(n-l) 
--2-

q 

le faisceau J(~) est orthogonal. Pour a ~ 0 et 

n impair, on en déduit par 7.4 (ii) et dualité de Poincaré une forme bilinéaire 

symétrique sur , à valeurs dans ~t Cl-n) . Relativementl~ncette 

forme, F est une similitude orthogonale de multiplicateur n-l 2'" 
q ,et q F 

appartient au grou~spécial orthogonal, d'après 7.15.2 . Une des valeurs propres 

de F est donc 

de produit n-l 
q 

2 
q , et les autres se rangent par paires de racines 

Pour n = 3 ,L. Carlitz [lJ a obtenu un résultat plus précis, équiva-

lent à la proposition suivante. 

Proposition 7.17 - Pour p 2 

TrJF IJF (x) 

~(x) = (-1) q 2 , on a un isomor-
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La puissance tensorielle seconde de est 

H~(V! X v!' J('I:'O) llII J('I:'O)) (KUnneth) , la symmétrie x ® y ------7 Y ® x se représen-

tant géométriquement comme -T* où T est l'automorphisme (x,y) ~ (y,x) de 

x' est le quotient de v! X v! par 

X' ,le groupe Sym2Hl (Vl ,J('I:'0)) 
c a 

[Id,T} et n la projection 

s'identifie donc à la coho-

mologie de X' à coefficient dans la partie antiinvariante par T de 

nl,(J('I:'o) iii J('I:'O)) . Notons s la fonction sur X' telle que sn = oprl +opr2 

On a J('I:'o) llII J('I:'o) = J('I:'(opr l +opr
2

)) = J('I:'sn) = nlfJ('I:'s) (isomorphisme compatible 

à T). Sur l'image n(6) de la diagonale, le faisceau d'antiinvariants cherchés 

est donc nul, tandis que sur le complément X = X'-n(6) ,c'est le produit ten-

soriel de J('I:'s) par g(p) ,pour g l'unique caractère d'ordre 2 de [l,T} , 

et P le [l,Tl-torseur sur X qu'est le revêtement double induit par 

vI X VIOn a 
a a 

0.17.0 

Calculons X , s et €Cp) . Sur ,posons Xl =xl 0 pr l 

Identifions 

fonctions sur X' et fonctions sur X invariante par T . Soient sl=xl+xi 

On a 

Sur X on a donc 

Sur X ,le revêtement P admet pour 

2 -1 
équation T -slT + as l s 2 (prendre pour T la coordonnée xl)' Si T = slt 

2 -1 -1 -1 -1 cela se récrit t -t + aS l s2 . On a donc g(p) = J('I:'(as
l 

s2)) Puisque 

( -1 -1 
s = sl+s2 ,on a J('I:'s) ® g(p) = J 'I:'(sl+s2+asl s2) et le second membre de 7.17.1 

s'identifie au premier membre de 7.17. 

Remarque Hl(Vl,J('I:'O)) est aussi le premier groupe de cohomologie de la courbe 
c a 

elliptique complétée de la courbe affine d'équation 

= a 

son invariant modulaire est a-2 
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Remarque 7.18 - Pour y. un caractère multiplicatif de 

méthode de 7.14 s'applique à l'étude de la somme 

JFlf 
q 

, et 
a " 0 , la 

(remplacer le faisceau J(î) sur ~m par J(y'.î» . On trouve encore une cohomo

logie de dimension n+1 , et IS\ S (n+l)qn/2 . De telles sommes ont~é consi-

dérées par Salié et Mordell. (Mordell, Some exponential sums, Proc. Int. Conf. on 

number theory, Moscow sept. 1971, p.30-34). 

On peut espérer que nos méthodes permettent aussi d'étudier les sommes 

L N(x)=a y'(x)~ Tr(x) 

(k algèbre étale sur JF q , a E 

(pour a" 0 ) devrait être vrai. 

7.19 - Le groupe symétrique 

, y. caractère de k*) . L'analogue de 7.4 

agit sur /An en respectant V a 
et l'applica-

tion 0 donc aussi le faisceau J(îo) , image réciproque par 0 du faisceau 

J(î) sur ~ . Il s'agit donc sur 
a 

terprétation cohomologique suivante 

Proposition 7.20 - L'action de 

le caractère signe 

sur 

(Va,J(îO» . La formule 7.2.5 admet l'in-

Hn-l(V ,J(îo» est la multiplication par 
c a 

Ceci revient à montrer qu'une transposition T agit par multiplication 

par -1 • Puisque 
2 

T 1 , T ne peut avoir pour valeur propres que ±l • Soit 

va/T le quotient de V 
a pour . L'application cr , donc le faisceau 

, passent au quotient, et le sous-espace de fixe par Test 

Il nous faut prouver que cette cohomologie est nulle. 

Supposons que a " 0 . Pour T (1,2) le quotient 

à ~a X ~:-2 , avec pour application de passage au quotient 

. En effet, 
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à l'ordre près par xl + Xz et a/x3 · • ,xn En ces coordonnées 

(t,x3 , ... ,Xn ) , le faisceau s'écrit .. +x
n

) ) 

La formule de Kunneth, et H~(~a'~(~» = 0 , fournissent donc la nullité demandée. 

Pour a = 0 ,on peut déduire 7.20 du calcul 7.7 

7.21 - Les sommes K de ce paragraphe ont été étudiées par S. Sperber, dans n,a 

sa thèse, et dans (p-adic hypergeometric functions I, II, à paraître) par des mé-

thodes p-adiques inspirées de Dwork et de l'article de Bombieri (on exponential sums 

in fini te fields, Ann. J. Math. 88 (1966». Pour p ~ 2 ces méthodes lui donnent 

la dépendance en q 7.5 ,l'équation fonctionnelle n-l -1 
ai q ~i entre les va-

leurs propres de Frobenius pour les sommes K n,a et K si b = (_l)n a Ccf.7.6), 
n,b 

et la valeur 7.15 du produit des racines. Pour p ~ n+3 il détermine de plus les 

valuations p-adiques des racines. Le résultat est très beau si on range les racines 

ai dans un ordre convenable, avec 0 ~ i < n , les sont des unités. Les 

restrictions sur p ne sont sans doute pas essentielles. 
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8. - Autres applications. 

8.1 - L'identité 1.9.4 peut parfois être utilisée pour calculer le nombre de 

points rationnels d'une variété algébrique sur lF 
q 

• Dans la plupart des cas oü 

un résultat exaèt a été obtenu, la cohomologie s'exprime en terme de cycles algé-

briques; tel est le cas pour les surfaces rationnelles, les quadriques, les in-

tersections lisses de deux quadriques de dimension impaire, les variétés de dra-

peaux ... Ce n'est toutefois pas toujours le cas; dans le très bel article de 

Lusztig : "Coxeter orbits and eigenspaces of Frobenius (Inv. Math., à paraître)", 

les cycles algébriques n'apparaissent pas. 

8.2 - Pour les groupes réductifs, la cohomologie peut se calculer en se rele-

vant en caractéristique 0: si B est un sous-groupe de Borel de G G est un 

B-torseur sur G!B; la cohomologie de la variété projective et lisse G!B est 

invariante par spécialisation, et on utilise la suite spectrale de Leray de 

G ~ G!B pour prouver le même résultat pour G Elle s'exprime commodément 

en terme du tore maximal T de G et de l'action du groupe de Weil W sur T 

(pour la définition du tore maximal, cf. Bourbaki, Lie VIII §5 Rmq 2 ou (3J p.105). 

c'est l'algèbre extérieure de sa partie primitive, qui coîncide à un décalage près 

avec le quotient l (H~fCBG, IIlt» de la cohomologie de BG formé des "éléments in-

décomposables", et H*(BG,l1
t

) 

de T ,on a au total 

H*CBT,lIl
t

)W . Si X est le groupe des caractères 

Si G est défini sur un corps fini lF
q , Gal(lF!lF ) . q agit sur X et cet iso-

morphisme est compatible à Galois. Passant de là à la cohomologie à supports pro-

pres, on trouve les formules classiques pour le nombre de points rationnels de G 

Si F*: X ~ X est défini par le morphisme de Frobenius F: T ~ T ,et 

est le degré qdimG de F: G ~ G , on a 

(8.2.1) 

230 



- 64 - Sonnnes trig. 

La même formule vaut pour les groupes de Ree et de Suzuki ; ces groupes 

sont de la forme GF (G réductif, F2 un Frobenius), et il suffit de vérifier 

que la formule des traces de Lefschetz est vraie pour F agissant sur G • Si 

B est un sous-groupe de Borel stable par F on le vérifie' directement pour F 

agissant sur B ,et pour l'action sur G/B , propre et lisse, on peut invoquer 

les théorèmes généraux. 

8.3 - La formule des traces a été utilisée par Deligne-Lusztig [3],Kazhdan 

[4J et Springer [6J dans l'étude des représentations complexes des groupes finis 

• Les travaux de Kazhdan et Springer con-

tiennent des exemples admirables de comment la formule des traces permet le "pro_ 

longement analytique" d'une situation déployée à une situation non déployée (cf. 

1.13 ). 
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Théorèmes de finitude en cohomologie t-adique 

1. - Enoncé des théorèmes. 

Dans tout cet exposé, S sera un schéma noethérien et A un anneau noe-

thérien à gauche, de torsion annulé par un entier inversible sur S • Notre ré-

sultat principal est le suivant. 

Théorème 1.1 - On suppose S régulier de dimension 0 ~ . Soient 

f : X ~ Y un morphisme de S-schémas de type fini et J un faisceau cons truc-

tible de A-modules à gauche sur X • Alors, les faisceaux 
i 

R f'fJ sont cons truc-

tibles. 

La preuve sera donnée au paragraphe 2 et en 3.10. 

Remarque 1.2 - En caractéristique 0 ,ce résultat est moins général que SGA 4 

XIX paragraphe 5, qui prouve la conclusion du théorème pour tout morphisme de type 

fini de schémas excellents de caractéristique 0 . La démonstration de SGA 4 XIX 

utilise d'une part la résolution des singularités, d'autre part que les schémas 

soient d'égale caractéristique (pour pouvoir déduire de la résolution le "théorème 

de pureté"). 

Remarque 1.3 - Nous dirons qu'un complexe K E ObD(X,A) est constructible si ses 

faisceaux de cohomologie sont constructibles et nous noterons avec un indice c la 

sous-catégorie de D(X,A) (ou ,D-,D
b

) formée des complexes constructibles. 

Dans le langage des catégories dérivées, que nous utiliserons librement, 1.1 dit 

+ + 
que Rf,,: D (X,A) --? D (Y,A) envoie D+ dans D+ 

c c 
Explici tons 

a) Pour K réduit à un faisceau J en degré 0 l'énon-

cé dérivé implique donc le théorème. 

b) Dans l'autre sens, on invoque la suite spectrale 
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Parler le langage des catégories dérivées à l'avantage de remplacer par une 

simple formule de transitivité R( fg) _:; = Rf l;Rg lf une sui te spec trale de Leray 

Sous les hypothèses de 1.1, il résulte de SGA 4 X que Rf lf est de dimension 

cohomologique finie. Cela permet ci-dessus de remplacer par D,D ou 

1.4 - Les idées de la démonstration. 

a) La dualité de poincaré permet de traiter le cas où X est lisse, ;y localement 

constant, et Y = S . L'hypothèse de dimension apparaît pour calculer des RHom 

sur S 

b) On factorise f en ~j g propre et plongement ouvert. On a Rf", '" Rg*Rjlf et 

le théorème de finitude pour les morphismes propres contrôle Rg" . Dévissant, on 

se ramène à supposer X lisse, ;y localement constant, f un plongement ouvert 

et Y propre sur S 

c) Une récurrence sur dim X (avec changement de S) permet, grosso modo, de sup-

poser le théorème vrai en dehors d'une partie de Y finie sur S . Notant 

a : X ---7 S et b : Y ---7 S les morphismes structuraux, on montre alors que si 

le théorème était faux pour ;y et Rf* ' il le serait aussi pour ;y et 

Rb"Rf* '" Ra* : contradiction. 

Corollaire 1.5 - Sous les hypothèses du théorème, les catégories Dc(X,A) et 

Dc(y,A) sont transformées l'une en l'autre par les 4 opérations Rf lf , Rf, ' f l;, , 
Rf" 

Rflf est traité ci-dessus, Rf, en SGA 4 XVII 5.3, flf est clair. Reste 
, 

Rf" Le problème est local, ce qui permet de supposer que f se factorise en 

X ~ Z ~ y (i plongement fermé et g lisse, purement de dimension rela-

tive n ). La dualité de Poincaré 
, 

RgK(n)[2nl 
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- 3 Th. finitude 

nous ramènent à prouver 1.5 pour i Pour tout L E D(Z,A) si est l'in-

1 
clusion dans Z de U = Z-X ,i,~Ri'L est le mapping cylinder de K ----7 Rj,)"K 

et 1.5 pour i résulte de 1.1 pour 

Corollaire 1.6 - Soit X comme dans le théorème, et supposons A commutatif. 

Alors, si :J et Cl sont des faisceaux constructibles de A-modules sur X ,les 

sont constructibles: dans 

Par dévissage de :J on se ramène à supposer :J de la forme j,:J
l 

Cj y ~ X un plongement localement fermé et :JI localement constant sur y). 

On a alors 

d'après 1.3, nous sommes ramenés au cas où :J est localement constant - voire 

constant puisque le problème est local. Pour :J localement constant constructible, 

et de même pour R~m . Pour :J constant, on 

peut donc calculer les ext
i 

à l'aide d'une résolution projective de type fini de 

sa valeur constante, et les ext
i 

sont constructibles si ç l'est - d'où le 

corollaire. 

Remarque 1.7 - Puisque Rf" est de dimension cohomologique finie, il transforme 

complexes de Tor-dimension finie (resp. ~ d) en complexes de Tor-dimension finie 

(resp. ~ d) (SGA 4 XVII 5.2.11). SGA 4 XVII 5.2.10 et la preuve de 1.5 montrent 

J 
alors que la Tor-dimension finie est stable par les 4 opérations Rf", Rf l' fl:-, Rf" 

Une variante de celle de 1.6 (dévisser K selon une partition de X pour suppo-

ser les faisceaux de cohomologie localement constanffi, puis se localiser pour rem-

placer K par un complexe fini de faisceaux localement libres de type fini) montre 

alors que, pour A commutatif, R~m induit 

R~m 

(t. f. tor-dimension finie). 
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1.8 - Sous les hypothèsesdu théorème, la même méthode nous permet de prouver un 

théorème de bidualité locale K ~ DDK (paragraphe 4). Nous prouvons aussi un 

théorème de finitude pour les faisceaux de cycles évanescents. Pour S quelconque, 

on obtient encore un théorème "générique" : 

Théorème 1.9 - Soit F: X ---7 Y un morphisme de S-schémas de type fini et J un 

faisceau constructible de A-modules sur X . Il existe un ouvert dense U de S 

(i) Au-dessus de u les sont constructibles, et nuls sauf un nombre fini 

d'entre eux. 

(ii) La formation des Rif.:<J est compatible à tout changement de base S' --7 UeS. 

Pour S le spectre d'un corps, on a U S 

Si S est le spectre d'un corps, un argument de passage à la limite fournit 

la compatibilité aux S-changements de base des Rif pour tout morphisme quasi-com,< 

pact quasi-séparé de S-schémas et tout faisceau J 

Corollaire 1.10 Soient X un schéma de type fini sur k séparablement clos et 

J un faisceau constructible de A-modules. Alors, les J) sont de type fini. 

C'est le cas particulier S Spec(k), y S 

Corollaire 1.11 Soient X et Y deux schémas de type fini sur k séparablement 

clos et K E Ob D-(X,A
o

) ,L E Ob D-(Y,A) des complexes de faisceaux de modules 

à droite et à gauche. La flèche de KUnneth 

L L 
Rr(X,K) 0 Rr(Y,L) -----'7 Rr(X X y,prt'K ® 

est un isomorphisme. 

On procède comme en SGA 4 XVII 5.4.3 
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changeant de base par b , on trouve que Rpr2,;pri-:K est b'-'Rr(X,K) . On a alors 

(cf SGA 4 XVII 5.2.11 et preuve) 

L 
Rr(X X Y, prt'K <81 

L 
R,(Y, (Rpr 2 ,-,prfK) <81 1) 

L 
Rr(y , Rpr 2,f( pr t'K <81 

L 
Rr(y , b,;Rr(X, K) <81 1) 

L 
Rr(X,K) <81 Rr(Y,L) 

1.12 - Enfin, comme contre-partie locale de 1.9 (ii), nous prouverons un théo-

rème d'acyclicité locale générique (2.13). 
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2. - Théorèrres génériques. 

Dans ce paragraphe, nous prouvons 1.9 et le théorème d'acyclicité locale 

générique 2.13 . Pour prouver 1.9, on se ramène aussitOt à supposer 8 intègre. 

80it ~ son point générique. 

2.1 - Nous commencerons par prouver 1.9 sous les hypothèses additionnelles sui-

vantes : X est lisse sur 8 , purement de dimension relative n A = 'lZ/m 

J est localement constant et Y = 8 . Soit J' = ~m(J,'lZ/m) . Nous allons mon

trer que si les Rif J' , sont localement constants, les conclusions de 1.9 valent 

pour U S • Rappelons que si ~ est un faisceau localement constant cons truc-

tible, les Exti(~,q) se calculent fibre par fibre, et sont constructibles si q 

l'est. Rappelons aussi que 'lZ/m est un 'lZ/m- module injectif, et est le module 

dualisant, de sorte que J R l:!omCd' ,'lZ/m) • La dualité de Poincaré 

pour K d' L 'lZ/m 
, 

Rf L 'lZ/m [2nJCn) , fournit donc 

i 
~mCR f,d' ,'lZ/m) (-n) 

Le faisceau au second membre est localement constant, de formation compatible 

à tout changement de base -d'où l'assertion. 

2.2 - Prouvons 1.9 sous les hypothèses additionnelles X est lisse sur S, d 

est localement constant et Y = S 

a) Décomposant X en composantes connexes, on se ramène à supposer qu'il est pu-

rement d'une dimension relati,ve n sur 8 

b) Décomposant A en produit, on se ramène à supposer que tmA = 0 , avec t 

premier inversible sur 8 ; on filtre alors d par les tkJ pour se ramener, 

par la suite spectrale correspondante, au cas où td = 0 . On peut alors remplacer 

A par A/tA et supposer que tA = 0 
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c) Remplaçant S par U convenable, on peut supposer qu'il existe un revêtement 

galoisien fini étale XliX , de groupe de Galois G , telle que l'image réci-

proque ;'1 de soit un faisceau constant, de valeur constante F 

Notant f
l 

la projection de Xl sur S , on a alors 

On dispose aussi de la suite spectrale de Hochschild-Serre (ou de Leray pour le 

recouvrement XliX) 

D'après 2.1, on peut supposer, quitte à rétrécir U, que les Rifl1fLZlt sont 10-

calement constants, de formation compatible à tout changement de base. La même 

propriété vaut alors pour les R
i

f ,f3' . Enfin, si Tl est un point géométrique 10-

calisé au point générique Tl de S , les 
i 

R f*3' sont presque tous nuls, car 

2.3 - Prouvons par récurrence sur n que 

(lf)n Les conclusions de 1.9 sont vraies lorsque dimX
n

:::: n et que f est un plon

gement ouvert d'image dense. 

Pour n 

Supposons (lf) 
n-l 

o ,quitte à rétrécir S , on a X 

, et prouvons ( lf) 
n-l 

y : (lf) est évident. 
o 

, on peut remplacer "plon-

gement ouvert" par "plongement" comme on le voit en factorisant en plongement ou-

vert et plongement fermé. 

Lemme 2.4 - Quitte à rétrécir S les conclusions de 1.9 valent au-dessus de 

y' c Y le complément Y
l 

de y' étant fini sur S 

L'assertion est locale sur y , qu'on peut supposer affine 

L' hyptohèse de récurrence (lf) n-l s' appl ique à 
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Il existe donc pour chaque un ouvert dense U. de lAI tel que les conclu-
~ S 

sions de 1.9 valent au-dessus de elle valent au-dessus de la réunion 

des , et 2.4 en résulte. 

2.6 - Prouvons (l~)n pour X lisse sur S et J localement constant sur X 

Le problème étant local sur Y ,on peut supposer Y affine, puis projectif 

(remplacer Y par son adhérence dans un espace projectif). Soient i : YI ~ Y 

et j : y' -----? Y garantis par 2.4. 

quitte à rétrécir S , on sait que est constructible, de formation com-

patible à tout changement de base en S 

constructible, de formation compatible à tout changement de base. 

Appliquons Rb,; au triangle défini par la suite exacte 

on obtient un triangle 

dans lequel les deux premiers termes sont constructibles, de formation compatible 

à tout changement de base en S (pour le 1er, d'après le théorème de finitude pour 

le morphisme propre b). Il en va donc de même pour le troisième. Puisque b
l 

est 

fini, on en déduit que ilfRf,:.J est constructible de formation compatible à tout 

changement de Base en S , et de même pour Rf,fJ par (1). 
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2.7 - Prouvons (")n en général. On commence par se ramener au cas où dans x 

existe un ouvert dense V lisse sur S . Pour S spectre d'un corps parfait, il 

suffit de remplacer X par X
red 

(et y par Y
red

) . En général, il faut rape-

tisser S ,faire un changement de base fini radic~l et surjectif S' ~ S 

et remplacer X et Y par X
red 

et Y
red 

. La topologie étal·e étant insensible 

aux morphismes finis radiciels et surjectifs, ceci est innocent. Quitte à rétrécir 

V ,on peut supposer ~ localement constant sur V 

V <.;c_"-----':» X L-----:
f=--->-> y 

Définissons 6 par le triangle 

(l) 

Les faisceaux de cohomologie de 6 sont à support dans X-V 

L'hypothèse de récurrence permet donc de supposer que Rf,;6 

Appliquons Rf" au triangle (1) ; on trouve un triangle 

, et dim(X-V) < n 
Ti 

est constructible. 

dans lequel deux des sommets sont constructibles de formation compatible à tout 

changement de base en S • Le troisième l'est donc également. 

2.8 - Prouvons 1.9. Le problème est local sur Y ,qu'on peu~ supposer affine. 

Prenant un recouvrement affine de X et invoquant sa suite spectrale de Leray, 

on se ramène à avoir X également affine. Tout ceci pour assurer qu'on puisse 

factoriser f en un plongement ouvert suivi d'un morphisme propre f = gj 

d'où Rf,; = Rg,;Rj'f . Le plongement ouvert est justiciable d'un ('f)n ' le mor-

phisme propre du théorème de finitude. 

Les corollaires suivants se prouvent comme au paragraphe 1. 

Corollaire 2.9 - Sous les hypothèses du théorème, pour ou 

D~(y,A) respectivement, il existe un ouvert non vide U de S au-dessus duquel 

soient dans ou et de formation 
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compatible à tout changement de base S' ----7 U c S 

Corollaire 2.10 - Soit X comme dans le théorème, et supposons A commutatif. 

Alors, si 3' et Q sont des faisceaux constructibles de A-modules sur X 

au-dessus d'un ouvert dense U de S sont encore constructibles, 

de formation compatible à tout changement de base S' ----7 U S 

2.n - Si x est un point géométrique d'un schéma X , nous noterons X 
x 

l'henselisé strict de X en x . Pour f: X ----7 S et t un point géométrique 

de S nous noterons X
t 

la fibre géométrique de X en t Enfin, pour x 

un point géométrique de X ,et un point géométrique de Sf(x) ,(Xx) test 

la fibre en t .de Xx ----7 Sf(x) 

Définition 2.12 - Soient X -----7 S _El..L K E Ob D+CX,A) . On dit gue f ~ 

localement acycliiue en x rel. K , si pour tout point géométrique 

~ RT'(X x,K) ~ Rr'Cx x, t ,K) On dit que ~ localement acyclique, 

rel. K si c'est vrai Qour tout x et universellement localement acyclique, 

rel. K _'Ü_ cela reste vrai aErès tout changement de base S' ---7 S 

Théorème 2.13 Soit f: X ----7 S un morphisme de type fini et 3' constructible 

~ X . Il existe un ouvert dense U de S au-dessus duquel est universel-

lement localement acyclique, rel. J 

Nous admettrons le résultat suivant, prouve dans l'appendice. 

Lemme 2.14 Si g est lisse, et f universellement 

localement acyclique rel. K alors gf l'est aussi. 

On se ramène à supposer S intègre, de point générique ~ , et on pro-

cède par récurrence sur 

currence que 

dim X 
~ 

On commence par déduire de l'hypothèse de ré-

(A) Quitte à rétrécir S ,il existe TeX ,fini sur S ,tel que f soit 

universellement localement acyclique en dehors de T 
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Cette question étant locale, on se localise sur X et on factorise f en 

X ~ ~~ ~ S . L'hypothèse de récurrence s'applique à u et on conclut 

par 2.14 et les arguments habituels. 

Pour prouver le théorème, on peut supposer X propre, puisque le problème 

est local. On rétrécit S pour que les soient localement constants et 

que CA) soit applicable, et on utilise le lemme suivant. 

Lemme 2.15 - Soient f: X ~ S , propre, et J constructible. On suppose que 

sont localement constants et que, en dehors de TeX fini sur S 

f soit localement acyclique rel.~ J Alors, f est localement acyclique 

rel. à J 

Soient un point géométrique de S , Ss le localisé strict de S en 

et t un point géométrique de 

S 
s 

S 
s . Soient X

Cs
) l'image réciproque de X sur 

Notant encore J l'image réci-

6 le mapping cylinder de cette application. Ses faisceaux de cohomologie sont à 

support dans 

RfCX
S

,6) = 0 

RrCX s ' i l}R3*J) 

T s 
. Pour prouver que 6 = 0 , il suffit donc de prouver que 

Ce morphisme de spéciali-

sation est par hypothèse un isomorphisme, et 6 = 0 

Corollaire 2.16 - Pour S le spectre d'un corps, tout S-schéma X est universel

lement localement acyclique, rel. K , quel que soit K E Ob D+CX,A) 

Se déduit de 2.13 par passage à la limite (possible, car U de 2.13 est 

toujours égal à S 
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3. - Preuve de 1.1 et constructibilité des faisceaux de cycles évanescents. 

3.1 Soit S un trait strictement local (le spectre d'un anneau de valuation 

discrète hens~lien à corps résiduel séparablement clos). On note s et 'Il ses 

points fermé et générique, et 'Il un point géométrique localisé en 'Il (une clô-

ture séparable de ken»~ Soient X sur S et J un faisceau sur X
n 

. Rap-

pelons la définition des faisceaux de cycles évanescents Ri,+, (J) 
~T1 

sur X
s 

' munis d'une action de Gal(r/n») 

j : , et j le composé 

. Soient i : X "---7 X 
s 

on a 

(des faisceaux 

Voici le théorème principal de ce numéro. Il améliore SGA 7 XIII 2.3.1, 

2.4.2. 

Théorème 3.2 - On suppose X de type fini sur S et J constructible. Alors, les 

faisceaux de cycles évanescents (J) sont constructibles. 
'Il 

On procède par récurrence sur la dimension n de X 
Tl 

supposer - et on suppose - X dense dans 
'Il 

pas les , qui sont à support dans X 
n 

Lemme 3.3 - Si 3.2 est vrai en dimension de 

X (remplacer X 

X < 
'Il 

n , ~ 

. On peut par ailleurs 

par X ne change 
Tl 

dim X = n , il 
Tl 

existe des sous-faisceaux constructibles Yi des Ri,!, (J) tels que les supports 
Tl 

des sections locales de Ri~ (J)/Q. soient finis. 
'Il L 

Soit s'un point générique géométrique de la droite affine sur , et 

soit S' le localisé strict en s' de la droite affine #Il 
S 

sur S c'est 

encore un trait strictement local, et les uniformisantes pour S sont des uni-

formisantes pour S' 
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Soit k' . Si S est le normalisé de S dans k' est le 

corps des fractions du localisé strict de /A§ en s' ; c'est donc un corps, et 

Soit n' le spectre d'une clôture algébrique de k' 

Le groupe de Galois P Gal(n'/k') est un pro-p-groupe, pour p l'exposant carac-

téristique de k(s) 

Lemme 3.4 - Pour tout schéma x' sur S' , et tout faisceau x' = X' n T]' 

on a entre les faisceaux de cycles évanescents pour X'/S' et pour X'/S la re-

Le diagramme suivant compare les morphismes utilisés dans la définition de 

R'l' pour X'/S' et X'/S 

X~"'VP.O(k')~ li\ x/s, 
)l------..",.>X,/' ~S 

T] n 

et le lemme résulte de la suite spectrale de Hochschild-Serre, compte tenu de ce 

que P est un pro-p-groupe, avec p inversible dans A 

Prouvons 3.3. La question est locale; ceci permet de supposer X affine, 

n 
X c lAS .Soient f l'une des projection 

XXh\l S' de X 
S 

et 3' l'image inverse de 3 sur x' 

3' sur x' > S' 

1) 
f 

lÀ 
3 sur X > /i S 
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On a, sur x' s x' , s 

14 

ce faisceau est constructible, car l'hypothèse de récurrence s'applique à X'/S' 

et on utilise le lemme suivant appliqué à c /An et aux faisceaux de cycles 
s 

évanescents. 

Lemme 3.5 - Soient /An l'espace affine type de dimension n sur un corps k 

un faisceau de A-modules sur X et n un point générique géométri-
pr. 1 

. Soient X-. la fibre générique géométrique de XC/An ~ /A 
11,1 

et 3'- . 
11,1 

la restriction de 3' à 
i 

. Si les sont constructibles, il 

existe 3" C 3' ,constructible, tel que les sections locales de 3'/3" soient à 

support fini. 

Par passage à la limite, pour chaque 

a) Il existe un voisinage étale U de 11 et un faisceau constructible ~ sur 

de res tri c tion à X- . 
11,1 

b) Pour U convenable, l'isomorphisme ~- . 
11,1 

u ~ -----7 3'U, i où 3'U, i est l'image réciproque 

('jl XU, i -----7 X Le morphisme u définit v. ; 
1 

On a (3'/3'!)- . 
1 Tj,1 

0 et on prend pour 3" la somme 

provient de 

de 3' sur XU,i Soit 

('jl! ~ -----7 3' , d'image 3'! 
1 

des 3'! 
1 

3.6 - Prouvons 3.2 en dimension n . On peut supposer X affine ( car le problème 

est local sur X
s 

), puis projectif sur S (prendre l'adhérence de X dans un 

plongement projectif). On a alors une suite spectrale (SGA 7 l 2.2.3) (la suite 

spectrale de Leray pour j ,compte tenu du théorème de changement de base pour 

le morphisme propre X ~ S ). 
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Soit Qq C Rq':l! (J) 
n 

comme en 3.3, et soit ):!q le faisceau quotient. On a 

Ri(X ):!q) 
s' ° pour i f ° , et pour que , donc soit constructible, 

il suffi t que RO(X ):!q) 
s' soit de type fini. 

Calculons (1) modulo modules de type fini (i.e. dans la catégorie quotient 

de celle des A-modules par la sous-catégorie épaisse des A-modules de type fini). 

La suite exacte longue de cohomologie déduite de 

° ~ Qq ~ Rq':l! (J) ~ ):!q ~ ° fournit, par 1.10 appliqué à Qq 
n 

que EPq ~ RP(X ):!q) . En particulier, EPq ~ ° pour p f ° 2 s' 2 

EOq ~ Rq(X- J) ~ ° ,et ceci achève la démonstration. 
2 Il' 

Des arguments parallèles fournissent le résultat suivant, qui améliore 

SGA 7 XIII 2.1.12 , 2.4.2 • 

Proposition 3.7 - La formation des faisceaux de cycles évanescents est compatible 

aux changements de traits. 

Soient g: (S' ,n' ,s') ~ (S,Il,s) un morphisme (surjectif) de traits 

strictement locaux, X/S , J sur X 
Il 

, de torsion premier à la caractéristique 

résiduelle et (X' ,J') leurs images réciproques sur S' Notant encore g les 

morphismes parallèles à g ,tels X~, ~ Xs ' il faut prouver que 

0.7.1) 

Ce morphisme est défini par le diagramme commutatif 

Xl C i' 
) X' ( ]' X' s' ç 19 19 

i i X c ) X < X-s n 

Un passage à la limite ramène à supposer X de type fini sur S ,et on 

procède par récurrence sur dim X 
Il 

La question étant locale, on peut supposer 

X affine, puis projectif. Supposons (3.7.1) pour dim X < n 
n 

Pour dim X 
n 

n 

il résulte alors des deux assertions suivantes, où 6 est le mapping cylinder de 

0.7,1) . 
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(A) Le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de 6 est fini. 

a , d'après (A). 

3.8 La preuve de CA) est parallèle à celle de 3.3 . On se localise sur X et on 

considère des applications X ~ ~; notant S(x) l 'henséUsé strict de 

au point générique de la fibre spéciale, on applique l'hypothèse de récurrence à 

Xl/S(x) (Xl = X XIAI S(x» et à S'Cx) . Prenant les invariants par un pro-p-groupe, 

on trouve que 6 est nul sur la fibre générique géométrique de 

Ceci étant vrai, localement sur X et pour toute projection, on a CA) 

3.9 Pour CB), la propreté de X sur S assure que 

et 

RiCX' , , R'f ,( J' ) ) 
s Tl 

Ri(X ,R'f (J» = Rr(X-,J) 
s Tl Tl 

On a Rr(X, R'f (J» ~ Ri(X' "g;'R'f (J» (invariance par changement de corps 
s Ti s Tl 

séparablement clos de base); RrCX~" 6) est donc le mapping cylinder de 

RiCX-,J) ~ Rr(X~"J') , un isomorphisme par le même théorème d'invariance. 
Ti Tl 

3.10 - Prouvons 1.1. On se ramène à supposer S connexe, donc intègre. Si 

dim S = a (S spectre d'un corps); on applique 1.9, 1.10 . Si S est de dimen-

sion l, le théorème 1.9 assure que les i R f;,J sont constructible au-dessus du com-

plément d'un ensemble fini T de points de S . Il reste à voir que leur restric-

tion aux Yt(t E T) sont constructibles. Il suffit de le voir après localisation 

en t: on peut supposer que S est un trait strictement local. Le cas essentiel 

est le suivant. 

Lemme 3.11 - Soient X de type fini sur S 

et J constructible sur x 
Tl 

:X ~X 
1"1 

est constructible. 

X~X s 

Soit l Gal(~/Ti) le groupe d'inertie. On sait que c'est une extension de 

" ~p,(l) par un pro-p-groupe P (p exposant caractéristique du corps résiduel). 
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La suite spectrale de Hochschild-Serre donne 

= Rq'l' (J)p Ct 
Tl 

pour modéré). Si 0 est un générateur de 

Ker(o - l ,R~) , E~q = coker(o - 1, R~) et EPq = ° 
2 

pour 

,z ,(l) 
p 

, on 

p f 0,1 

Ces faisceaux sont constructibles, puisque les faisceaux de cycles évanescents le 

sont, et 3.11 en résulte. 

3.12 Traitons le cas général, S étant toujours un trait strictement hensélien. 

Si X X ,f est le composé X ----7 Y ----7 Y et on applique 1.9 et 3.11 
Tl Tl 

Dans le cas général, soit j : X ~ X et soIt 
Tl 

6 le mapping cylinder de 

Ses faisceaux de cohomologie sont à support dans X 
s 

est donc constructible, Le complexe 

Rf,;Rj,)'fJ = R(fj) "j'<J' l'est également, et on conclut par le triangle 

----7 . 
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4. - Bidualité locale. 

4.1 - Soit S régulier de dimension a ou et posons KS = A (faisceau cons-

tant de valeur A). Pour K E Ob Db f(S,A) 
ct 

, on pose 

(un complexe de faisceaux de A-modules à droites). On a encore 

DK E Ob Db f(S,AO) ,et un calcul explicite, possible car S est de dimension 1 
ct 

montre que K ~ DDK (pour A = ?lIn ,Dualité 1.4). 

4.2 - On supposera que A est commutatif, hypothèse sans doute inutile. Pour 

a X ----7 S de type fini 

b 

sur S ,on pose Kx 
K E Ob Dctf(S,A) ,on pose 

principal est le suivant 

Théorème 4.3 - On a K ~ DDK 
b 

(K E Ob Dctf(X,A» 

Lemme 4.4 - Si a est propre, on a Ra"K 

La dualité de Poincaré 

Pour 

. Notre résultat 

nous fournit un isomorphisme Ra"D = DRa! . Le lemme résulte de la Commu-

tativité du diagramme (Dualité , 1. 2) 

r ----------');,. Ra~,DDK 

DDRa,fK ------'-'------

4.5 - On voit par localisation qu'il suffit de traiter les cas où S est spectre 

d'un corps, ou un trait. Pour S spectre d'un corps, on procède par récurrence 

sur dim X . Le problème étant local, on peut supposer X propre. Par ailleurs, 

l'hypothèse de récurrence assure, par les arguments habituels, que le mapping cy-

linder 6 de K ~ DDK a des faisceaux de cohomologie en gratte-ciel. Le lemme 

assure alors que Ra,,6 = a ,donc que 6 = a 
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4.6 - Pour S un trait, on sait déjà que 4.3 vaut sur la fibre générique (4.5). 

On peut aussi supposer X propre sur S et on procède par récurrence sur dim X 
s 

X propre sur S Le mapping cylinder 6 a encore des faisceaux de cohomologie 

en gratte ciel, sur X 
s 

, et on conclut Comme plus haut. 

4.7 - Supposons que A = ~/m . On a alors une variante de la théorie précédente, 

! 
en prenant K quelconque dans Le complexe Ra '~!m est de dimension 

injective finie (SGA 4 XVIII 3.1.7). Ceci assure que DK est encore dans 

Db(X,A) . Pour prouver la bidualité locale sur S 
c on utilise que ~/m est 

le ~/m -module dualisant. Ensui te, on procède Comme ci-devant. 
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Appendice 

par L. Illusie 

Dans cet appendice, qui reprend certaines parties de feu SGA 5 II, et 

une lettre de p. Deligne à l'auteur, nous prouvons ([Th. finitude] 2.14) ainsi que 

diverses généralisations et variantes des théorèmes de spécialisation (SGA 4 XVI 2.1) 

et ([Arca ta] V 1. n. 

Les schémas et morphismes considérés seront supposés quasi-compacts et 

quasi-séparés. Si X est un schéma et x un point géométrique de X, on notera 

X(x) le localisé strict de X en x. 

On fixe un schéma de base S et un faisceau d'anneaux A sur S (non 

nécessairement commutatif ni noethérien). Si X est Un S-schéma, on écrira D(X) 

pour D(X,AX)' 

1. Propreté cohomologique. 

Proposition 1.1. Soient : X ~ Y un S-morphisme et E E ob D+(X) . 

Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) La formation de Rf*E commute à tout changement de base fini 

S' ~ S • 

(ii) La formation de Rf*E commute à tout changement de base quasi-fini 

(ou limite projective de morphismes quasi-finis) S' ~ S 

(iii) Pour toute flèche de spécialisation i -OSes) ([Arcata] V 1.2), 

si l'on désigne par S le normalisé dans k(t) du schéma intègre adhérence de 

iet) dans Ses) (d'après (EGA IV 6.15.5, 18.5.11, 18.8.16) S est donc local 

intègre, de point fermé radiciel sur s), f X ~ Y le morphisme déduit de f ~ 

le changement de base S ~ S ,fs X
s 
~ Ys la fibre de f en s, alors la flèche 

de changement de base 

(Rf*CE\X» lys -0 Rfso,CE\Xs) 

est un isomorphisme, 
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L'équivalence de (i) et (ii) résulte du théorème principal de Zariski, 

et il est clair que (ii) implique (iii). Prouvons que (iii) implique (ii). Pour 

tout S' ~ S , limite projective de morphismes quasi-finis, et tout point géo-

métrique s de S', notons C(S', s) le cône de la flèche de changement de base 

où f' X' ~ y' est le morphisme déduit de f par le changement de base S' ~ S 

et f 
s Xs ~ Ys la fibre de f en s. Il s'agit de prouver que, pour tout 

(S', s) comme ci-dessus, C(S', s) est acyclique. On va montrer, par récurrence 

sur N, que pour i ~ N . Par le Main Theorem, passage à la limite, 

et nettoyage de morphismes radiciels, on peut supposer que S et S' sont stricte-

ment locaux, S'intègre, de point fermé s, S' ~ S fini. Soient t un point géo-

métrique générique de S' , et li le normalisé de S' dans k(t) 

schéma simplicial cosquelette de S-'S'(8 
o 

Soit S. le 

x. ~ X' la projection canonique, Posons C\X' = C' . Le bicom-

if 
plexe g."g. C' , de colonnes les est une résolution de C' 

(SCA 4 VIII 8). On peut donc représenter C(S', s) par un bicomplexe dont les co-

lonnes s'identifient aux C(8
n

,s) . D'après (iii), C(8
0
's) = C(8,s) est acyclique. 

D'autre part, pour n > 0 , on a o pour i :s: N par l'hypothèse de 

récurrence, On en conclut que HiC(S' ,s) = 0 pour i ~ N+1 , ce qui achève la dé-

monstration, 

Remarques 1.2. Soit (f,E) vérifiant la condition (i) de 1,1. 

a) Si , et est de dimension cohomologique finie, alors, 

pour tout F E ob D-(S, AO
) , la flèche canonique 

L L 
(if) Rflf(E) ®AqlfF -. Rflf(E ®AP*F) 

où p:X ~ S , q:Y -. S sont les projections, est un isomorphisme. 

Même conclusion avec E E ob D-(X) • 

Par dévissage, il suffit en effet de vérifier l'assertion pour F de la 

forme i!AS' , avec i: S' -. S quasi-fini. Par le Main Theorem, on se ramène à 

supposer i fini, la conclusion équivaut alors à la commutation de Rflf(E) au 
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changement de base par i 

b) On suppose A noethérien, constructible, Alors, pour tout 

F E ob Db(S, A
O

) , constructible et de tor-dimension finie, la flèche (*) ci-dessus 

est un isomorphisme. 

avec i 

On se ramène en effet, par dévissage, au cas où F est de la forme i,M, 

S' ~ S localement fermé, A localement constant sur S', M construct-

ible, de tor-dimension finie, et à cohomologie localement constante sur S' • 

Changeant de base de S à S' , on est donc ramené au cas où F est parfait 

(SGA 6 1), donc finalement, par localisation et dévissage, au cas où F 

lequel la conclusion est triviale, 

A , pour 

1.3. Soient f: X ~ Y un S-morphisme, et E E ob D+(X) . Nous dirons que (f,E) 

est cohomologiguement propre rel. à S si la formation de Rf*E commute à tout 

changement de base S' ~ S , Il revient au même de dire qu'après tout changement de 

base S' ~ S , la formation de Rf,;E' (où f' = f E' = image inverse de E 

sur X XSS') commute à tout changement de base fini Sil ~ S' (cf, (SGA 4 XII 6.1), 

Voici quelques exemples de propreté cohomologique (pour une étude de la notion ana

logue pour les faisceaux d'ensembles ou de groupes non commutatifs, le lecteur se 

reportera à (SGA 1 XIII». 

1.3.1. On suppose A de torsion et f propre. Alors, pour tout E E ob D+(X) , 

(f,E) est cohomologiquement propre rel. à S (théorème de changement de base 

propre, (SGA 4 XII 5.1). 

1. 3. 2. On suppose S fini, X et Y de type fini sur S, et A annulé par un 

entier inversible sur S ,Alors, pour tout E E ob D+(X) , (f,E) est cohomolo

giquement propre rel. à S ([Th. finitude] 1.9), 

1.3.3. On suppose A constant, noethérien, annulé par un entier n in ""-ersible 

sur S f : X = Y-D ~ Y l'inclusion du complément d'un diviseur D sur Y, à 

croisements normaux rel. à S (SGA l XIII 2,1). Soit E un faisceau de A-modules 

sur X vérifiant l'une des conditions suivantes: 
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(i) E est localement constant constructible et modérément ramifié le 

long de D; 

(ii) E est localement pour la topologie étale sur Y et sur S l'image 

inverse d'un faisceau de A-modules sur S. 

Alors Cf,E) est cohomologiquement propre rel. à S, et Rf"E est constructible 

(comparer avec (SGA l XIII 2.4». 

Esquissons la démonstration dans le cas (i). La question est locale au 

voisinage d'un point y de Y. On peut supposer D somme de diviseurs lisses, 
m 

D = Z Di' En vertu du lemme d'Abhyankar relatif CSGA l XIII 5.5), on peut, au 
i=l 

voisinage de y, trivialiser E par un revêtement fini Y'" y de la forme 

nI 
y = yeTI"" ,Tr]/(TI 

sont des équations locales 

des diviseurs lisses passant par y, et les ni des entiers premiers à la car. 

de k(y) . L'image inverse D de D dans Y est encore à croisements normaux 

rel. à S, et si g: X y - D'" X est la projection, g"E est constant. Comme 

E s'injecte dans ~g*E et que le quotient est modérément ramifié, un dévissage 

facile ramène au cas où E est constant. Notons p: X'" S , q : Y ~ S les pro-

jections, et, pour 1 ~ i ~ m, fi: Y-Di ~ D l'inclusion canonique. Du théorème 

de pureté relatif (SGA 4 XVI 3.7) on déduit aisément, par récurrence sur m, que, 

pour tout A-Module localement constant M sur S, la flèche canonique 

L 
0.3.3.1) Rf,,, (?lIn) ® q*M ~ Rf,,, (pO:'M) 

est un isomorphisme, et que d'autre part on a: 

0.3.3.2) f i ,,( ?lIn) ?lIn 

1 
R f i *( ?lIn) = (?l/n)(-1)D. ' un isomorphisme canonique 

1. 

étant donné par la classe fondamentale cl (D. ) 
l 

([Cycle] 2.1.4), 

o pour q > 

L 
Rf" ( ?lIn) ® Rfil' (?lIn) , i. e. : 

1 ID 
R f 1,( ?l/n)= $ (?l/n)(-l)D. 

1=1 1. 
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La conclusion de 1.3.3, dans le cas (i), résulte donc de 1.3.3.1 et 1.3.3.2. Dans 

le cas (ii), on se ramène, par passage à la limite, au cas où E = p"M , avec M 

constructible, puis, par dévissage et changement de base (utilisant (i)), au cas 

M constant, déjà traité. 

Il découle de la démonstration précédente que 1.3.3.1 est un isomorphisme 

pour tout M E ob D+CS) 

On comparera les formules 1.3.3.2 aux formules analogues en cohomologie 

entière dans le cas S = Spec(Œ) (voir par exemple C[2J 3.1», qui résultent de 

ce que, localement pour la topologie classique, le complément de D a le type 

d'homotopie d'un tore. 

Par passage à la limite, on déduit de 1.3.3.2 des formules similaires 

en cohomologie t-adique ,. 1. e. avec 'll/n remp lacé par 'll Iv Ct un nombre premier 

inversible sur S). Supposons q: Y ~ S propre et lisse. Il découle alors des 

conjectures de Weil ([3J,[4J) que la suite spectrale de Leray 

E
ij _ i j 
2 - R q*R f* 'llt ~ R*p" 'llt 

dégénère en modulo torsion ([lJ §6). Le même phénomène se produit en cohomologie 

entière dans le cas S = Spec(Œ) , voir (loc. cit.) et ([2J 3.2.13). 

2. Spécialisation et cospécialisation. 

Soient f 

2.1. Supposons que la formation de Rf"E commute à tout changement de base fini. 

Pour toute spécialisation u : t ~ Ses) de points géométriques de S, on définit 

alors une flèche, dite flèche de spécialisation , 

(2.1.1) 

de la manière suivante. Soient, comme en 1.1.3, S le normalisé dans k(t) de 

l'adhérence de uCt) dans S(s) , et f: X ~ S le morphisme déduit de f par 

le changement de base S ~ S . D'après la partie triviale (i) ~ (iii) de 1.1, la 

flèche de changement de base 
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(2.1.2) 

est un isomorphisme. On définit 2.1.1 comme composée de l'inverse de 2.1.2 et de la 

flèche de restriction 

(2.1.3) 

2.2. Supposons que f soit localement acyclique rel. à E ([Th. finitude] 2.12). 

Pour toute spécialisation u: t ~ Ses) de points géométriques de S, on définit 

alors une flèche, dite flèche de cospécialisation, 

(2.2.1) 

définie de la manière suivante. Soient g: Xt ~ X, g': X ~ X les flèches ca

noniques. Il d1coule de l'hypothèse d'acyclicité locale que la flèche canonique 

(2.2.2) 

est un isomorphisme. En effet, on peut supposer S strictement local, intègre, 

de point fermé s, t étant un point géométrique générique. Calculons la fibre de 

2.2.2 en un point géométrique x de X , d'image y dans S Quitte à remplacer 

S par le localisé strict de S en y, on peut supposer que y = s . Comme S ~ S 

es"t limite projective de morphismes finis, et radicie1 en s , on trouve que 

Rg;(E\X)x = Ex et que la fibre de 2.2.2 en x s'identifie à la restriction 

Ex = R[eX(x),E) ~ Rî(X(x)t,E\X(x)t) , laquelle est un isomorphisme par hypothèse. 

Appliquant Rî(X, -) à 2.2.2, on en déduit que la flèche de restriction 2.1.3 est 

un isomorphisme. On définit 2.2.1 comme composée de l'inverse de 2.1.3 et de la 

flèche de changement de base 2.1.2. 

2.3. Si s" s' ~> s sont des flèches de spécialisation de points géo-

métriques de S, on vérifie que l'on a 

sp(u')sp(u") = sp(uu') 

cosp(u)cosp(u') = cosp(uu') 

chaque fois que les deux membres sont définis. 
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2.4. Supposons que la formation de Rf"E commute à tout changement de base fini, 

et que f soit localement acyclique rel. à E . Il découle des définitions que, 

pour toute spécialisation u: t ~ Ses) de points géométriques de S; les flèches 

sp(u) et cosp(u) sont des isomorphismes, inverses l'un de l'autre. 

Les hypothèses précédentes sont vérifiées notamment lorsque A est 

noethérien, annulé par un entier n inversible sur S, f propre et lisse, et E 

à cohomologie localement constante (propreté cohomologique des morphismes propres 

(1.3), et locale acyclicité des morphismes lisses (SGA 4 XV». On retrouve le 

"théorème de spécialisation" (SGA 4 XVI 2.0. 

D'autre part, 1.1 a la conséquence suivante: 

Proposition 2.5. Supposons qUe f soit localement acyclique relativement à E 

et que, pour toute spécialisation u : t ~ Ses) , la flèche de cospécialisation 

cosp(u) soit un isomorphisme. Alors la formation de Rf"fE commute à tout change

ment de base fini. 

Compte tenu de 2.4, 2.5 généralise ([Arcata] V 1.7). 

Corollaire 2.6. Supposons que f soit localement acyclique rel. à E . Soit x 

un point géométrique de X, d'image s dans S 

morphisme induit par f 

changement de base fini 

Alors la formation de Rf(x)l«E\X(x» commute à tout 

S'~S(s). 

Il suffit, d'après 2.5, de vérifier que les flèches de cospécialisation 

pour (f(x),E!X(X» sont des isomorphismes. Par transitivité des flèches de co-

spécialisation (2.3), il suffit de montrer que, si u t ~ Ses) est une spéciali-

sation, alors cosp(u) : Rr(X(x)t,E\X(x)t) ~ Rf(X(x)s X(x)s) est un isomorphisme. 

Mais, comme s est fermé dans Ses), X(X)S est strictement local de point fermé x , 

et cosp(u) est un isomorphisme, inverse de l'isomorphisme 
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Corollaire 2.7. Soient f : X ~ Y ~ S-morphisme, p : X ~ S, q: Y ~ S les 

projections, e~ E E ob D+CX) . On suppose A localement constant, f localement 

acycligue rel. à E , et q localement acyclique en tout point géométrique y de 

y rel, à tout faisceau localement constant au voisinage de y 

calement acyclique rel. à E , 

Soient x un point géométrique de X, d'images y et 

Alors pest 10-

dans Y et 

S , t ~ SCs) une spécialisation, f(x) : X(x) ~ yCy) le morphisme induit par f. 

Il s'agit de montrer que la restriction 

est un isomorphisme, On peut supposer A constant, D'après 2,4 et 2.6, pour toute 

spécialisation z ~ yCy) , la flèche de spécialisation 

E 
x 

est un isomorphisme, autrement dit RfCx)*(EIX(x)) est constant de valeur E 
x 

L'hypothèse d'acyclicité sur q entraîne donc que la restriction 

est un isomorphisme. Mais cette flèche s'identifie à (lé), d'où la conclusion, 

L'hypothèse de 2,7 sur q est vérifiée notamment lorsque q est lisse, 

et que A est annulé par un entier n inversible sur S (SGA 4 XV). D'autre part, 

si les hypothèses de 2.7 sont vérifiées après tout changement de base S' ~ S , on 

conclut alors que p est universellement localement acyclique rel, à E. De ces 

remarques découle en particulier l'énoncé ([Th, finitude] 2.14), 

Corollaire 2.8, Soient f : X~ S et E E ob D+(X) On suppose que f est uni-

versellement localement acyclique rel. à E , que la formation de R~ commute 

à tout changement de base fini, et gue pour tout morphisme s' ~ s où s est 

un point géométrigue de S et s' le spectre d'un corps séparablement clos, la 

flèche de changement de base Rr(Xs,E\Xs ) ~ RreXs"E\Xs ') est un isomorphisme, 
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Alors (f,E) est cohomologiquement propre (1.3). 

Soit ft : X' ~ st le morphisme déduit de par un changement de base 

S' ~ S , il s'agit de voir que la formation de Rf~f CE X') commute à tout changement 

de base fini. D'après 2.5, il suffit de montrer que, pour toute spécialisation 

u' : t' ~ S'Cs') , la flèche de cospécialisatidn cosp(u') : 

R!'(X't' X't') ~ Rr(X' s"E\X's') est un isomorphisme. Soient s (resp. t) le 

point géométrique image de s (resp. t) dans S, u : t ~ Ses) la spécialisation 

définie par u' On voit aisément qu'on a un carré commutatif 

RrcXt,E\Xt ) 
cosp(u) 

> Rr(Xs,E\X s ) 

l l 
RrcX' t "E \ X ' t' ) 

cosp(u') 
> Rr(X's"E\X's') 

où les flèches verticales sont les flèches de changement de base. Par hypothèse, 

celles-ci sont des isomorphismes. D'autre part (2.4) cosp(u) est un isomorphisme, 

donc cosp(u') est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration. 

Voici un exemple d'application de 2.8. Supposons A annulé par un entier 

n inversible sur S, f localement de type fini et universellement localement 

acyclique. Soient x un point géométrique de X, d'image s dans S, 

f(x) : X(x) ~ ses) le morphisme induit par f Il résulte de 2.6 et ([Th. fini-

tude] 1.9) (par passage à la limite) que les hypothèses de 2.8 sont vérifiées par 

le couple (f(x),E\X(x», qui est donc cohomologiquement propre. 

2.9. Supposons A constant. Soient f X ~ S , et E E ob D+(X) un complexe 

de tor-dimension finie. Nous dirons que est fortement localement acycligue 

rel. à E si, pour tout point géométrique x de X, d'image dans S, toute 

spécialisation t ~ Ses) , et tout AO-module M , la flèche de restriction 

est un isomorphisme. J'ignore si "localement acyclique" implique "fortement 

localement acyclique". 
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Proposition 2.10. Sous les hypothèses de 2.9, supposons A noethérien de torsion, 

S noethérien, et f fortement localement acycligue rel. à. E • Alors, pour tout 

diagramme à carrés cartésiens 

X<~ X' <~X" 

fl fi flll 
< __ i_ 

."v 
S s' _i_'_ S" 

~ i quasi-fini et i' immersion ouverte, et tout F E ob D+CS" , A
O

) , ~ 

flèche canonigue 

L 
(*) j*E ® f '*Ri '*F 

est un isomorphisme. 

L 
"'Rj~((jj')*E® f"4'F) 

On comparera cet énoncé avec CSGA 4 XV 1.17). 

Démontrons 2.10. On se ramène facilement à S = S' , strictement local, 

et F constructible, concentré en degré a . On résout alors F à droite par des 

Sommes finies de faisceaux de la forme u*M, où u: t ... S est un point géo-

métrique et M un AO-module. L'hypothèse implique que (*) est un isomorphisme 

pour F = u*M , d'où le résultat, 
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Chapitre l CATEGORIES TRIAlJGULEES 

~ - Définition des catégor~es triangulées -

1-0: Soient A une catégorie addi ti ve, T un automorphisme additif de 

A. X et Y étant deux objets de A, nous poserons 

HZ 

Soient X, Y, Z trois objets de A, c( ~ H~m(X,Y), r "" H~m(Y,Z). Nous 
i+j 

définirons le composé (3 0 c( appartenant à Hom\X,Z) par: 

On vérifie qu'on obtient ainsi une nouvelle catégorie dont les groupes de 

morphismes entre les objets sont gradués. Cette nouvelle catégorie sera 

appelée, par abus de lar~age : la ca tégorie A, eraduée par le foncteur de 

translation T. 

Soit A une catégorie graduée par un foncteur de tr&nslation T , 

Lorsqu'on nommera ou notera un morphisme sans spécifier le degré, il s'agira 

toujours d'un morphisme de degré zéro, 

Soient A et A: deux catégories additives graduées par les 
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foncteurs T et T', F un foncteur additif de A dans AI • On dira que F 

est gradué si l'on s'estdonné un isomorphisme de foncteurs 

La définition des morphismes de foncteurs gradués est donnée au 

chap. 2, § 2, nO 1. 

A étant une catégorie additive graduée par le foncteur T, on 

appellera triangle, un ensemble de trois objets X, Y, Z et de trois mor-

phismes u: X ~Y v : Y --t Z, w : Z -+ T(X) (deg w = 1) • Pour dé-

signer les triangles on utilisera la notation: (X,Y,Z,u,v,w) ou bien le 

diagramme : 

Z 
// ,v 

/ '" X 
u 

Y ), 

deg(w) l 

Soient (X,Y,Z,u,v,w), (XI,YI,ZI.Ul,VI,\~I) deux triangles de A; un mor-

phisrne du premier triangle dans le second est un ensemble de trois morphis-

mes : f : X ~ XI g : Y -t Y', h : Z -~ Z " tels que le diagramme sui-

vant soit commutatif 

X Y ~ Z ~ T(X) 

Jf 19 Jh l T(f) 

x' yI ~ Z' ~ T(X') 

~ texte modifié en 1976 : le texte original demandait une égalité 
F 0 T = T' 0 F . Le cas des foncteurs à plusieurs variables est discuté 
dans SGA 4 XVII 0.3 . Il pose un problème de signes. 
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1-1 : On appelle catégorie triangulée, une catégorie additive graduée par 

un foncteur de translation, munie d'une famille de triangles qu'on appelle 

famille des triangles distingués. Cette famille doit vérifier de plus les 

axiomes : 

(TR1) Tout triangle isomorphe à un triangle distingué est distingué. Tout 

morphisme u: X -+ Y est contenu dans un triangle distingué 

(X,Y,Z,u,v,w) • Le triangle (X,X,O,idX'O,O) est distingué. 

(TR2) Pour que (X,Y,Z,u,v,w) soit distingué, il faut et il suffit que 

(Y,Z,T(X),v,w,-T(u» soit distingué. 

(TR3) (X,Y,Z,u,v,w), (X',Y',Z',u',v',w') étant distingués, pour tout 

morphisme (f,g) : u -+u' , il e;x:iste un morphisme h: Z ~Z' tel que 

(f,g,h) soit un morphisme de triangles. 

(TR4) 7.! X' Y' 

deg V \i 
X u) y 

deg(j~=~ \ 

y v) Z 

deg y/w \ 
X } z 

étant trois triangles distingués tels que w = VoU, il eriste deux mor-

phismes f : Z'~Y' g: yI --~X' tels que 

1) (idX,v,f) soit un morphisme de triangle 

2) (u,idZ,g) soit un morphisme de triangle 

3) (Z',Y',X',f,g,T(i) j) soit un triangle distingué 
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C et C' étant deux catégories triangulées, on appelle ~~ 

~ de C dans C' , tout foncteur additif, gradué, transformant les 

triangles distingués en triangles distingués. Les morphismes de foncteurs 

exaots sont les morphismes de foncteurs gradués . 

On déduit immédiatement des axiomes (TRI), (TR2), (TR3) la pro-

priété suivante : 

1-2 Proposition: Soient (X,Y,Z,u,v,w) un triangle distingué et M un 

objet d'une catégorie triangulée, On a alors les suites exactes 

••• ...,.H~m(M,X) Hom(M,u) i __ ..:-;_~ Bom(M,Y) 

Hom( v,M) i ____ ~. Hom(Y,M) 

Hom(M,v) 
) 

Hom(u,M) 
;) 

HO'll(M, w) 11i+l(>.! X) ----'7) _o:.n r., ---+ •• -

Ho;n(X,M) 

On déduit alors de cette proposition des énoncés du genre 

-(f,g,h) étant un morphisme de triangle distingué et f,g des isomorphismes, 

h est un isomorphisme • 

- Les triangles distingués construits sur un morphisme (TRI), sont tous 

isomorphes (mais les isomorphismes ne sont pas, en génér?,l. uniguoll'.e.l11 

déterminés). 

- Lorsque dans un triangle distingué, un des morphismes admet un noyau ou 

un conoyau, celui-ci se scinde i.e. il est de la forme : 
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Z + T(X) 

/ 
X+Y ---~----')) y + Z 

- La somme de deux triangles distingués est distinguée. (On utilise l'axiome 

(TR4) ) • 

n° 2 - Exemples -

~: Nous allons d'abord fixer quelques notations. Soit A une catégorie 

additive C(A) désignera la catégorie suivante: 

- Les objets de C(A) seront les complexes de A , sans limitation de degré, 

à différentielle de degré +1 

- Les morphismes de A seront les morphismes de complexes (qui commutent 

avec la différentielle) conservant le degré • 

Soit T le foncteur suivant Pour tout objet X· de C(A) 

Sur les morphismes le foncteur T agit de la manière suivante: Pour tout 

morphisme f : X·-----t-Y·, le morphisme T(f): T(X·) -----tT(Y·) est défini 
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par 

On vérifie immédiatement que T est un automolphisme additif de A > Les 

morphismes de degré n , définis à l'aide 1e ce foncteur de translation, 

sont alors les morphismes qui augmentent le degré de n et qui com~utent 

ou anticommutent avec la différentielle suivant la parité de n. On re-

trouve ainsi la définition généralement adoptée 

(j désignera la fr.:n.ille de t:",:'.cnC1 ~ C SJ i van te 

(X' ,y' ,Z' ,u,v,w) est un élér::ent de la famille si (*) 

- Z· est le complexe sirr:ple associé au complexe dou::,le 

Un triangle 

où les objets de y' sont les objets de premier degré zéro, et les 

objets de X' , les objets d~ premier degré-l 

- v est l'image par le foncte~r cOLplexe double ~ cOwplexe simple, du 

morphisme de doubles complexes : 

......-+ 0 ~ O'-~y'~ 0 --7 ... 

J J J l 

- west l'opposé de l'image, par le même foncteur, du morphisme de doubles 

complexes 

(*) texte modifié en 1976, pour assurer la validité de 2-4 
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_+ 0 --+X'~O_-t 0 ---+ .. , 

'f Î t t 1 

__ } 0 .....-.? X' --t Y' _+ 0 --'l ... 

L'ensemble des morphismes homotopes à 2éro est un idéal bilatère (si 

f et g sont composables e: si f ou g est hor.:totope à zéro, le composé 

est homotope à zéro ,Si f et g sont homotopes à zéro$ le morphisme 

f ~ g est homotope à zéro) . Pour tout couple d'objet X',Y' on désigne 

:par Htp(X' ,Y') le sous-groupe de IIomC(A)(X' ,Y') des morphismes honoGopos 

à zéro. K(A) sera alors la cJ.tégorie dCLe los oojots :'Jnt les objets de 

C(A) et les morphismes de sour.ce X' et de but y', le groupe : 

La loi de composition sur les morphis~3s do K(A) se définit à partir de 

la loi de composition sur les morphismos d.e G(A) en paseant au quotient. 

K(A) est une catégorie additive. 1e fonc'vel~r de translation '2 sur C(A) 

passe au quotient (le tréUlsla·cé d :un 1"o:phis2'e hOf2otope à zéro, est ho'11o-

tope à zéro). Le for.cteur obtenu est un automorphisTI'e additif de K(A) 

que nous noterons enoore T. Par abus de notation K(A) désignera par 

la suite la catégorie KCA) graduée par le fonoteur T. 

On appellera tri~,gle distingué dans K(A) , tout tri~~gle 
c.,o 

isomorphe à un triangle provenant de L' 0 La famille des triangles dis-

tingués vérifie les axiomes (TRI), (TR2) (TE.3) et (TR4). Pal: abus de 

notation K(A) désignera la catégorie K(A) triangulée par la famille 

de triar~les définie ci-do8G~~, 
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On définit de plus tout un arsenal de sous-oatégories 

- Un complexe est dit borné inférieurement si tous ses objets de degré 

négatif, sauf au plus un nombre fini, sont nuls. On définit de même les 

complexes bornés supérieurement, les complexes bornés. On désignera par 

K+(A),K-(A),Kb(A) les sous-catégories pleines de K(A) engendrée3 par 

ses familles d'objets Ces sous-ca tégories sont des ".§~'t::.c.a tégoTies 

triangulées" de K(A) Tout triangle distingué dont deux des objets sont 

des objets de la sous-catégorie, est isomorphe à un tTiangle dont les trois 

objets sont des objets de la sous-catégorie. 

- Supposons que A soit une catégorie abélienne. Un complexe est dit coho-

mologiquement borné inférieurement si tou:> ses obj ets de coho:noJ.ogie de 

degré négatif sont nuls sauf un nombre fini d'entre eux. On définit de 

manière analogue les complexes cohomologiquer..ent bor:'.2s i"'upârieurement ~ 

les complexes cohomologiquement bornés, les complexes acycliques , 

K'>Ô '+(A) , K'-" '-CA) ,K'" '\A), K"" '~(L) désigneront les sous-catégories 

pleines engendrées par ces familles d'objets • Ce sont des sous-catégories 

triangulées. 

On paiera aussi des sous-catégories triangulées K+,b(A), K+'~(A), ••• etc ••• 

(Le premier signe en exposant donne des renseignements sur les objets des 

complexes, le deuxième signe sur les objets de cohomologie) , 

- A n'étant plus nécessairement abélienne, soit 0 un ensemble d'objets de 

A stable par isomorphisme et par somme directe. OCA) désignera la sous-

catégoTie pleine de C(A) engendrée pélr les comple):es dont les objets 0;1 

tout degTé sont des objets de O. On notera Q(A) la sous-catégoTie 
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triangulée correspondante dans K(A) • A étant abélienne, on pourra 

prendre pour ensemble 0, l'ensemble l des injectifs ou llensemble P 

des projectifs • 

~ Unicité de K(A) 

K(A) est uniquement déterminée par la do~~ée de C(A) et de la 

famille (). De manière précise : Tout foncteur additif gradué de C(A) 

dans une catégorie triangulée, transformant tout triangle de ~ en un 

triangle distingué, se factorise de manière unique par K(A), et le fonc

teur obtenu est exact • 

Pour tout complexe X· de CCA) , X· désignera le complexe obtenu 

à partir de X· en annulant la différentielle. Une suite à trois ter~es : 

sera dite suite semi-scindée si la suite 

est scindée; i.e. si elle est iso~orphe à la suite 

Soit 0......-4 X' --lo y' --* Z' -;.- 0 une suite semi-scindée. 

Choisissons un scindage i.e. pour tout n un isomorphisme 
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La matrice de la différentielle de Y', dans la décomposition en som~e di-

recte ci-dessus est de la forme 

( 
o 

où ~n estunmorphismede(Z·)ndans(X")n+l. Les (fn déterminent un 

morphisme de complexes 

Lorsqu'on change le scir~age, la classe modulo homotopie de Y' ne change 

pas • De plus, en notant ~,~, ~ les images dans K(A) des morphismes 

u, v, Cf , le triangle (X', y' ,Z' ,~, ~,'#-) est distingué • Désignons 

par S.S.S.(A) la catégorie des suites semi-scindées de C(A), et par 

Tr.K(A) la catégorie des triangles distingués de K(A). Ce qui précède 

permet de définir un foncteur 

~ S.S.S(A) ~ Tr.K(A) 

Ce foncteur est essentiellement surjecëif • 

Ê.....l - Exemples de foncteurs cohomologiO'..teG et de fomteurs exaots -

~: Définitio~: Soient A une atégorie triangulée, B une catégor~e 

abélienne. Un foncteur additif F: A _}> B est dit fOè1cteur oohomologioue 
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si pour tout triangle distingué (X,Y,Z,U,V,VT) la suite 

F(X) F(u) - ) F(Y) F(Z) 

est exacte • 

Le foncteur FoT
i sera sou·.'ent noté . Bn vertu de l'axioIe 

(TR2) des catégories tria.ngulées, on a la suij~e e::acte inimitéE) 

~. Exemples! 1) Soit A une catégorie triangulée • Pour tout objet X 

de A le foncteur Hom
A 

(X, ;) est un foncteur cohomologique • Le for.cteur 

Hom
A 

( • , X) est un foncteur cohomologique A 0 ---lo- Ab . 

2) Soient A une catézorie abélien~e , C(A) la catégorie 

des complexes de A. On désigne par HO: C(A) -7 A le foncteur iJuivant : 

Soit X· un objet de C(A) , On pese 

HO annule les mcrphismes homotopes à zéro, donc se factorise ~e 

manière unique par K(A) • On désignera encore par HO: K(A) --+ A , le 

foncteur obtenu • 

~. Exemple de bi-foncteur exact Soient A, A', A" trois catégories 

additives, 

Pl AXf.! ~A" 

un foncteur bilinéaire (i.e. additif par rapport à chacun des arguments 
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séparément). On en déduit alors le foncteur bilinéaire 

p* C(A) X C(A') -7 C(A") 

de la manière suivante 

Soient X" un objet de C(A) et y' un objet de C(A') • 

p(X', Y') est un complexe double de AI!. On pose alors ; P*(X", y') 

complexe simple associé à p(X', Y') 

C.D. 

Soient f un morphisme de 

Z' un objet de C(AI) (resp. C(A» 

P'(Z',f» est alors homotope à zéro. 

manière unique un foncteur ; 

C(A) (resp. C(AI» homotope à zéro et 

Le morphisme P*(f, Z') (resp. 

On en déduit que P* définit d'une 

p' K(A) X K(A') --') K(A") 

p' est un bi-foncteur exact • 

En particulier, soit A une catégorie additive. On peut prendre 

pour P le foncteur : 

A ° x A -~ Ab 

(X,Y) ~ Hom (X,Y) 

On obtient alors par la construction précédente un foncteur 

HomO K(A)o x K(A) -? K(Ab) 

qui, composé avec le foncteur HO; K(Ab) ~Ab , redonne évidemment le 

foncteur HO~(A) 
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§ 2 - Les ca tégories quotients 
------------------------------

~ Sous-catégories épaisses. Systèmes multiplicatifs de morphismes 

Nous commencerons par donner deux définitions 

1-1 Définition 1 Une sous-catégorie B d'une catégorie triangulée A est 

dite épaisse si B est une sous-catégorie triangulée pleine de A et si 

de plus B possède la propriété suivante : 

Pour tout morphisme f : X......",. Y , se factorisant par un objet 

de B et contenu dans un triangle distingué (X,Y,Z,f,g,h) où Z est un 

objet de B, la source de f et le but de f sont des objets de B 

" ,J'I L'ensemble des sous-categories epaisses de A sera note • 

L'intersection d'une famille quelconque de sous-catégories épaisses 

est une sous-catégorie épaisse. 

1-2 Définition: Soit A une catégorie triangulée. Un ensemble S de 

morphismes de A est appelé système multiplicatif de morphismes s'il pos-

sède les cinq propriétés suivantes : 

(FR1) Si f, g é S et si fet g sont composables, fog ES. Pour tout 

objet X de A , le morphisme identique de X est un élément de S. 

(FR2) Dans la ca tégorie A , tout diagramme 
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se complète en un diagramme commutatif 

P 

t E:- S lt 
z f -------

y 

1 s E: S 

X 

De plus la propriété symétrique est vraie 

(FR3) Si f et g sont des morphismes, les propriétés suivantes sont 

équivalentes 

i) Il existe un s E: S tel que sof sog 

ii) Il existe un G E- S tel que fot g.t 

(FR4) Soit T le foncteur de translation de A • Pour tout élément s 

de S , T(s) ES. 

C.D. 

(FR5) (X,Y,Z,u,v,w), (X',Y',Z',u',v',w') étant deux triangles distingués, 

f et g deux éléments de S tels que le couple (f,g) soit un morphisme 

de u dans ut, il existe un morphisme hé S , tel <lue (f,g,h) soit un 

morphisme de triangle. 

Un système multiplicatif de morphismes est dit saturé s'il pos-

sède la propriété suivante : 

Un morphisme f appartient à S si et seulement s'il existe deux mor-

phismes g et g! tels <lue gaf é=; S et fog' ES. 
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L'intersection d'une famille quelconque de systèmes multiplicatifs 

saturés est un système multiplicatif saturé • 

L'ensemble des systèmes multiplicatifs saturés sera noté () • 

Soit B une sous-catégorie épaisse; on désigne par ~ (B) l'en-

semble des morphismes f qui sont contenus dans un triangle distingué 

( X~Y1Z· tf,g,h) où Z est un objet de B If CB) est un système multi-

plicatif saturé • 

Soit S un système multiplicatif saturé on désigne par It' (S) 

la sous-catégorie pleine engendrée ~ar les objets Z contenus dans un 

triangle distingué (X,Y,Z,f,g,h) où f est un élément de S. La sous-

catégorie 'Y(S) est une sous-catégorie épaisse. 

Le résultat principal de ce numéro est alors le suivant: 

cp est un isomorphisme (conservant la relation d'ordre définie par l'in

clusion) deJÎJ sur cS • L'isomorphisme inverse n'est autre que \r. 

nO 2 - Problèmes Universels -

Soient A et A' deux catégories triangulées et F un foncteur 

exact de A dans A' Soient S(F) l'ensemble des morphismes de A qui sont 

transformés par F en isomorphismes et B(F) la sous-catégorie pleine 

engendrée par les objets de A qùi sont transformés par F en objets nuls 

de A' • S(F) est un système multiplicatif saturé et B(F) est une sous

catégorie épaisse. De plus S(F) = Cf (B(F» • Soient alors A une 
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catégorie triangulée B une sous-catégorie épaisse et S = Cf(B) le 
} 

système multiplicatif saturé correspondant 0 Les deux problèmes universels 

ci-dessous sont équivalents 

Problème l - Trouver une catégorie triar~ulée A/B et un fcncteur exact 

Q 1 A --?A/B tels que tout foncteur exact de A dans une catégorie 

triangulée AI , transformant les objets de B en objets nuls de A' , 

admette, de manière unique, une factorisation de la forme GoQ où G 

est un foncteur exact • 

Problème 2 - Trouver une catégorie triangulée AS et un fCl~teur exact 

Q : A'~ AS tels que tout foncteur exact de A dans une catégorie 

triangulée A' , transformant les morphismes de S en isomorphismes do Ai, 

admette, de manière unique, une factorisation de la forme GoQ où G est 

un foncteur exact • 

(Le rédacteur prie le lecteur de bien vouloir l'excuser pour l'e~ploi de ce 

langage désuet et rétrograde). Ncus allons montrer, dans le numéro suivant, 

que le problème 2 admet une solution, Donc le problème l correspondant aQ~et 

la m~me solution • 

~ - Calcul de fractio~ 

3.1. Soient A une catégorie triangulée, S u~ système multiplicatif 

saturé. Désigncns par A(S·l) la catégorie de fracticn da A pour l'ensemble 

de morphismes S et Q le foncteur canonique de A dans A(S-l) • Le couple 
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(A(S-l),~) résout le problème suivant: Tout foncteur de A dans une 

catégorie quelconque (non nécessairement additive) transformant morphisme 

de S en isomorphisme, se factorise, d1ur.B manière unique, par (A(S-l), ~). 

Un tel couple existe toujours, sans hypothèse sur l'ensemble de morphismes 

S LC.G.G~. Cependant l'ensemble de morphismes S, étant un système mul-

tiplica tif saturé, possède les propriétés (FR1) , (FR2), (FR3) • Par suite, 

d1après C.G.G., la catégorie A(S-l) peut slobtenir par un oaloul de frao-

tions, à droite ou à gauohe. Nous allons rappeler comment on obtient 

A(S-l) par un calcul de fractions à droite. (Le calcul de fraotions à 

gauche s'obtient par le prooédé du renversement des flèohes). 

3.2. Les objets de A(S-l) sont les objets de A. 

- Pour tout objet X de A, désignons par Sx la catégorie des flèohes 

appartenant à S, ayant pour but X. A tout objet Y de A, on assooie, 

fonctoriellement en y , le foncteur suivant sur S; à valeur dans la 

catégorie des ensembles ! (Sx désigne la catégorie opposée) 

Ry s ~ Hom(source(s) ,Y) 

On pose alors 

(Pour tout ce qui concerne les limites inductives, on se référera à 

"Grothendieck Topologies") • 
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On constatera alors, avec plaisir en utilisant (FR1), (FR2), (FR3) que la 

catégorie Sx possède les propriétés Ll, L2, L3 Les lirli tes 

inductives possèdent donc toutes les bonnes propriétés des limites induc-

tives sur les ensembles ordonnés filtrants). 

- Soient X, Y, Z, trois objets de A, a un élément de HOmA(s-l)(X,y) et b 

un élément de HomA(S-l)(Y,Z) • Soient s un objet de SXl i!; un élément de 

Hom(source(s),Y) dont l'image est a et un objet de Sy, ~ un élément de 

Hom(source(t),Z) dont l'image est b. On a alors un diagramme: 

que, d'après (FR2), on peut compléter en un diagramme 

t' l:- S 

Notons boa l'image dans HomA(S-l)(X,Z) du morphisme ~. On vérifie que 

grgce aux propriétés (FR1) (FR2) (FR3) boa ne dépend pas des représen-

tants i!; et ~ choisis et qu'il ne dépend pas non plus de la manière de 

compléter le diagramme (1) • On vérifie de plus qu'on a ainsi défini une 

catégorie A(S-l) • 
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Nous noterons Q le foncteur évident 

A étant une oatégorie additive, A(S-l) est une oatégorie addi

tive. De plus, on démontre en utilisant (FR4) qu'il existe lm et un seul 

fonoteur de translation sur A(S-l), que nous noterons encore T, véri-

fiant la relation : 

Enfin, à l'aide de (FR5), on démontre qU'il existe une et une seule struo

ture triangulée sur ACS-l ) telle que le foncteur Q soit exact 0 Les 

triangles distingués de A(S-l) ne sont autre que les triar~les iGomorp~es 

aux images, par Q, des triangles distingués de A • En désignant pcr AS' 

la oatégorie A(S-l) munie de cette structure triangulée, on démontre sans 

difficulté que le couple (AS' Q) est une solution au problème 2 • 

3-3 Définition Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie 

épaisse de A • (Q, A/B) la solution du problème l (n' 2), AIB sera appe2.Ce 

la catégorie quotient de A par B. Q sera appelé le foncteur canonique 

de passage au quotient. Plus généralement soit N une sous-catégorie 

triangulée de A et soit ! la plus pstite sous-catégorie épaisse contenant 

N • La catégorie quotient de A par Ir : AIN sera par définition AIE. 

~ - Propriétés des catégories quotients 

4-1: Soient A une catégorie triangulée et H un foncteur cohomologi(F,e c. 

valeur dans une catégorie abélienne G . Soient BH la sous-catégorie 

282 



- 20 -
C.D. 

pleine engendrée par les objets dont tous les translatés sont transformés 

par H en objets nuls de G et SH l'ensemble des morphismes dont tous les 

translatés sont transformés par H en isomorphismes de G • BH est une 

sous-oatégorie épaisse de A ; SH est un système multiplicatif saturé. 

De plus SH = <fi (BH) (no 1) • Le fone teur H se factorise d'une manière 

unique par (Q., A/~) 

4-2 : Théorème: Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie 

triangulée, N une sous-catégorie épaisse de A, S = Cf(N) le système multi

plicatif saturé correspondant. 

(a) La oatégorie N n B est une sous-catégorie épaisse de B. Le 

système multiplicatif correspondant est S ~B • 

(b) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) Pour tout objet X de B et tout morphisme s: R --tX où 

s est un élément de S, il existe un morphisme s' : R' ---l> R où sos: 

est un élément de S ~B ; et R' E Ob B • 

(ii) Tout morphisme d'un objet X de B dans un objet Y de N 

se factorise par un objet de N (, B • 

(c) Les propriétés (i)' et (ii)' obtenues à. partir de (i) et (ii) en ren-· 

versant les flèches sont équivalentes. 

(d) Si les propriétés (i) et (ii) sont vérifiées ou bien si les propriétés 

(i)1 et (ii)1 sont vérifiées, le foncteur canonique: 
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B/N fi B __ 7 A/N 

est fidèle. 

Comme ce foncteur est injectif sur les objets, il réalise B/N n B comme 

sous-catégorie de A/N. 

(e) Si de plus B est une sous-catégorie pleine de A, n/N ~ B est une 

sous-catégorie pleine de A/N. 

4-3 Corollaire: Soient Ac B cC trois ~atégories triangulées, A sous 

catégorie épaisse de B i B sous-catégorie épaisse de C. Alors A est 

une sous-catégorie épaisse de C, B/A est une sous-catégorie épaisse de 

C/A • Le foncteur canonique C/B ----7{C/A)/(n/A) est un iscmorphisme • 

~ - Propriétés du foncteur de passage au quotient -

Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie épaisse, 

S le système multiplicatif correspondant, Q: A ~ A/B le foncteur cano

nique de passage au quotient • 

5-1 Proposition: X et Y étant des objets de A, les assertions suivantes 

sont équivalentes 

a) Tout morphisme f: X ---t Y , tel qu t il existe un morphisme s: Z --7 X , 

de S, vérifiant fos ~ 0, est un morphisme nul 

b) Tout morphisme f: X -----T Y , tel qu t il existe un morphisme s Y -+ Z , 

s € S, vérifiant sof '" ° , est un morphisme nul 
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c) Tout morphisme f X ~ Y qui se factorise par un obj et de B est 

nul 

d) L'application canonique 

est injective • 

5-2 Proposition: Soient X et Y deux objets de A. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes 

a) Tout diagramme 

sES 

se complète en un diagramme 

Z' 

t .:: S t ~, 
Z 

sES s~ ~ 
X Y 

où fot se factorise par eX, sot) 

b) Assertion obtenue en renversant le sens des flèches dans a) et en 

permutant X et Y 

c) Tout diagramme 

X~ N~Y 
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o et où N est un objet de B, se complète en un diagramme 

N' 

h/ li 
/f \li 

X -_-+ N _g_-» Y 

où f 

d) Assertion obtenue en changeant le sens des flèches dans c) et en per-

mutant X et Y • 

e) L'application canonique 

HomA (X,Y) 

est surjective • 

5-3 Proposition Soit X un objet de A. Les assertions suivantes sont 

équi valentes 

a) Pour tout objet Y de A , l'application canonique 

est un isomorphisme • 

b) Tout morphisme de X dans un objet de B est nul • 

De m~me, les deux assertions suivantes sont équivalentes 

a)1 Pour tout objet Y de A , l'application canonique 
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HomA(Y,X) 

est un isomorphisme • 

b)' Tout morphisme d'un objet de B dans X est nul. 

5-4 Définition: Tout objet possédant les propriétés équivalentes a) et b) 

de la proposition préoédente, sera appelé 1 objet libre à gauche sur A/B 

ou bien encore objet Q-libre à gauche , De même, tout objet possédant les 

propriétés équivalentes a)1 et b)' sera appelé objet libre à droite sur 

A/B ou encore objet Q-libre à droite 

par la connaissance de Q( X) ~ Ob A/B 

Il est défini à isomorphisme près 

n° 6 - Foncteurs ad,joints au foncteur de passage au quotient -

6-1 Définition 1 Deux sous-catégories triangulées N et NI d'une caté-

gorie triangulée A sont dites orthogonales si pour tout objet X de N 

et tout objet Y de NI, on a : 

HomA (X,Y) = 0 

N' sera dite alors orthogonale à droite à N et N orthogonale à gauche 

à N', 

6-2 Proposition: Soit N une sous-catégorie triangulée d'une catégorie 

triangulée A, La catégorie plein? wL (respl N) engendrée par les objets 

X de A tels que pour tout objet Y de N on ait HOmACY,x) 0 
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(resp HomA(X,y) = 0), est une sous-catégorie épaisse de A • La catégorie 

N l.. est appelée par abus de langage, l'orthogonale à droi te de N. 

Cette proposition nous permet de traduire la proposition 5-3 • 

6-3 Proposition: Soit Be A , une sous-catégorie épaisse d'une catégorie 

triangulée A • La catégorie pleine engendrée par les objets libres à droite 

sur A/B (resp. à gauche), n'est autre que l'orthogonale àdroite (resp. à 

gauche) de B. 

6-4 Proposition: Soient A une catégorie triangulée, B une sous-catégorie 

épaisse de A BJ.. l'orthogonale à droite de B, S(B), S(B..L) les systèmes 

multiplicatifs correspondants, Q, et Q..L les foncteurs canoniques de passage 

au quotient • Considérons pour un objet X de A , les propriétés suivantes ~ 

i) X s'envoie par un morphisme de S(B) dans un objet de EL, 

ii) X reçoit par un morphisme de S(B..L) un objet de B. 

iii) La catégorie SX(B) des flèches de S(B) de source X, admet un objet 

final. 

iv) La catégorie SX(B~ des flèches de S(BJ.) de but X admet un objet 

initial. 

v) La catégorie B/x des objets de B au-dessus de X, admet un objet 

final. 

vi) La catégcrie B~X des objets de Bl.. au-dessous de X admet un objet 

initial • 
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On a alors i ~ ii ~...::=> iii ('=.:} v 
,f? 

~. 
v~ 

Si de plus L(B L) 
équivalentes • 

B alors toutes les propriétés sont 

C.D. 

Soient E une sous-catégorie épaisse d'une catégorie triangulée A, 

le foncteur d'injection i de B dans A et Q le foncteur de passage au 

quotient de A dans AIE , B~ l'orthogonale à droite de B, les foncteurs 

correspondant i.L et Q ...L • On déduit immédiatement de la proposition 6-4 

les propositions suivantes : 

6-5 Proposition Les deux propriétés suivantes sont équivalentes 

i) Le foncteur i admet un adjoint à droite. 

ii) Le foncteur Q admet un adjoint à droite. 

La proposition est encore vraie lorsqu'on remplace le mot droite par le 

mot gauche. 

6-6 Proposition Les deux propriétés suivantes sont équivalentes 

i) Le foncteur i admet un adjcint à droite. 

ii) Le foncteur i~ admet un adjoint à gauche. L'orthogonale à gauche de 

la catégorie B...L est égale à B. 

6-7 Proposition Supposons vérifiées les propriétés des propositions 6-5 

et 6-6. Soient i* et Q* les adjoints à droite de i et Q • De même soient 

*i .L et *Q.L les adj oints à gauche de i.L et de Q L • Tous ces foncteurs 
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sont exacts • De plus : 

Il existe un isomorphisme fonctoriel Q*oQ ~ I.L 0 *i..L tel que 

le diagramme ci-après soit commutatif : 

id 

(les flèches obliques sont définies par les propriétés d!adjonction). 

:U existe de même un isomorphisme *Q _L oQ 1-~ ioi* tel que 

le diagramme suivant soit commutatif: 

Enfin, il existe un morphisme fonctoriel de degré 

l tel que le triangle suivant soit distingué 

deg ~ = l 

Un tel morphisme :J est unique et vérifie r (TXo) 

(X obj et q c q, T translation) • 

-:-g-:-:-
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Chapitre II APPLICATIONS aux cArrrooRIEs ABELIENNES 

nO l - Les catégories dérivées 

On utilise les notations du chapitre l, § l, n° 2.2. On utili-

sera de plus les notations suivantes: 

1.1. Notation: Soit A une catégorie abélienne. On pose 

1.2. Proposition Les foncteurs fi turels qui figurent dans le diagl'a~lJ:le 

suivant : 

sont pleinement fidèles. 
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Les foncteurs naturels 

sont des équivalences de catégories 

Les foncteurs du diagraame 

étant injectifs sur les objets, réalisent les catégories Db(A),D+(A), ~-(A) 

comme sous-catégories pleines de D(A) • 

La preuve de cette proposition se trouve au chap. l, § 2, nO 4, 

théorème 2 • 

1.3. Définition La catégorie D(A) sera appelée la catégorie dérivée 

de la catégorie A. Les objets de D(A) isomorphes aux objets do ]1(;,) 

seront appelés les objets bornés de DCA) • Les objets de D(A) iaomor

phes aux objets de D+(A) seront appelés les objets limités à gauche, les 

objets de D(A) isomorphes aux objets de D-(A) seront appelés les 

objets limités à droite. 

Nous désignerons par D le foncteur canonique 

D C(A) ~ D(A) 
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La'Testriction'de D à la sous-catégorie pleine A de C(A) sera encore 

noté D. Le foncteur D restreint à A est pleinement fidèle. Le 

foncteur TI se factorise d'une manière unique par K(A) • Soient X 

et Y deux objets de A. 

en vérifie sans difficulté que pour tout m ~.O , les groupes 

(T est le foncteur translation) 

sont nuls. La dimension cohomologLiue de A sera le plus petit des en

tiers n tels que pour tout m > n on ait: 

o pour tout couple X, Y d'objets 

de A. 

S'il n'y a pas de tels entiers, on dira que la dimension cohomologique de 

A est infinie 

Désignons par I+ (A) • I(A)) la sous-catégorie triangulée 

pleine de K+(A) (resp. de K(A)) définie par les complexes dont les 

objets sont injectifs en tout degré. 

1.4. Proposition: Supposons que la catégorie A possède suffisamment 

d'injectifs. Le foncteur naturel 

induit une équivalence de catégorie 
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Le foncteur quasi-inverse est un adjoint à droite de Q+. 

Si de plus A est de dimension cohomologique finie, l'asser

tion précédente est encore vraie lorsqu'on y supprime les exposants +. 

On a un énoncé analogue concernant les projectifs • 

La démonstration de la proposition 1.4 s'appuie sur le chap. l, 

§ 2, n° 6.4. 

La structure triangulée de D(A) , est précisée par la proposi

tion suivante • 

Soit E(A) la catégorie des suites exactes à trois termes de C(A) • La 

oatégorie S.S.S(A) des suites exactes semi-scindées (chap.l, § l, nO 2-4) 

est une sous-oatégorie pleine de E(A) • On a défini (Loc. oit.) un 

fonoteur : 

f : S.S.S(A) ~ Tr.K(A) 

où Tr.K(A) désigne la catégorie des triangles distingués de K(A) • 

On en déduit un foncteur 

~ : S.S.S(A) ~ Tr.D(A) 

où Tr.D(A) désigne la catégorie des triangles distingués de D(A) 

1.5 Proposition Il existe un et un seul foncteur 

Ir E(A) -7 Tr. D(A) 
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D(Z') 

(s = O .... X·-+Y·--+Z·-----70)~(sy 'D(V) 

D(X') ~ D(Y') 

dego(S)=1 
de la forme 

dont la restriction à S.S .S(A) soit Cf" Ce foncteur est essentiel-

lement surjectif • 

1.6 Proposition 1 Le foncteur cohomologique canonique 

o 
H : K(A) ~ A 

se factorise d'une manière unique par un foncteur que nous noterons encore 

HO 

HO: D(A) ----? A 

Sur D(A) le foncteur HO et ses translatés Hi forment un système 

conserva tif, i. e. un morphisme f: X' ~ Y' et un isomorphisme si et 

seulement si pour tout entier i 

est un isomorphisme • 

1,7 Définition: Un morphisme f: X· ~ Y' de C(A) (resp. de K(A» 

est appelé un quasi-isomorphisme lorsque pour tout entier i 

est un isomorphisme. D'après la proposition précédente les quasi-isomor

phismes sont les morphismes qui deviennent des isomorphismes dans D(A) • 
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1.8 Définition: Soient cr un ensemble d'objets de à, X· un objet de 

C(A) (resp. de K(A» . Une résolution droite (resp. de type 

V de X' , est un quasi-isomorphisme g X' ~ V· où 

V· est un complexe dont tous les obj ets appartiennent à 0-'. On dira, 

résolution injective (resp. projective) au lieu de résolution d~oite 

(resp. gauche) de type injectif (resp. projectif) • De ll'anière gén?r2-Je, 

on se permettra de supprimer les II'.ots "droite" ou "gauche" lorsqu'w)3u:,e 

ambiguité n'en résultera. 

1.9 Proposition: 1) Supposons que tout obj et dg il s ! ir.j sete dans un 

objet de cr (resp. soit quotient d'un objet de cr) Alors tout 

objet de C+(A) (resp. de C-(A» admet une résolution droite 

(resp. gauohe) de type d~ dans C+(il) (resp. dans C-CA» • 

2) Supposons de plus qu'il existe un entier n tel que 

pour toute suite exacte : 

( resp. 

d'objets de A ou pour tout i, a ~ i ~ n-l, yi est un objat de cr, 

11 obj et yn soit un obj et de 0". Alors tout objet d,e C(A) admet 

une résolution droite (resp. gauche) de type O~'. 
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nO 2 Etude des Ext 

Soient X' et y' deux objets de CCli) (resp. K(A» ct 

D C(A) ~ D(A) (resp. Q.: K(A) ..-,. D(Ic» le foncteur canonique 

2.1 Définition: On appelle i-ème hyper-ext et on note 

(x-. y.) 

2,2. Proposition : Soit 0 ~ X' -'7 Y' -7 Z· ~ a une suite exacte de 

C(A) • Soit V' un objet de C(A) , On a les suites exactes illimitées 

C.D. 

i CZ ' V') iC") i(, ') S . ti+lcz' V') ~Ext , ~Ext Y,V -~Ext X,V ~Ex , ~ .. , 

Soient X' et Y' deux objets de K(A) , On désigne par Q,is/X' 

(resp. Q.is+/X', Q,is-/X', Qisb/X') la catégorie des quasi-isomorphismes de 

but X' et de source dans KeA) (resp, K+(A), K-CA), Kb(A) ) • De mène 

on définit les catégories Y'/Qis, Y'/Q,iS+", (quasi-isomorphismes de 

source y.) , 

On se propose de résumer dans la proposition suivante les différentes défi

nitions équivalentes des Ext i , 
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2.3. Proposition: 1) Il existe des isomorphismes de foncteurs 

ExtO(X', Y') = HO~(A)(Q(X')' Q(Y'» ~ ~ HO~(A)(' ,y.) 
(Qis/X')o 

~ Lirn HO~(A)(X·,.)~ Lirn HO~(A)("') 
Y'/Qis (Qis/X')oxY'/Qis 

2) Si X· est un objet de K-(A) : 

ExtO(X', Y') ~.~ HOOX(A)(" Y') 
(Qis/X' )0 

Si Y' est un objet de K+(A) : 

ExtO(X', y.) ~Li~ HOOX(A) (X' , ' ) 
Y'/Qis 

3) Si X' est un objet de K-(A) et si y' est un 

Si X' est un ob,;')t de Kb(A) et Y' un objet de K+(A) 

ExtO(X', Y')~ ~ HO~(A)( • ,Y') 

(Qisb/X')o 

4) Si la catégorie A possède suffisamment d'injectif 

et si Y' est un objet de K+(A) , Y' admet une résolution injective 
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et une seule (à isomorphisme près dans 

Y' ---7 r(Y') 

et on a 

On a de m~me un énoncé analogue pour les projectifs , 

5) Si la catégorie A admet suffisamment d'injectifs 

et si A est de dimension cohomologique finie, tout objet Y' de K(A) admet 

une résolution injective et une seule: 

Y' ~ r(Y') 

et on a 

Enoncé analogue pour les projectifs • 

Remarque En explicitant l'isomorphisme de la proposition 2.3. (3) on 

retrouve la définition de Yoneda. 
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~ Définition des foncteurs dérivés. 

1.1 Définition: Soient C et Cl deux catégories graduées (on désigne par 

T le foncteur de translation de C et de Cl ), F et G deux foncteurs 

gradués de C dans CI • Un morphisme de foncteurs gradués est un morphisme 

de foncteurs : 

qui possède la propriété suivante 

Pour tout objet X de C le diagramme suivant est commutatif 

u(TX) F(TX) ---4 G(TX) 

1~ is 
Tu(X) TF(X) ~ '[G(X) 

Soient C et CI deux catégories triangulées. On désigne par 

Fex(e,Cl) la catégorie des foncteurs exacts de C dans C' , les morphis-

mes entre deux foncteurs étant les morphismes de foncteurs gradués, 

Soient A et B deux catégories abéliennes et p : K*(A).....:, K*' (E) 

un foncteur exact * et *' dé signent l fun des signes +, -, b, ou v 

"vide") • Le foncteur canonique : 
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Q K*(A) -+ D*(A) nous donne, par composition, un foncteur 

Fex(D*(A), D*'(B» ~. Fex(K*(A), D*'(B» 

! ! 
d'où (en désignant aussi par Q' le foncteur canonique K* (B) ~ D* (B» 

un fonoteur : % (resp. %') Fex(D*(A), D*' (B»-+ (Ab) 

y 

(resp. ~JJ _~ '" ;r; l-....,. Hom( y oQ, Q,l -'- ) ) 

1.2 Définition(1) On dira que ~ admet un foncteur dérivé total à droite 

(resp. à gauche) si le foncteur % (resp. %') est représentable. Un objet 

représentant le foncteur % (resp. %') sera appelé foncteur dérivé total 

à droite (resp. à gauche) de p et sera noté ~ ~ (resp. ~ <I) . 

1.3 Notations: Soient A et B deux catégories abéliennes et f: A -+ B 

un foncteur additif. Le foncteur dérivé total à droite du foncteur 

K+(f) : K+(A) ~ K+(B) sera noté 

~-f, ~f, ~+f, ~-f, ~f 

f. On définit de m€;me 

Soit de même F : K*(A) -7 B , un foncteur cohomologique • Le 

foncteur canonique de passage au quotient Qg K*(A) -tD*(A) définit par 

composition un foncteur: 

Foco(D*(A), B) ~ Foco(K*(A), B) 

( Foco( , ) désigne la catégorie des foncteurs cohomologiques) d'où un 

(*) Une définition plus maniable (et en pratique équivalente) est donnée 
dans SGA 4 XVII 1.2 . 
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foncteur % (resp. %') Foco(n*(A),B) --7 (Ab) 

(resp. G ~ Hom(GoQ, F» • 

1.4 Définition: On dira que le foncteur F admet un foncteur dérivé 

cohomologique à droite (resp. à gauche) si le foncteur % (resp. %1) 

est représentable. Un objet représentant le foncteur % (rosp, %') sera 

appelé foncteur dérivé cohomologique à droite (resp. à gauche) et sera 

noté RF (resp. LF) • 

1.5 Notations : Soient A et B deux catégories abéliennes et f: A -+ B 

un foncteur additif. Le foncteur dérivé cohomologique à droite du 

foncteur: 

sera noté 

R+foTi CT 

R+f • Lorsqu'aucune confusion n'en résultera le foncteur 

est le foncteur de translation) sera noté Rif • Le foncteur 

dérivé cohomologique à droite du foncteur HoKf sera noté Rf. 

Lorsqu'aucune confusion n'en résultera le foncteur RfoTi sera noté 

On définit de même les foncteurs L-f, Lf, Lif 

1.6 Remargues: Ces définitions contiennent, ainsi que nous le verrons 

dans le numéro suivant, la définition classique des foncteurs dérivés 

lorsque les catégories ont suffisamment d'injectifs ou de projectifs et 

que les complexes sont convenablr':nDnt limités. Elles sont cependant plus 
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générales. Mais sans autres hypothèses elles sont peu maniables. Par 

exemple, soit f A -7 B un foncteur additif entre deux catégories abé-

liennes. Supposons que les foncteurs ~+f et ~f existent. Je ne sais 

pas démontrer que ~f induit sur n+(A) le foncteur ~+f • Supposons de 

plus que le foncteur R+f (dérivé cohomologique) existe • Je ne sais 

pas démontrer que le foncteur est isomorphe au foncteur R+f • 

Cependant dans la pratique ces propriétés seront vérifiées • 

nO 2 Existence des foncteurs dériv~~ 

2.1 Proposition: Les hypothèses sont celles de la définition 1.4 • 

Supposons en outre que A soit une li-catégorie, où -U est un univers 

tel que l'ensemble E des entiers rationnel soit un élément de -U, 

telle que l'ensemble des objets de A soit un élément de lJ • Supposons 

de plus que la catégorie B soit la catégorie des U-groupes abéliens 

ou plus généralement la catégorie des faisceaux de U-groupes abéliens 

sur un U-site quelconque. (Un U-site est une U-catégorie, dont l'en-

semble des objets est un élément de D, munie d'une topologie) • 

Le foncteur F admet un foncteur dérivé cohomologique à droite. Ce 

foncteur se calcule de la manière suivante: 

Soient X un objet de n*(A),! l'objet de K*(A) au-dessus de X. On 

a alors un isomorphisme fonctoriel : 

RF(X) Lim F( • ) • 
--~ 

y'Qfs 
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En particul ier so i t f : A -?- B un fo ncteur additif • Les 

foncteurs Rf et existent et se calculent de la manière indiquée 

ci-dessus. Le foncteur Rf induit sur D+(A) le foncteur R+f • 

Comme aucune confusion ne peut alors en résulter, nous emploierons la 

notation Rif • 

2.2. Remarques g On peut exprimer la proposition 2.1 sous une forme pl~s 

générale dans le cadre des catégories triangulées • Les hypothèses à faire 

sur la catégorie B, pour assurer la validité de la proposition 2.1 

sont des hypothèses d'existence et d'exactitude des limites inductives 

suivant les U-catégories pseudo-filtrantes, dont les ensembles d'objet 

sont éléments de lLf. La proposition 2.1 introduit une dis~métrie 

entre les foncteurs dérivés droits et les foncteurs dérivés gauches 

tout au moins dans la pratique • 

2.2. Théorème: Les données sont celles de la définition 1.2. On se donne 

de plus une sous-catégorie triangulée pleine de K*(A) : C,et on dé-

signe par N la sous-catégorie triangulée pleine des objets de C qui 

sont acycliques • Supposons que 

1) Tout objet de 

de K*'(B) . 

N soit transformé par a; en objet acyclique ..... 

2) Tout objet X de K*(A) soit source (resp. but) d'un quasi-

isomorphisme dont le but (resp. la source) soit un objet de C 

a) Alors ~ admet un foncteur dérivé total à droite (resp. à 

gauche) • 
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b) Le foncteur R <ft (resp. ~ ~) s'obtient de la manière sui-

vante 

, 
La restriction du foncteur Q.6::r: 1 K*(A) ~ D* (B) à la catégorie C 

s'annule sur les objets de N , donc se factorise par C/N. On obtient 

ainsi un foncteur ;p , : C/N -+ D*' (B) • Mais le fonc teur naturel 

C/N -+ D*(A) est une équivalence de catégories (chap. l § 2 nO 4 th. 2). 

D'où en composant avec le foncteur quasi-inverse le foncteur ~ 1i 
(resp. L ~) • 

c) Soit X un objet de K*(A). Soient Y un objet de 

C et X -~ Y (resp. Y -7X) un quasi-isomorphisme. L'objet ~ PoQ.(X) 

(resp. ~<PoQ.(X» est isomorphe à QoP (y) • 

d) Le foncteur X ~ ~q? oQ(X) (resp. X "-"7 ~ ii'oQ(X» est iso-

morphe au foncteur : (resp. X~~ Q.o! ( • ) ). 
Qîs/x 

e) Le foncteur H: J : K*(A) --7 B , admet un foncteur déri vé 

cohomologique à droite (resp. à gauche) qui n'est autre que le foncteur 

H~R if- (resp. H~!! 'f ) . 
:: _. -

Corollaire 1: Supposons que * = + (resp. * = - ) dans les hypothèses 

du théorème précédent, et que A possède suffisamment d' inj ectifs 

(resp. de prOjectifs). Alors le théorème 2.2 s'applique en prenant 

pour C la catégorie des complexes injectifs (resp. projectifS) • 

Supposons de plus que A soit de dimension cohomologique finie , alors 

le théorème 2.2 s'applique, sans restriction sur *, en prenant pour C 

la catégorie des complexes injectifs (resp. projectifs) • 
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2.3 Définition: Soient A et B deux catégories abéliennes et f A __ ) B 

un foncteur additif • 

On dira que f est de di~ension cohomologique finie à droite à 

gauche) si (resp. L-f) existe et s'il existe un entier m~ 0 tel 

que pour tout entier n) m , Rnf (reap. L-nf) soit nul sur les 

objets provenant de A par le foncteur D La dir1ension cohomologique 

à droite (resp. à gauche) de f est alors le plus petit des entiers Il! 

possédant la propriété ci-dessus. Si (resp. 1-f) existe et si f 

n'est pas de dimension cohomologique finie, on dira que f est de dimen

sion cohomologique infinie . 

Un objet X de A sera dit f-acyclique à droite (resp, à 

gauche) si pour tout entier n > 0, Rnf(D(X» = 0 (resp. 1-nf(D(X» = 0 ). 

Corollaire 2 Les données sont celles de la définiticn 2.3. Supposons 

qu'il existe un ensemble (J- d~objets de A sta~)le p8,r somme directe 

possédant les propriétés suivantes : 

1) Tout complexe acyclique (;- O':J K+(A) (resp, ç Ob K-(A» d:objets de (j, 

est transformé par f en complexe acyclique. 

2) Tout objet X de A s'injecte dans , e&~ qUGtient de) ;1:1 o;)jet de 

if . 1es hypothèses du thé orème 2.2 sont vérifiées en prenant;(- + 

(resp. * = -) et en prenant pour catégorie C, la catBgorie des 

complexes dont les objets en tout degré sont des éléments de if , 

Les éléments de cJ sont des objets f-acycliques à droite (reep. à gauche). 
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Si de plus f est de dimension cohomologique finie à droite 

(resp. à gauche), l'ensemble des objets f-acycliques à droite (resp. à 

gauohe) possède en plus des propriétés (1) et (2) ci-dessus, la pro

priété (2) de chap. 2, § l, nO l, prop. 9. Le Théorème 2.2 s'applique 

alors au foncteur Kf en prenant pour catégorie C la catégorie des 

complexes dont les objets sont f-acycliques"à droite (resp. à gauche) 

en tout degré. Le foncteur (resp. ~f) existe et induit sur D+(A) 

le foncteur ~+f (resp. et sur D-(A) le foncteur ~-f (resp. 1-f) 

~ Produit. Composition. 

Soient A une catégorie abélienne, F : DCA) -----+ Ab un foncteur 

cohomologique. Soient X· et Y' deux objets de C(A) • Le foncteur F 

définit une application: 

d'où un accouplement F(D(X'» x ExtO(X', y,) --+ F(D(Y'» 

Cet accouplement donne, en appliquant des translations, des accou-

plements : 

Ces accouplements, appliqués aux foncteurs dérivés cohomologiques, ne 

sont autres, par définition, que les produits de Yoneda • Les propriétés 
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de ces produits se déduisent immédiatement de cette définition. Nous ne 

les développerons pas ici. 

Soient A, A', A" tro is catégories abéliennes et f: A -~ A' , 

g ! A' ~A" deux foncteurs additifs. Supposons que les foncteurs 

et existent • Je ne sais pas en déduire que le foncteur 

+ 
~ gof existe et même si ce dernier foncteur existe, il n'est probable-

ment pas vrai en général que If on ait la fo rmule : 

On a cependant la proposition suivante 

3.1 Proposition: Supposons que la catégorie A' possède suffisamment 

d'objets g-acycliques à droite et que la catégorie A possède suffisam-

ment d'objets f-acycliques à droite transformés par f en objets 

g-acycliques à droite. Alors le foncteur li+gof existe et on a un 

isomorphisme 

Enoncé analogue pour les foncteurs dérivés gauches • 
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n° l Le foncteur ~om' : 

Soit A une catégorie abélienne, possédant suffisamment d'in-

jectifs. 

Le foncteur y' ~ Hom' (X', y') (chap, l, § l, n° 3) 

où X· est un objet de K(A) et y' un objet de K+(A) , admet un fonc-

teur dérivé total à droite (§ 2, nO 2, Th. 2, cor. 1) qui sera noté 

~ Hom'(X', ). Soit Y un obj et de D + (A) le foncteur 

K(A) ---.:;. D(Ab) 

X· "'-/\...? ~ Hom'(X' ,y) 

est exact et s'annule sur les complexes acycliques, d'où un bi-foncteur 

exact 

que nous désignerons par Hom' 

Lorsque A est de dimension cohomologique finie , le foncteur 

Hom' se prolonge à D(A)o x D(A) (loc. ci t.) " 

Si en outre A possède suffisamment de projectifs on peut 
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dériver le foncteur Hom par rapport au pre~ier argument. Les deux 

définitions coïncident dans leur domaine commun de validité 

Z? or de faisceaux 

Soient E un si te annelé (en particulier un espace topologique 

annelé)çL le faisceau d'anneaux et ~ la catégorie des ct -modules 

Un objet X de ~ est dit si pour toute suite exacte : 

o --- Y' _. Y Y" o 

la suite X --r Y" là X --+ 0 
,A. 

est exacte. Il existe suffisamment d'objets ~-plats : les sommes di-

rectes d'objets cA-
U' où U est un obje t de E et du le faisceau 

ct"prolongé par zéro en dehors de " U • Le théorème 2 du § 2, n° 2 

s'applique donc et on peut définir le foncteur 

( X , Y ) 

produit tensoriel total, dérivé ~uche du foncteur produit tensoriel 

On définit ainsi en passant à la cohomologie les ( X, y) : 

hyper- tor locaux • 
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La catégorie E ayant suffisar.:unent dtinjectifs, on peut dériver 

le foncteur: Hom' (X, y) complexe des homomorphismes locaux, d'où 

~(X,Y) (X~;]), y r::::f>+) 

Soient X et Y deux objets de D-(ll)) , Z un objet de D+C~) • 

Il existe un iscmorphisme fonctoriel : 

~ Foncteur dérivé gauche de ltimage réciprogue 

Soit f : E ~ Et une application d'espaces topologiques 

annelés • Le foncteur image réciproque 1 

f*: ]).t ~ ]). 

ntest pas nécessairement exact • Mais on sait définir des objets f*

plats et il existe suffisar.:unent de tels objets • On sait donc définir le 

foncteur ~-f*. On a de mgme une formule de dualité 1 

Soient X un objet de D-(]).) et Y un objet de D+(]).t) il 

existe un isomorphisme fonctoriel 

-:-:-:-g-
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Erratum pour SGA 4, (tome 3, Lecture Notes 305). 

XIV p. 18 1.14 

XVI 2.2 

XVI 5,2 

(XIX 6) au lieu de (XX 6). 

Il faut supposer F localement constant! 

La démonstration donnée est incomplète. Arpès l'énoncé de l'hypo-

thèse de récurrence, il faut d'abord se ramener au cas où F est constant (F 

devient constant sur un revêtement galoisien étale TI : X' ~ X de X , de groupe 

de Galois G, et on invoque la suite spectrale de Hochschild-Serre 

E~q = HP(G,Hq(X' ,n"F» ==$ HP+q(X,F» . Les arguments qui suivent sont alors cor

rects. 

XVII 1.1. 8 Le signe (1.1.8.1) est erroné lorsque F est contravariant en 

certaines variables. Il faut lire: 
k A(k) . 

0.1.8.0 P = (-1) - : automorph~sme de 

avec 

A(~) + 

k. di) d'rU» 
~ 

Fo(G.)(K. ) 
J 1 

L ka kb 
'r(a)='r(b)=j 

a < b 

XVII 2.1.3 La démonstration contient des erreurs flagrantes. Il faut supprimer 

la 3ème ligne (p. 34 1.9) et remplacer les 6ème et 7ème (p. 34 1.12, 13) par: 

Les flèches du diagramme (2.1.3.2) induisent des applications 

XVIII 2.14.4 Lire XVII 6.2.7.2 au lieu de XVII 6.2,4. 

XVIII p. 99 1-1 Lire u au lieu de U et 3.1.16.1 au lieu de 3.1.11.1 
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